9 te 


ae OAS ae 
hn cP RAY 


Me i 
A 7 


Boventrs wye 


Reed ' 


~~ 


ert 


- = 
hurd 


Digitized by the Internet Archive 
in 2022 with funding from 
Kahle/Austin Foundation 


https://archive.org/details/grundlagenderanaO000rudo 


LEHRBUCH DER ANALYSIS 


RUDOLF LIPSCHITZ 


ERSTER BAND 


GRUNDLAGEN DER ANALYSIS 


BONN 
VERLAG VON MAX COHEN & SOHN (FR. COHEN) 
1877 


GRUNDLAGEN DER ANALYSIS 


RUDOLF LIPSCHITZ 


i ORIEL 
VERLAG VON MAX COHEN & SOHN (FR. COHEN) 
1877 


Das Recht der Uebersetzung bleibt vorbehalten. 


SAT 
L767 
Vek 


Vorrede. 


Die Erfahrung alterer und neuerer Zeit hat gelehrt, wie 
leicht sich mit der steigenden Vervollkommnung von einzelnen 
mathematischen Methoden die Gefahr verbindet, dass tiber der 
Form der Operationen ihr Inhalt, iiber den Hiilfsmitteln das 
Ziel in Vergessenheit gerathe. Aus dem Gefiihl der Verpflich- 
tung, dieser Gefahr nach meiner Kraft entgegenzuwirken, ist 
der Entschluss hervorgegangen, das System der Analysis von 
den Grundbegriffen an in stetigem Zusammenhange neu darzu- 
stellen. Das so entstandene Buch, dessen erster Band gegenwiirtig 
erscheint und dessen zweiter Band Differential- und Integral- 
rechnung behandeln wird, wendet sich an solche Leser, die mit 
dem Gebrauche der einfachen Rechnungsoperationen und mit 
der Euklidischen Geometrie bekannt sind. Den Ausgangspunkt 
der Darstellung bildet die Lehre von den ganzen Zahlen, wih- 
rend alle Beweise nur auf die Principien der Rechnung und die 
in dem Vortrage selbst mitgetheilten Sitze gegriindet sind. Die 
geometrische Betrachtung habe ich nicht zu der Beweisfiihrung, 
sondern nur zu dem Zwecke benutzt, die gefundenen Ergebnisse 
anschaulich zu machen. Durch die strenge Trennung der Rech- 
nung von der Geometrie wird der Studirende veranlasst, stets 
gegenwiirtig zu haben, dass sich die Rechnung in letzter Stelle 
immer auf wirkliche Zahlenwerthe bezieht, und die Gedanken- 


arbeit, ohne die auf dem eingeschlagenen Wege kein neuer Schritt 


VI Vorrede. 


gewonnen werden kann, sichert meines Erachtens am nach- 
driicklichsten gegen die im Eingange angedeutete Verirrung. 
Bei meinem Vorhaben musste ich auch den grossen Kreis 
von Personen ins Auge fassen, welche der Mathematik um ihrer 
verschiedenen Anwendungen willen bediirfen. Man wird nun 
zugeben, dass die Fragen, auf welche sich in den letzten Zeiten 
das Hauptinteresse der mathematischen Forscher gerichtet hat, 
von den Theilen der Mathematik, die in dem Bereiche der An- 
wendungen durchgehends benutzt werden, in gréssere Entfernung 
geriickt sind. In dem Bewasstsein, wie schwierig die Aufgabe 
sei, habe ich versucht, zwischen jenen beiden Gebieten eine 
Briicke zu schlagen. Demnach ist der Inhalt der mathematischen 
Kenntnisse, welche das ganze Buch umfassen soll, so bemessen, 
dass derselbe zu der theoretischen Mechanik, der Grundwissen- 
schaft unter den Anwendungen der Mathematik, eine entspre- 
chende Vorbereitung gewihrt. Es wiirde mich freuen, wenn 
meine Arbeit dazu beitriige, die Gebiete der reinen Mathematik 


und ihrer Anwendungen einander zu niihern. 
Bonn, im Juli 1877. 


R. Lipschitz. 
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Merkmalen absieht, durch welche sich die Dinge unterscheiden, 
so bleibt der Begriff der Anzahl der betrachteten Dinge zuriick. 
Wer iiber gewisse gegebene Dinge einen Ueberblick gewinnen 
will, der wird mit einem bestimmten Dinge beginnen und immer 
ein neues Ding den friiheren hinzufiigen; ein anderer, der den- 
selben Zweck verfolgt, kann mit demselben oder mit einem an- 
deren bestimmten Dinge beginnen und sein Verfahren in anderer 
Weise fortsetzen. Die innere Anschauung giebt uns aber die 
Ueberzeugung, dass die beiden Beobachter, wofern sie zugleich 
anfangen und immer zugleich ein neues Ding dem friiheren hin- 
mutiigen, ihre simmtlichen Operationen auch zugleich vollenden 
miissen. 

Das beschriebene Verfahren ist das Verfahren des Zihlens, 
und aus dem angefiihrten Grunde bedeutet das Ergebniss dieses 
Verfahrens, oder die Zahl der in einem bestimmten Falle gege- 
benen Dinge, einen vollig bestimmten Begriff. 

Man braucht den Vorgang der inneren Anschauung, aus 
dem der Begriff der Zahl so eben abgeleitet ist, nur zu wieder- 
holen, um zu erkennen, dass die Zahl gegebener Dinge immer _ 
erhalten wird, wenn man die gegebenen Dinge auf eine beliebige 
Weise in Gruppen ordnet, die Zahl der in jeder Gruppe vor- 
‘ handenen beliebig geordneten Dinge bestimmt, und diese simmt- 
lichen Zahlen zu einander fiigt. Dies ist aber der Inhalt des 
Fundamentalsatzes 


Lipschitz, Analysis. 


2 Summe von Zahlen. § 1. 


Die Summe gegebener Zahlen hat immer denselben Werth, 
wie auch die Summanden vertauscht oder in Gruppen zusammen 
gefasst werden. 

Sind zwei Zahlen beliebig gegeben, so werden sie entweder 
einander gleich sein, oder die eine wird grésser sein als die 
andere. Dann kann man die kleinere Zahl von der grésseren 
subtrahiren, oder die Differenz der beiden Zahlen bestimmen. 
Auch kann man eine Zahl von einer ihr gleichen subtrahiren, 
und erhalt dann als Differenz die Null. Ferner leuchtet es ein, 
dass, wenn eine Summe von Differenzen gebildet werden soll, 
es freisteht, zuerst die Summe aller Minuenden, dann die Summe 
aller Subtrahenden zu nehmen, und hierauf die erste Summe 
um die zweite Summe zu vermindern. Desgleichen darf man, 
wenn mehrere Additionen und mehrere Subtractionen auszu- 
fiihren sind, die Reihenfolge der einzelnen Acte beliebig wihlen, 
wofern nur immer das Abzuziehende nicht grésser ist als das- 
jenige, von dem es abgezogen werden soll. 


§ 2. Producte, Quotienten und Reste. 


Bevor ich fortfahre, scheint es angemessen zu erwihnen, 
dass meine Absicht darin besteht, im Folgenden das System der 
Grissenlehre auf die Lehre von den Zahlen oder aut die Arithmetik 
zu griinden. Hiemit betrete ich den Weg, welchen Huklid in 
den Elementen eingeschlagen hat, und wende mich daher zu 
einer Erérterung der zuniichst hervortretenden Eigenschaften der 
Zahlen. 

Kine Summe bilden, bei der die einzelnen Summanden gleich 
derselben Zahl a sind, und die Anzahl der Summanden gleich 
der Zahl b ist, heisst die Zahl a mit der Zahl b multipliciren. 
Das Resultat dieser Operation heisst ein Vielfaches der Zahl a 
und mége mit dem Zeichen 

ab 
bezeichnet werden, bei dem der Multiplicandus a die erste, der 
Multiplicator b die zweite Stelle einnimmt. Es leuchtet nun 
unmittelbar ein, dass, wenn nach einander die simmtlichen Viel- 
fachen der Einheit gebildet werden, die vollstiindige Reihe der’ 
Zahlen entsteht, dass dagegen, wenn nach einander die siimmt- 
lichen Vielfachen irgend einer von der Einheit verschiedenen 
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Zahl, etwa der Zahl a, aufgestellt werden, nicht alle Zahlen her- 
vorgehen. Wird also eine Zahl f beliebig gegeben, so erhebt 
sich die Frage, ob dieselbe ein Vielfaches der bestimmten Zahl 
a sei, oder nicht. Da die Vielfachen von a gleich a oder grésser 
als a sind, so kann die Zahl f nur dann ein Vielfaches von a 
sein, wenn sie nicht kleiner als a ist. Wofern aber f nicht 
kleiner als a ist, so wird man f der Reihe nach mit den Viel- 
fachen der Zahl a vergleichen. Weil jedes neue Vielfache grosser 
ist als das vorhergehende, und weil die Reihe der Vielfachen 
ohne Ende tortgesetzt werden kann, so muss die gegebene Zahl 
f entweder einem Vielfachen von'a gleich sein, oder zwischen 
zwei aut einander folgende Vielfache fallen, welche durch aq 
und a(q¢+ 1) bezeichnet werden mégen. Es giebt also in dem 
zweiten Falle eine Zahl v, welche kleiner ist, als a, und die zu 
aq hinzuaddirt, die Zahl f hervorbringt, so dass die Gleichung 
(0g Te 
entsteht. Um durch dieselbe Gleichung den ersten Fall mit zu 
umfassen, lasst man ftir die Zahl x auch den Werth Null zu. 
Dann erhalt die Zahl » immer einen ganz bestimmten Werth aus 
der Reihe der a Zahlen 
0) And, Bernd di 

In der so eben aufgestellten Gleichung wird die Zahl f der Divi- 
dendus, die Zahl a der Divisor, die Zahl q der Quotient, die Zahl 
r der Rest genannt. Ist die Zahl f ein Vielfaches der Zahl a, 
mithin der Rest r gleich Null, so sagt man, dass f durch a theil- 


bar sei oder aufgehe, und wendet die Bezeichnung ¢= qn 


§ 3. Unabhiangigkeit eines Products gegebener Zahlen von 
der Anordnung der Multiplication. 

Da jedes Vielfache einer Zahl wieder eine Zahl ist, so 
kann man von einem solchen Vielfachen ein neues Vielfache 
nehmen, und die Operation des Multiplicirens beliebig oft wie- 
derholen. Hier gilt nun der Satz 

Das Product gegebener Zahlen hat immer denselben Werth, 
wie auch die Factoren vertauscht oder in Gruppen eusammengefasst 
werden. 

Dass dieser Satz fiir zwet Factoren und fiir drec Factoren 
richtig ist, folgt sogleich aus der inneren Anschauung, auf die 
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wir auch den Begriff der Zahl und den Fundamentalsatz des 
§ 1 zuriickgefiihrt haben. Um nach der in §2 gegebenen De- 
finition die Zahl a mit der Zahld zu multipliciren, sind b Grup- 
pen zusammen zu addiren, deren jede a Einheiten enthalt. Statt 
dessen kinnen wir aber aus jeder Gruppe eine Einheit nehmen, 
so dass die Zahl } entsteht, und dieses Verfahren a mal wieder- 
holen, wodurch wir alle vorhandenen Einheiten erschépfen; dann 
erhalten wir aber die Zahl bd mit der Zahl a multiplicirt, und 
es entsteht der auf zwei Factoren beziigliche Satz 
ab =b.e. 

Um fiir ein Product von drei Factoren deren Vertauschbarkeit zu 
beweisen, pflegt man sich der rdumlichen Anschauung zu bedienen, 
und das Product abc, welches die Bedeutung haben soll, dass 
zuerst a mit b, und hierauf das entstandene Product mit ¢ mul- 
tiplicirt wird, als eine Summe -darzustellen 

Cit EG 

Ose Olio ter cic 


bei der jede Horizontalreihe die Zahl a 6 mal enthilt, und c¢ 
Horizontalreihen vorhanden sind. Weil nun in jeder Vertikal- 
reihe die Zahl a cmal vorkommt, und 0 Vertikalreihen da sind, 
so wird die Gesammtsumme auch durch die Operation acb aus- 
gedriickt, and der doppelte Ausdruck fiihrt zu der Gleichung 
abe=acb, 

welche aussagt, dass bei einem Prodtet von drei Factoren die 
beiden letzten Factoren mit einander vertauscht werden diirfen. 
Die gegenwirtige Schlussweise ist in ihrem Kern von der so 
eben bei zwei Factoren gebrauchten nicht verschieden und kniipft 
deshalb meines Erachtens nicht sowohl an unsere rdumliche An- 
schauung, als an unsere innere Anschauung iiberhaupt an. 

Da die in Rede stehende Eigenschaft fiir zwei Factoren bewie- 
sen ist, so darf man erstens mit Riicksicht auf die vorgeschriebene 
Bildungsweise in abe die beiden ersten Factoren, und hierauf 
nach der obigen Bemerkung die beiden letzten Factoren mit 
einander vertauschen, so dass 

abe=bac=bea 
entsteht. Man darf ferner mit acb ebenso verfahren, und erhilt 
dann die das gleiche Resultat darstellenden Anordnungen 
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acb = cab = cba. 
Hiemit sind alle méglichen Vertauschungen der einzelnen drei 
Factoren erschipft. 

Das Ergebniss der Multiplication abc kann aber auch da- 
durch bestimmt werden, dass man sich fragt, wie oft hier die 
Zahl a yorkomme. Die Anzahl ist vermége des obigen Schemas 
gleich be und auch gleich cb; wird daher die Multiplication der 
Zahl a mit dem Product be durch a(bc) dargestellt, so_gelten 
die Gleichungen 

| abc=a(be) = a(cb). 

Aus denselben folgt, dass es gestattet ist, bei jeder Anord- 
nung der drei Factoren die beiden letzten Factoren in ein Pro- 
duct zusammen zu fassen und den ersten Factor mit diesem Pro- 
duct zu multipliciren, und daher ist der gewiinschte Beweis fiir beide 
Behauptungen des zugehérigen Satzes, mithin auch fiir jede Bil- 
dungsweise eines Products von drei Factoren vollstandig geleistet. 

Der Beweis fiir die allgemeine Giiltigkeit des betreffenden 
Satzes lasst sich dadurch fiihren, dass man zeigt, wie derselbe, 
wenn er fiir eine gewisse Zah] von Factoren richtig ist, auch fiir 
die um Eins griéssere Zahl richtig sein muss. Der Satz sei schon 
fiir die Producte von fiinf und weniger Factoren bewiesen, und soll 
nun fiir ein Product von sechs Factoren bewiesen werden. Es 
ist jetzt erstens zu zeigen, dass ein Product von sechs Factoren 
abcdef ungeindert bleibt, wenn die Factoren ohne Aenderung 
ihrer Reihenfolge in Gruppen zusammengefasst werden, zum Bei- 
spiel, dass 

a(bc)(def) = abedef 
ist. Da jeder neue Multiplicator zu der rechten Seite des Mul- 
tiplicandus geschrieben wird, so ist 

abcdef=(abcde)f. 
Wegen des fiir fiinf Factoren geltenden Satzes ist das Product 
abcde gleich einem Product, bei welchem die mit einander zu 
multiplicirenden Gruppen von der ersten bis zu der vorletzten 
mit den Gruppen des Products a(bc)(def) tibereinstimmen, in 
der letzten Gruppe jedoch die letzte Zahl fehlt. Man hat also 

abcde =a(bc)(de), 


abcdef=a(bc)(de)f= (a(bc))(de )f, 
ferner wegen des fiir drei Factoren bewiesenen Satzes 


mithin- 
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(a(be))(de)f = (a(be))((de)f), 
und deshalb, wie behauptet worden 
a(bc)(def) = abedef. 
Es ist zweitens zu zeigen, dass ein Product von sechs Factoren 
abcdef bei einer beliebigen Vertauschung der Factoren unge- 
tindert bleibt, zum Beispiel, dass 
| febdac=abcdef 
ist. Man hat wieder 
febdac=(febda)c. 

Das Product febda von fiinf Factoren bleibt nach der Voraus- 
setzung bei einer Vertauschung der Factoren ungeaindert. Giebt 
man jetzt den Buchstaben desselben ihre regelmissige Folge, so 
kommt die Anordnung abdef, und diese zerfallt in zwei Grup- 
pen ab und def, bei denen die Buchstaben regelmassig aufein- 
ander folgen. Das Product febda ist demnach gleich dem Pro- 
duct abdef und dieses gleich dem Product (ab)(def), folglich 
ist das Product (fe bda)e gleich dem Product von drei Factoren 
(ab)(def)c- Drei Factoren diirfen vermége des schon be- 
wiesenen Satzes beliebig geordnet werden, daher kann die Zahl 
c die Stelle erhalten, welche die Liicke zwischen der Buch- 
stabenfolge der beiden Gruppen austfiillt, so dass (ab)(def)e= 
(ab)c(def) wird. Weil aber nach dem vorhin Bewiesenen der 
Werth eines Products von sechs Factoren, wenn die Factoren 
ohne Aenderung der Reihenfolge in Gruppen getheilt werden, 
ungeindert bleibt, so ist (ab)c(def) = abcdef, also auch 
febdac =abedef, und damit der zweite Theil der Behauptung 
erwiesen. Es ist ersichtlich, dass durch das angewendete Be- 
weisverfahren von einer beliebigen die zwei iibertreffenden Zahl 
von Factoren zu der um Eins griésseren Zahl tibergegangen 
werden kann, und deshalb ist der in der Rede stehende Satz in 
der That allgemein giiltig. ; 

Soll eine Summe von Zahlen mit einer Zahl multiplicirt 
werden, so kann man aus jedem Summanden des Multiplicandus 
und dem Multiplicator das Product bilden und alle diese Pro- 
ducte addiren. Fiir die Multiplication einer Swmme von Zahlen 
mit einer anderen Summe von Zahlen ergiebt sich hienach die 
Regel, dass jeder Summand des ‘einen Factors mit jedem Sum- 
manden des zweiten Factors zu multipliciren, und von all diesen 
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Producten die Summe zu nehmen ist. Desgleichen wird das Pro- 
duct aus mehreren Summen gefunden, indem man aus jedem Factor 
je emen Summanden:nimmt, von diesen Summanden das Product 
bildet, und die stimmtlichen auf diese Weise erhaltenen Producte 
zu emander addirt. 


§ 4. Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen. 


Jede Zahl ist gleich dem Product aus der Einheit in die Zahl 
selbst; darum hat jede Zahl sowohl die Einheit wie auch sich 
selbst zum Theiler. Eine Zahl, welche ausser diesen keine 
anderen Theiler besitzt, wird eine einfache Zahl oder Prim- 
zahl genannt; eine Zahl, welche ausser der Einheit und. sich 
selbst noch andere Theiler hat, heisst eine zusammengesetzte Zahl. 
Ob eine gegebene Zahl eine Primzahl sei oder nicht, lasst sich 
entscheiden, indem ermittelt wird, ob eine der Zahlen, welche 
kleiner sind als die gegebene Zahl, in dieselbe aufgehe. Auf 
diese Weise erhali man die Reihe der Primzahlen 2, 3, 5,.7, 11 
u. s. w. Auch darf man sagen, dass eine Zahl, welche durch 
keine Primzahl aufgeht, die kleiner ist als sie selbst, nothwen- 
dig eine Primzahl sein muss; denn eine Zahl, welche durch 
keine kleinere Primzahl theilbar ist, kann auch durch keine zu- 
sammengesetzte Zahl theilbar sein, und daher nur sich selbst 
und die Einheit zu Theilern haben. Die in dem vorigen § be- 
wiesene Unabhingigkeit eines Products von der Anordnung 
der Multiplication erlaubt namlich die Folgerung, dass eime Zahl, 
welche durch eine zusammengesetete Zahl theilbar ist, auch durch 
jeden Theiler dieser zusammengesetaten Zahl theilbar sem muss. 
Schon Huklid hat bewiesen, dass die Reihe der Primzahlen nie- 
mals abbrechen kann, und zwar giebt er den folgenden Be- 
weis. Gesetzt, das Gegentheil wire der Fall, und eine Prim- 
zahl p wire die grésseste, die existirt, so bilde man das Pro- 
duct der simmtlichen vorhandenen Primzahlen und addire zu 
demselben die Einheit. Die so entstehende Zahl 

23.0095. + I 
kann nun durch keine der nach der Annahme vorhandenen Prim- 
zahlen aufgehen, weil bei der Division mit jeder derselben der Rest 
Eins erscheint; diese Zahl muss also entweder iiberhaupt durch 
keine Primzahl theilbar sein, und dann wire sie selbst eine 


8 Gréssester gemeinsamer Theiler. } § 5. 


Primzahl, oder sie muss eine Primzahl zum Theiler. haben, 
welche in der vollstandigen Reihe der Primzahlen von 2 bis p 
nicht vorkommt, mithin grésser ist als p. In beiden Fallen er- 
giebt sich ein Widerspruch gegen die getroffene Annahme, dass 
p die griésseste vorhandene Primzahl sei, und darum ist der auf- 
gestellte Satz richtig. 


§ 5. Aufsuchung des griéssesten gemeinsamen Theilers zweier 
Zahlen. 


Zwei beliebig gegebene Zahlen haben entweder nur die 
Einheit zu ihrem gemeinsamen Theiler oder auch andere Zahlen 
zu gemeinsamen Theilern. In dem ersten Falle gebraucht man 
den Ausdruck, dass die beiden Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, 
oder auch dass sie relative Primzahlen sind. Der grésseste ge- 
meinsame Theiler zweier Zahlen a und 6 kann durch das fol- 
gende Verfahren gefunden werden, welches sich auf den aus 
dem Schlusse von §3 und dem Schlusse von §1 folgenden 
Satz stiitzt, dass sowohl die Summe wie auch die Differenz der 
Vielfachen einer bestimmten Zahl selbst ein Vielfaches dieser 
Zahl ist. 

Von den beiden Zahlen a und b sei a die gréssere, dann 
bestimme man fiir die Division der Zahl a durch die Zahl 6 
nach §2 den Quotienten g und den Rest rv, der nothwendig 
kleiner als b ist. Wofern nun der Rest 7 nicht gleich Null ist, 
werde fiir die Division der Zahl 6 durch die Zahl ry der Quo- 
tient g, und der Rest 7, bestimmt. Dieses Verfahren werde 
fortgesetzt, bis eine der betreffenden Divisionen aufgeht, so dass 
die Folge von Gleichungen entsteht 

a=bq+r 

b=rq,t?, 

7a bananas 
ul Ge Vu4t B are 
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Das Verfahren muss nimlich.sein Ende erreichen, weil von 
den Zahlen a, 6, 7, 7,, 7,3 .. eine jede grésser ist, als die ihr 
nachfolgende, und weil es nur eine beschrinkte Anzahl von Zah- 
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len giebt, die unter einer bestimmten Zahl a liegen. Nun ist 
der letzte von Null verschiedene Rest 7.41 der grésseste gemein- 


same Theiler der Zahlen a und b. Denn schreibt man die auf- 
gestellten Gleichungen in der Form 
. a—bq=r 
Ui LAE LG 
Dae TG hag 


Tete Fas os 
so folgt mit Hiilfe des angefiihrten Satzes aus der ersten, dass 
jeder gemeinsame Theiler ¢ von a und b auch die Differenz 
a—bq=r theilen muss, ebenso aus der zweiten, dass derselbe 
- gemeinsame Theiler ¢ die Differenz b—rq, =v, theilen muss, 
und durch successive Anwendungen aller Gleichungen, dass der- 
selbe Theiler ¢ mit Nothwendigkeit auch die Zahl 1h theilt. 
Das Bewiesene gilt von jedem einzelnen gemeinsamen Theiler 
der Zahlen a und 6, und somit auch von dem gréssesten threr 
gememsamen Theiler. Dagegen lehrt die letzte der urspriinglich 
aufgestellten Gleichungen, dass r 1“ durch ee aufgeht, die vor- 
letzte mit Hiilfe des angefiihrten Satzes, dass die Summe 
Caan; + te und also auch Ts, durch Pee aufgeht, und so 
ergiebt die successive Anwendung der simmtlichen Gleichun- 
gen, dass sowohl } wie auch a durch AW aufgeht. Demnach 
ist ari ein gemeinsamer Theiler von a und 6b, und zwar ein 
soleher gemeinsamer Theiler, dass alle einzelnen gemeinsamen 
Theiler dieser Zahlen in denselben aufgehen. Weil aber nie- 
mals eine gréssere Zahl in eine kleinere aufgehen kann, so darf 
pee nicht kleiner sein, als irgend ein gemeinsamer Theiler von 
a und 6. Daher muss r ids selbst der grésseste gemeimsame Thei- 


ler von a und b sein, und das war behauptet worden. 


§ 6. Relative Primzahlen. 


Sobald der Rest nee gleich der Einheit wird, so ist nach 
dem so eben bewiesenen Satze die Einheit der grésseste ge- 
meinsame Theiler der Zahlen a und b. Hierin besteht die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Zahlen a 
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und b ohne gemeinsamen Theiler oder relative Primzahlen sind. 
Wir kiénnen demnach die Voraussetzung, dass zwei Zahlen a 
und 0 relative Primzahlen sind, dadurch ausdriicken, dass wir 
die Reihe von Gleichungen aufstellen 

609 -s 

C= Ty ie ts 

T=1iG, tls 

Tt = ry Gone: + 1, 

und gelangen zu einem Beweise des folgenden Satzes, auf dem 
die Lehre von der Zusammensetzung der Zahlen durch Multi- 
plication beruht: 

(1) Wenn a und b relative Primzahlen sind, und k eine be- 
liebige Zahl bedeutet, so geht jeder gemeinsame Theiler der Zahlen 
ak und b in die Zahl k auf. 

Multiplicirt man beide Seiten der siimmtlichen aufgestellten 
Gleichungen mit der Zahl & und giebt ihnen die Gestalt 

ak —bqk=rk 
bk—rgq,k=—r,b 
Th —F Ga 7 
tao” eH Qasih =k, 
so muss jeder Theiler von ak und 6 nach dem im vorigen § an- 
gewendeten Hiilfssatze in Folge der ersten Gleichung ein Theiler 
von rk, in Folge der zweiten Gleichung ein Theiler von +,k 
sein, mithin auch, indem von jeder Gleichung nach der nichst 
vorhergehenden Gebrauch gemacht wird, auf Grund der letzten 
Gleichung ein Theiler der Zahl k; was bewiesen werden sollte. 

Hieraus folgt sogleich das Corollar zu dem Satze (1), dass, 
wofern a und b relative Primzahlen sind und das Product ak 
durch die Zahl b aufgeht, die Zahl k durch b aufgehen muss. 
Sobald die Zahl & ebenfalls eine relative Primzahl zu der Zahl 
b ist, so kénnen ak und b keinen gemeinsamen Theiler haben, 
als die Einheit; denn wenn sie einen anderen hitten, so miisste 
derselbe wegen des bewiesenen Satzes sowohl in 6 als in & 
aufgehen, und diese Zahlen haben nach der Voraussetzung keinen 
von der Einheit verschiedenen gemeinsamen Theiler. So ent- 
steht der Satz 
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(2) Wenn a und b relative Primzahlen, zugleich aber k und 
b relative Primzahlen sind, so sind auch ak und b. relative Prim- 
Zahlen. 

Man kann diesen Satz erweitern, indem man denselben wie- 
derholt anwendet. Es sei eine Zahl 7 sowohl zu a relativ prim 
wie auch zu & relativ prim, so ist in Folge des letzten Satzes 
die Zahl 7 auch zu ak relativ prim. Weil aber auch 6 zu ak 
relativ prim war, so ist aus demselben Grunde 01 zu ak relatiy 
prim. Die gleiche Betrachtung hilt Stich, indem nach einander 
zu dem ersten Product ak und zu dem zweiten Product 67 immer 
neue Factoren hinzugefiigt werden, und liefert’ das Resultat 


(3) Wenn jede einzelne von den Zahlen a, k,k,, ... eu jeder 
emzelnen von den Zahlen b, 1, 1,, .. relativ prim ist, so ist auch 
das Product aus den Zahlen der ersten Gruppe akk,.. zu dem 
Product aus den Zahlen der zweiten Gruppe bil, .. relativ prim. 

Dieser Satz erlaubt auf den Fall eine Anwendung, dass 
die erste Gruppe aus lauter gleichen Factoren besteht, die gleich 
a sein mégen, und die zweite Gruppe ebenfalls aus lauter glei- 
chen Factoren besteht, die gleich b sein mégen. Fiir die spatere 
Betrachtung ist namentlich die Voraussetzung von eingreifender 
Bedeutung, dass jede der beiden Gruppen die gleiche Anzahl n 
von Zahlen enthilt oder eime Potenz von demselben Exponenten n 
bildet, so dass das erste Product zu der nten Potenz der Zahl a, das 
zweite Product zu der nten Potenz der Zahl b wird. Dann ent- 
steht der Satz 

(4) Wenn die Zahlen a und b relative Primzahlen zu ein- 
ander sind, so sind auch die Potenzen a und b°” relative Prim- 
zahlen zu eimander. 


§ 7. Zerlegung einer zusammengesetzten Zahl in ein Product 
von Primzahlen. 


Eine Zahl a kann mit einer Primzahl py, von der Einheit 
abgesehen, nur p zum gemeinsamen Theiler haben, und geht, 
sobald dies der Fall ist, durch p auf. Wenn man daher in dem 
Corollar zu dem Satze (1) des §6 die Zahl 6 durch eine Prim- 
zahl p ersetzt, die nicht in a aufgeht, so leuchtet ein, dass, da- 
mit das Product ak durch die Primzahl p autgehe, der Factor 
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k durch die Primzahl p aufgehen muss, und man bekommt den 
Satz 
(1) Wenn ein Product von zwei Zahlen durch eine Primzahl 
auf geht, so muss einer der beiden Factoren durch diese Primzahl 
auf gehen. 

Auf gleiche Weise folgt, dass, wenn ein Product von meh- 
reren Zahlen durch eine Primzahl aufgeht, wenigstens einer der 
Factoren durch diese Primzahl aufgehen muss. Mit diesem 
Hiilfsmittel lasst sich beweisen, 

(2) dass jede Zahl nur auf eine einzige Weise als ein Pro- 
duct von Primzahlen dargestellt werden kann. 

Nach der gegebenen Definition ist eine zusammengesetzte 
Zahl m als ein Product von zwei Factoren darstellbar, von de- 
nen keiner gleich Eins ist. Priift man jeden der beiden bezeich- 
neten Factoren, ob er eine zusammengesetzte Zahl ist oder nicht, 
und wiederholt die Zerlegung, sofern sie méglich ist, so muss 
schliesslich m in ein Product von Primzahlen aufgelist erschei- 
nen, deren Anzahl eine beschrinkte ist; denn keine Primzahl 
ist kleiner als die Zwei, und selbst ein Product aus lauter Fac- 
toren gleich der Zwei, oder eine Potenz von Zwei, wiirde die 
gegebene Zahl m itiberschreiten, wenn die Anzahl der gleichen 
Factoren tiber jedes Mass hinaus zunihme. Es wire nun denk- 
bar, dass, wenn die Zerlegung einer Zahl m in Primfactoren 
auf verschiedene Arten vorgenommen wird, auch das Ergebniss 
ein verschiedenes wire, und daher setzen wir voraus, dass zwei 
verschiedene Zerlegungen der Zahl in Primfactoren vorliegen, 


m=abe...ghk 
und 


m= a,b,c, ...9,h,k,. 

In Folge der ersten Zerlegung geht m durch die Primzahl 
a auf. Weil nun nach der zweiten Zerlegung das Product 
a,6,..h,k, durch die Primzahl a aufgehen muss, so muss wenig- 
stens einer dieser Factoren durch a theilbar sein, und da auf 
die Anordnung der Factoren bei einem Product nach § 3 nichts 
ankommt, so diirfen wir annehmen, dass a, der durch a auf- 
gehende Factor ist. Weil aber a, selbst eine Primzahl ist, so 


muss alsdann a, =a sein. Wir betrachten jetzt den Quotienten 


m 


=, fiir welchen die beiden Darstellungen 
1 1 
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vorhanden sind, und zeigen in genau derselben Weise, dass der 
Primfactor 6 gleich einem bestimmten Primfactor der zweiten 
Darstellung sein muss; als dieser gelte 6,. So kénnen wir fort- 
fahren, bis nach einander alle Primfactoren der ersten Darstel- 
lung erschépft und einzeln in der zweiten Darstellung nachge- 
wiesen sind. Alsdann miissen aber auch die simmtlichen Prim- 
factoren der zweiten Darstellung erschépft sein; denn andernfalls 
miisste der Quotient von m durch sich selbst oder die Einheit 
durch eine iibrig bleibende Primzahl theilbar sein. Also stim- 
men die beiden vorausgesetzten Darstellungen der Zahl m als 
Product von Primfactoren, abgesehen von der Anordnung der 
Primfactoren, nothwendig ‘iiberein. 


§ 8. Divisoren einer Zahl. 


Der vorige § gewahrt. die Sicherheit, dass jede Zahl auf 
eine eindeutig bestimmte Weise aus Primzahlen zusammengesetzt 
ist. Kennt man fiir eine bestimmte Zahl diese Zerlegung, so 
kénnen die unter einander gleichen Factoren zu Potenzen «u- 
sammengefasst werden. Ein Product von o Factoren, die simmt- 
lich gleich a sind, wird wie in §6 erwiéhnt, die ate Potenz von 
a genannt und mit a” bezeichnet. Hier ist a die Basis, a der 
Exponent der Potenz; die Potenz a“ heisst ausserdem auch eime 
Potenz des aten Grades. Auf diese Weise erscheint jede gegebene 
Zahl m als die Potenz einer Primzahl oder als das Product von Po- 
tenzen unter einander verschiedener Primzahlen a, 6, ¢,.. 

m=a*bbe”... 

Als Beispiel der betreffenden Darstellung mégen die ersten 
Zahlen genommen werden: 


pa, 
5-=3t 
420? 
Sees. 5a 
ie <3 Fi 
ae lie 
Sis 2? 
Ves 3* 


10 = 2?.5’, 
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Diese Darstellung der Zahlen ist allgemein geliufig und 
erweckt dadurch den:Schein, als ob der Satz (2) des vorigen Ar- 
tikels keines Beweises bediirfe. Es liegt aber nicht nur bei 
diesem Satze, sondern bei allen bisherigen Erérterungen die 
Schwierigkeit fiir den Anfinger gerade darin, sich zu tiberzeu- 
gen, dass derartige Erérterungen unentbehrlich sind, wofern das 
Gebiude der Gréssenlehre solide errichtet werden soll. 

Welchen Werth die Zerlegbarkeit der Zahlen in einfache 
Factoren habe, tritt deutlich hervor, sobald man gewisse Auf- 
gaben zuerst ohne dieses Hiilfsmittel und dann mit diesem Hiilfs- 
mittel in Angriff nimmt. Hierher gehért die in § 5 behan- 
delte Aufgabe, von zwei Zahlen m und m, den gréssesten ge- 
meinsamen Theiler aufzusuchen. Wir kénnen dieselbe sogleich 
dahin ausdehnen, ftir mehrere Zahlen m, m,, m,,... den grossesten 
gemeinschaftlichen Theiler zu finden. Ist fiir die Zahl m die 
obige Zerlegung in Primfactoren, und sind fiir die Zahlen m,, 


m,,... die Zerlegungen 


m, = 0,°1b,P16,71,.., m, = a,72b, 926,78, ... 

bekannt, so ergiebt sich offenbar der grésseste gemeinsame 
Theiler, indem nur diejenigen Primzahlen genommen werden, 
welche in allen Zahlen m, m, mz,... zugleich vorkommen, indem 
jede Primzahl auf den niedrigsten Exponenten erhoben wird, 
mit dem sie in irgend einer der Zahlen auftritt, und indem aus 


diesen simmtlichen Potenzen das Product gebildet wird. 


Desgleichen erhilt man die kleinste ganze Zahl, in welche 
mehrere gegebene Zahlen m, m,, m,,... aufgehen, oder das kleinste 
gemeinsame Vielfache der Zahlen m, m,, m,,..., indem man von 
allen Primzahlen, die in irgend einer Zahl vorkommen, die hichsten 
auftretenden Potenzen nimmt und aus allen diesen Potenzen das 
Product bildet. 


Die Aufgabe, die sdmmtlichen Divisoren einer gegebenen Zahl 
m aufzustellen, lisst sich, ohne die Zerlegung der Zahl in ihre 
einfachen Factoren m als bekannt vorauszusetzen, dadureh auf- 
lésen, dass man die Zahl nach einander durch alle Zahlen divi- 
dirt, welche kleiner als m sind, und diejenigen, bei welchen die 
Division aufgeht, heraushebt. Wofern aber die Zerlegung der 
Zahl m in ihre einfachen Factoren vorliegt, so kann man tiber- 


§ 9. Anzahl der relativen Primzahlen. 15 


sichtlicher verfahren. Damit eine Zahl ein Divisor von m sei, 
darf sie keine anderen Primfactoren enthalten, als die in m 
vorkommenden Primfactoren, und kein solcher Primfactor darf 
mit einem héheren Exponenten auftreten, als den derselbe Prim- 
factor in m tragt. Ein Divisor hat daher, wenn wie oben m= 
a“ b% cY ... ist, die Gestalt 
BP 0) ec 

wo e@’ nicht groésser als a, @’ nicht erdsser als @ sein darf, u.s. f. 
Setzt man, wie iiblich, fest, dass a® = 1 sei, so sind bei a’, 6’, 
y’,.. die Werthe Null zugelassen. Um die sdmmtlichen Divisoren 
zu erhalten, dient dasselbe Verfahren, nach welchem in dem Schema 


lt+at+a’+..+a°% 
Lic Pct piste oe OF 
bL+etot inte” 


das Product siimmtlicher Summen gebildet wird; nach dem eegen 
Ende des § 3 angegebenen Bildungsgesetze fiir ein aus mehreren 
Summen von Zahlen zu dildendes Product enthilt das vorlie- 
gende Product durch lauter Additionszeichen verbunden alle Di- 
visoren der Zahl m, und zwar jeden nur Ein Mal. Auch kann 
hiernach die Anzahl der simmtlichen Divisoren gefunden wer- 
den. Da die erste Reihe (#+1) Glieder, die zweite Reihe 
(8 +1) Glieder, die dritte Reihe (y+ 1) Glieder enthalt, u.s. f., 
und da bei der Bildung des ganzen Products die sammtlichen 
in den einzelnen Multiplicationen auftretenden Producte erhalten 
bleiben, so tst die Anzahl der Divisoren der Zahl m gleich dem 
Product der Anzahlen (a +1)(8+1)(y+1).. Als Beispiel 
diene die Zahl 84 = 2?.3.7. Ihre simmtlichen Divisoren sind 
die Zahlen 
oa) sg Nya Foj4 9B O14 ey, 
die Anzahl derselben betriagt (2+1) (1 +1) 1+1)=12. 


§ 9. Anzahl der relativen Primzahlen zu einer Zahl m, die 
nicht grésser sind als m. 


In §2 ist erwa&hnt worden, dass bei der Division mit 
einer gegebenen Zahl, welche m heissen mige, jede Zahl, welche 
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in der Reihe 0, 1, 2,.. (m— 2), (m—1) enthalten ist, einen Rest 
darstellen kann. Diese Zahlen verdienen eine besondere Auf- 
merksamkeit. Die Frage, wie viele unter denselben relative Prim- 
zahlen zu m sind, kann in jedem einzelnen Falle durch die di- 
recte Betrachtung entschieden werden; aber auch hier lisst sich 
eine allgemein giiltige Antwort aussprechen, wofern, wie in dem 
vorigen §, die Zerlegung der Zahl m in ihre einfachen Factoren 
als bekannt vorausgesetzt wird. Zugleich mége die Frage den 
modificirten Ausdruck erhalten: 

Wie viel relative Primzahlen zu m befinden sich in der Rethe 
der Zahlen 

1, 2, 3,... m—1, m. 

Insofern die Zahl m gleich dem Product der verschiedenen 
Primzahlpotenzen a” 0° c” ... ist, muss jede der in Rede stehen- 
den Zahlen, welche weder durch a, noch durch 6, noch durch 
irgend eine der in m enthaltenen Primzahlen aufgeht, eine rela- 
tive Primzahl zu m sein. Wir wollen daher aus der vorgelegten 
Reihe zuerst die Vielfachen der Primzahl a ausscheiden. Dies 
sind die Zahlen 


Pao Gok Ree, 
a 
deren Anzahl gleich = , dem Quotienten von m durch a ist. Es blei- 


ben demnach m— = oder - (a — 1) Zahlen iibrig. Ist noch eine 


zweite Primzahl 6 in der Zahl m enthalten, so entfernen wir 
die Vielfachen von dieser, welche noch vorhanden sind. In der 
urspriinglichen Reihe befanden sich die Vielfachen von D 


m 
1.0, 2.8, ... 8; 


in Folge der ersten ausgefiihrten Exclusion fehlen unter densel- 
ben diejenigen, welche zugleich durch a aufgehen. Nun kann 
aber ein Vielfaches von b, etwa 4d, nur dann durch a aufgehen, 
wotern & durch a autgeht. Daher giebt es jetzt nur solche Viel- 
fache von 0b, bei denen der erste Factor relative Primzahl zu a 
ist. Die Anzahl der relativen Primzahlen zu a in der Reihe der 


Zablen 1, 2... oe betragt aber vermige der angestellten Betrach-_ 
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tung se (a—1). Folglich ist dies auch die Anzahl der in der 
vorgelegten Zahlenreihe noch vorhandenen Vielfachen von 0; 


entfernt man diese ebenfalls, so bleiben “ (a—1)— eR (a — 1) 


oder =e (a—1)(6—1) Zahlen zuriick, welche weder durch a 


noch b aufgehen. 

Dieser Ausdruck enthilt die vollstiindige Antwort fiir die 
aufgeworfene Frage, sobald die Zahl m nur die beiden verschie- 
denen Primzahlen a und 6 enthilt. Ist m durch noch eine dritte 
Primzahl ¢ theilbar, so scheidet man die Vielfachen von ¢ aus, 
die in der vorgelegten Zahlenreihe nach der Ausfiihrung der 
zwei Exclusionen noch tibrig sind, und behalt durch Wieder- 
holung aller Schliisse die Anzahl 


an (a—1)6— Noe la) (bpd 


oder 
m 


In der gleichen Weise ist dann fortzufahren, bis die s’mmtlichen 
in der Zahl m auftretenden verschiedenen Primzahlen erschépft 
sind, und es entsteht ftir die gesuchte Anzahl g(m) der rela- 
tiven Primzahlen zum in der Reihe der Zahlen 1, 2,...m der 
Ausdruck 


m 
g(m) = abe.. 


Wenn m gleich einer einzigen Primzahl a ist, so sind alle Zah- 
len 1, 2,.. a—1 relative Primzahlen zu a, und man hat 


(a—1) (b—1) (e—1).. 


g(a)=a—1. 
Wenn m gleich der Potenz einer einzigen Primzahl a* ist, so 
kommt 
g(a") =¢"—!(qa—1). 
Der allgemeine Ausdruck einer Zahl m als Product der Potenzen 
verschiedener Primzahlen a%b’c”... fiihrt zu der Gleichung 
g(a“ bP ...) an on Pei beewdocoh) (Oma) fe Hel sas 
Das Beispiel m= 84 = 27.3.7 liefert fiir p(m) den Werth 
gy (84) = 2 (2—1) (8—1) (7—1) = 24. 


Lipschitz, Analysis. 2 
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Eine merkwiirdige Eigenschaft des Ausdrucks @(m) ist die, 
dass, wenn man eine Zahl m in zwei Factoren r und s zerlegt, 
die zu einander relativ prim sind, das Product p(r) p(s) gleich 
dem Ausdrucke p(m) selbst wird. Zwei Factoren r und s, welche 
zu einander relativ prim sind, mtissen aus verschiedenen Prim- 
zahlen bestehen, daher kann jede einzelne in m enthaltene Prim- 
zahlpotenz entweder nur in 7 oder in s vorkommen. Ist nun 


zum Beispiel r= a"b’, s = c”..., so folgt aus der allgemeinen 
Regel 

g(r) =a" * (a—1) (6-1), 

p(s) =e’ —}..(e—1).., 
und daher, wie behauptet worden, 


P(r) p(s) =p(m). 

Die gleiche Schlussweise findet auf jede Zerlegung der 
vorgeschriebenen Art Anwendung. Da die Einheit zu jeder Zahl 
relativ prim ist, so gehért auch die Zerlegung einer Zahl m in 
die Einheit und sich selbst hierher. Man setzt nun fest, dass 

Pl yt 
sei, alsdann gilt der aufgestellte Satz auch fiir diese Zer- \ 
legung der Zahl m. 


§ 10. Addition, Subtraction und Multiplication von positiven 
und negativen ganzen Zahlen. 


Bei der gegenwirtig mitgetheilten Entwickelung der fun- 
damentalen Eigenschaften der Zahlen sind die Operationen des 
Addirens, des Subtrahirens und des Multiplicirens angewendet 
worden; das Addiren hat aber vor dem Subtrahiren den Vor- 
mug behauptet, dass zwar irgend welche zwei Zahlen immer 
addirt werden konnten, dass sich dagegen nur eine solche Zahl 
von einer anderen subtrahiren liess, welche nicht grésser ist als die 
andere. Auch sind die Regeln fiir das Rechnen mit Summen bis- 
her in einem viel erheblicheren Umfange erértert worden, als 
die Regeln fiir das Rechnen mit Differenzen, und es besteht die 
nachste Aufgabe darin, das Rechnen mit Differenzen dem Rech- 
nen mit Summen consequent gegeniiber zu stellen. 

Die Regeln fiir die Addition von Summen und Differenzen 
sind am Schluss von §1 erwihnt, und diese Regeln liefern fiir 
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die Multiplication einer Summe a+b mit einer Zahl c, wie auch 
fiir die Multiplication einer Diiferenz a—b mit einer Zahl c die 
im Kingange von § 5 angefiihrten Siitze, welche sich in den 
Gleichungen darstellen 

(1) <. jis thee abel bem ac + be, 

Qe ys, 4)(a-+6) c= oc—De. 

Soll eme Differene g—h von einer Zahl a subtrahirt wer- 
den, so leuchtet es ein, dass die Zahl a um den Subtrahendus 
h der Differenz zu vermehren und hierauf die Summe a+h um 
den Minuendus g der Differenz zu vermindern ist, und zwar kann 
g nicht grésser als a+h sein, wenn nach der geltenden Vor- 
aussetzung die Zahl g—h nicht grésser ist, als die Zahl a, von 
welcher die erstere zu subtrahiren war. : 

Wir wenden uns jetzt dazu, die Multiplication zweier Sum- 
men und die Multiplication zweier Differenzen zu vergleichen. 
Nach der am Schlusse des § 3 angefiihrten Regel gilt fiir die 
Multiplication zweier Summen (a+ b) und (c+ d) die Gleichung 
(3) . . . . (@+d)(¢+d)=ac+be+ad+bd. 

Fiir die Multiplication von Differenzen ergiebt sich nun 
vermége der in § 2 aufgestellten Definition der Multiplication, 
dass die Null, mit einer Zahl ¢ multiplicirt, das Resultat Nudl 
liefern muss. Indem wir aber zulassen, dass die Null als Multi- 
plicator einer Zahl auftrete, setzen wir ausdriicklich fest, dass auch 
in diesem Falle Multiplicator und Multiplicandus vertauscht werden 
diirfen, und dass das zugehirige Product gleich der Null se. Es 
werde jetzt eine Differenz a—b, wo 6 nicht grisser ist als a, mit 
einer Differenz c—d multiplicirt, wo d nicht grésser ist als c. 
Dann folgt aus der obigen Gleichung (2) zuniichst die Gleichung 

(a —b) (c—d) = a(c—d)—b (e—a). 

List man auf der rechten Seite den Minuend a(e—d) in die 
Differenz ac—ad, und den Subtrahend in die Differenz bc —bd 
auf, und wendet die vorhin angefiihrte Regel fiir die Subtraction 
einer Differenz von einer Zahl an, so kommt die Gleichung 
(4)... £ (a—b)(c—d) =ac—ad+bd—be, 
oder, indem man zuerst die Addition und dann die beiden Sub- 
- tractionen ausfiihrt, die Gleichung 
(4*). . . . (a—b)(e—d)=ac+bd—ad—be. , 

Die Gleichung (3), welche das Product der Summe (a + 6) 
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mit der Summe (c+d) darstellt, zeigt dieselben aus den Ele- 
menten a, 0, c, d gebildeten Producte ac, bd, ad, bc, welche hier 
auftreten; in (3) sind die simmtlichen 4 Producte zu addiren, 
dagegen erscheinen in (4*) die beiden Producte ac und bd als 
additiv, die beiden Producte ad und bd als subtractiw. 

Zwischen den Regeln fiir die Rechnung mit Summen und 
den Regeln fiir die Rechnung mit Differenzen tritt demnach eine 
unverkennbare Analogie hervor, und auf diese Analogie stiitzt 
sich die Hinfiihrung der positiven und negativen Grossen. 

Eine Differenz a—b entsteht dadurch, dass von a vorhan- 
denen Einheiten } Einheiten weggenommen werden. Statt des- 
sen kann die Auffassung eintreten, dass der Werth a—b aus a 
vorhandenen Einheiten und b wegzunehmenden Einheiten bestehe, 
oder dass a—b die Summe der positiven Zahl a und der nega- 
tiven Zahl —b sei. Bei der positiven Zahl a heisst a, bei der 
negativen Zahl —b heisst 6 der Zahlenwerth. Das Zeichen der 
positiven Hinheit ist +1, das Zeichen der negativen Hinheit —1. 
Die Null erscheint als die Swmme einer positiven und nega- 
tiven Zahl, deren Zahlenwerthe dieselben sind. Beispiele fiir 
einander entgegengesetete Einheiten liefert die Erfahrung in man- 
nigfacher Weise; Gewinn und Verlust werden nach solchen ent- 
gegengesetzten Einheiten gemessen. 


Die gegebene Definition der positiven und negativen Zah- 
len gentigt, um zu erkennen, dass bei der Addition der Werthe 
a—b und c—d die positiven Zahlen a und c eu der posi- 
twen Zahl (a+c), die negativen Zahlen —b und —d eu der 
negatwen Zahl —(b+d) eu vereinigen sind, und dass hierauf 
die Summe 

a+e—(b+ad) 
eu nehmen ist. Auf gleiche Weise leuchtet ein, dass, wenn der 
Werth c—d von dem Werthe a—b subtrahirt werden soll, die 
emeglnen Bestandtheile des Subtrahendus in die entgegengeseteten 
Bestandtheile zu verwandeln und hierauf mit den Bestandtheilen 
des Minuendus zu vereinigen sind, wodurch der Werth 


(a+d)—(b+e) 
entsteht. Bei beiden Operationen halten wir die Vorstellung fest, 
dass 6 nicht grésser als a, und dass d nicht grisser als ¢ sei, 
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und fiigen bei der zweiten Operation auch noch die Voraus- 
setzung hinzu, dass c—d nicht grisser als a—b sei. Die an- 
gegebenen Regeln lassen sich durch die angedeuteten Beispiele 
von entgegengesetzten Einheiten leicht veranschaulichen. 

Dieses Hiilfsmittel ist aber nicht anwendbar, wenn es darauf 
ankommt, die Multiplication der genannten Werthe (a—b) und 
(c—d) auf die Multiplication ihrer Bestandtheile euriickeuftihren. 
Dass eine solche Zuriickfiihrung tiberhaupt méglich ist, entneh- 
men wir erst aus der vorhin angestellten Vergleichung der Glei- 
chung (3) und der Gleichung (4*). 

Da auf der rechten Seite von (4*) nach dem so eben ein- 
gefiihrten Sprachgebrauche die positiven Werthe ac und bd, und 
die negativen Werthe — ad und — dc vorkommen, so kann man 
sich des Ausdruckes bedienen, dass der positive Werth ac aus 
der Multiplication der positiven Zahlen +a und +c, der posi- 
tive Werth bd aus der Multiplication der negativen Zahlen — 6b 
und —d, der negative Werth —ad aus der Multiplication der 
positiven Zahl + a und der negativen Zahl —d,. der negative 
Werth — dc aus der Multiplication der negativen Zahl —b6 und 
der positiven Zahl +c entstanden sei. Wenn man also den 
Werth a—b als die Summe der positiven Zahl +a und der ne- 
gativen Zahl —b, den Werth c—d als die Summe der positiven 
Zahl +c und der negativen Zahl —d betrachtet, so ergiebt sich 
das Product der beiden Werthe a—b und c—d, indem jeder Be- 
standtheil der einen Summe mit jedem Bestandtheil der andern multi- 
plicirt wird, und die sémmtlichen Producte addirt werden ; die Multi- 
plication der positiven und negativen Zahlen geschieht aber nach 
der Regel, dass der Zahlenwerth des Products gleich dem Product 
der Zahlenwerthe der Factoren genommen wird, dass ferner das 
Product von ewei gleichnamigen Zahlen das positwe Vorzerchen, 
das Product von zwei ungleichnanigen Zahlen das negatwe Vor- 
zeichen erhdlt. Auf diese Weise haben wir fiir die Multiplication 
der Werthe a—b und c—d eine Vorschrift erhalten, welche 
mit der fiir die Multiplication der Werthe a+ 6 und c+d gel- 
tenden, in der Gleichung (3) enthaltenen Vorschrift vollkommen 
gleich lautet. , 

Ein neuer Schritt fiir die Addition einer positiven und 
einer negativen Zahl wird nothwendig, wenn man den bis jetzt 
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ausgeschlossenen Fall mitumfassen will, dass bei einer solchen 
Addition der Zahlenwerth der negativen Zahl groésser sei, als 
der Zahlenwerth der positiven Zahl. Wenn von zwei Zahlen g 
und h die Zahl h die gréssere ist, so sagen wir, dass g—h gleich 
dem negativ genommenen Ueberschuss h—g sei. Erinnern wir 
uns nun, dass die Addition einer negativen Zahl auf eine Ver- 
minderung der positiven Hinheiten, die Subtraction einer nega- 
tiven Zahl auf eine Vermehrung der positiven Einheiten hinaus- 
kommt, so erkennen wir leicht, dass bei den fiir die Addition 
und die Subtraction aufgestellten Vorschriften es erlaubt sein 
muss, statt einer negativen Zahl eine Summe von zwei Zahlen 
anzuwenden, welche nach der vorstehenden Definition dieser 
negativen Zahl gleich ist. Das Resultat der Addition von be- 
liebig vielen positiven oder negativen Zahlen wird auch das 
Aggregat dieser Zahlen genannt, und es erweitert sich jetzt der 
am Schlusse von §1 ausgesprochene Satz dahin, dass ein <Ag- 
gregat von beliebig vielen positiven oder negativen Zahlen immer 
den gleichen Werth erhdlt, in welcher Reihenfolge die verschiede- 
nen Additionen vorgenommen werden. Weder die Addition noch 
die Subtraction solcher Aggregate ist gegenwirtig irgend einer 
Einschriinkung unterworfen. 

Nachdem sich aus der Multiplication von Differenzen, deren 
Werth positiv oder gleich Null ist, die Zeichenregel fiir die Multi- 
plication der positiven und negativen Zahlen ergeben hat, nach- 
dem ferner Aggregate eingefiihrt worden sind, deren Werth 
gleich einer positiven oder negativen Zahl ist, so entsteht auch 
die Frage nach der Multiplication solcher Aggregate. Nun iiber- 
zeugt man sich zunichst davon, dass die fiir die Multiplication 
der Differenzen (a—b6) und (¢ —d) aufgestellte Vorschrift auch 
dann ein richtiges mit der Zeichenregel iibereinstimmendes Re- 
sultat liefert, wenn eine dieser Differenzen gleich einer negativen 
Zahl ist, oder wenn beide Differenzen gleich negativen Zahlen 
sind. Hieraus folgt aber das Ergebniss, dass das Gesete fiir die 
Multiplication emer Summe von Zahlen mit einer Zahl, fiir die 
Multiplication einer Summe von Zahlen mit einer zweiten Summe 
von Zahlen, und fiir die Multiplication mehrerer Summen von 
Zahlen mit einander, welches gegen Ende des § 3 ausgesprochen 
ast, seme volle Griiltigkeit behdlt, wofern statt des dort eu Grunde 


Sie Definition des Theilens. 23 


liegenden Begriffes der Zahl der Begriff der positiven oder nega- 
tiven Zahl zugelassen wird. 

Nach den gegenwartigen Erérterungen kénnen die Grund- 
operationen des Addirens, des Subtrahirens und des Multiplicirens 
auf beliebige positive und negative Zahlen ohne Einschriinkung 
angewendet werden, und bringen immer wieder eine positive 
oder negative Zahl mit Einschluss der Null hervor. Insofern 
bilden diese Zahlen ein in sich abgeschlossenes Gebiet. Hier 
gelten die folgenden aus dem Vorstehenden leicht zu begriinden- 
den Satze, dass ei Product von der Anordnung der Multipli- 
cation semer Factoren unabhdngig ist, dass ein Product, unter 
dessen Factoren sich die Null befindet, nothwendig gleich der Null 
ist, und dass ein Product von Factoren, von denen keiner gleach 
Null ist, auch mcht den Werth Null haben kann. 


Capitel II. 
Rechnung mit Briichen. 


§ 11. Definition des Theilens oder der Division. 


| In § 2 ist die Frage besprochen worden, welche sich darauf 
bezieht, ob eine gegebene (positive) Zahl f ein Vielfaches einer 
bestimmten Zahl a sei. Es zeigte sich, dass, wenn die Zahl f 
nicht kleiner ist als die Zahl a ist, die Zahl f als das Aggregat 
eines Vielfachen von a und einer anderen Zahl dargestellt wer- 
den kann, die kleiner ist als a; auf diese Weise entstand die 
Gleichung 
f=aqtr, 

bei der die Zahl f der Dividendus, a der Divisor, q der Quo- 
tient, r der Rest heisst. Diese Darstellung der Zahl f wird im 
einzelnen Beispiel durch das Zahlenverfahren der Division erhal- 
ten; fiir den Fall, dass der Rest r gleich Null oder f durch a 
theilbar ist, ist in § 2 der Quotient q durch das Zeichen der 
Dwision 


Caine 


ausgedriickt. Mit Riicksicht auf § 3 diirfen wir die beriihrte 
Frage auch durch die andere ersetzen, ob eine beliebig gegebene 
Zahl f gleich einer Summe von a unter einander gleichen Zahlen 
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sein kénne. Wenn man aber die Zahl f gleich der Einheit 
nimmt, so leuchtet es ein, dass diese niemals gleich der Summe 
von a gleichen Zahlen sein kann, sobald a nicht selbst gleich der 
Einheit ist. . 

Da also die Forderung, die Einheit als eine Summe von 
a gleichen Zahlen darzustellen, sobald a eine von der Einheit ver- 
schiedene Zahl bedeutet, wnerfiillbar ist, so kann diese Ferderung 
nur dann zu einer erfiillbaren werden, wenn man ihre Bedeutung 
indert. Dies geschieht vermége der Voraussetzung, dass die Ein- 
heit gleich der Summe von a einander gleichen neuen Einheiten 
gesetat werden diirfe, und diese neue Einheit wird durch das 


Zewhen 
1 


. a 

ausgedriickt. Mit Hiilfe dieser neuen Einheit kann man dann 
jede beliebige Zahl f als eineSumme von a gleichen Zahlen dar- 
stellen; jede dieser Zahlen ist aber gleich der Summe aus /f von 


; ; 1 : 
den neuen Einheiten a oder gleich dem Bruche 


f 


a 
Wenn die Zahl f grésser ist als die Zahl a, so nennt man 
ie 


oe einen unechten Bruch, wenn die Zahl f kleiner ist als die 


Zahl a einen echten Bruch; wenn f=a ist, so hat der Bruch 
es 
a 
lauterte Operation fiihrt ebenfalls den Namen der Division, und 
zwar heisst bei derselben die Zahl f der Dividendus oder der 
Zihler, die Zahl a der Divisor oder der Nenner, und der Werth 


selbstverstiindlich den Werth der Einheit. Die so eben er- 


£ der Quotient. Der tibliche Sprachgebrauch wendet also die- 


selben Bezeichnungen fiir zwei verschiedene Gattungen von Be- 
griffen an. 

Wenn es befremdlich scheint, dass in Bezug auf die Theil- 
barkeit der Einheit durch eine geéebene Zahl a eine besondere 
Voraussetzung in Anspruch genommen ist, so braucht man sich 
nur daran zu erinnern, dass, wie in § 1 hervorgehoben ist, bei 
der Operation des Ziihlens von der Beschaffenheit der gezihlten 
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Dinge abgesehen wird. Wir kénnen nun ebensowohl solche 
Dinge zihlen, bei denen es unzulissig ist, das einzelne Ding als 
die Verbindung von zwei oder mehreren einander gleichen Din- 
gen zu betrachten, als wir solche Dinge zihlen kénnen, bei 
denen eine Ersetzung der Einheit durch eine Anzahl von neuen 
Einheiten zulissig ist. Weil uns Beispiele der letzteren Art 
sehr gelaufig sind, deshalb finden wir in der Voraussetzung, 
dass die Einheit theilbar sei, keine Schwierigkeit. Wer aber in 
den Fall kommt, einem Kinde die ersten Anfangsgriinde des 
Rechnens mit Briichen deutlich zu machen, der wird das Vor- 
handensein dieser Schwierigkeit gewahr werden. 


§ 12. Addition, Subtraction, Multiplication und Division von 
positiven und negativen Briichen. 

Sobald die Anwendung einer bestimmten Zahl a als Nen- 
ner zugelassen ist, so gelten fiir die Addition und die Subtraction 
der Briiche mit diesem Nenner die fiir die Addition und die 
Subtraction der Zahlen bestehenden Gesetze. Ist die Zahl a zu- 
sammengesetat, das heisst durch ein Product g.h darstellbar, bei dem 
keine der beiden Zahlen g und h gleich der Einheit ist, so sind 
die Briiche, deren Nenner die Zahl g bildet, unter den Briichen 


mit dem Nenner a enthalten, da aos ” mithin auch fiir 
g gh a 
jede Zahl f der Bruch t za ; tJ" ist, Offenbar kann hier 


die Zahl g jedem Divisor der Zahl a gleich werden. Die Ad- 
dition und die Subtraction von zwei Briichen mit verschiede- 


nen Newnorn—_ und Uae setzt voraus, dass es erlaubt sei, das 
1 


kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Zahlen m und m,, des- 
sen Aufsuchung in § 8 erwd&hnt ist, als Nenner anzuwen- 
den. Es soll aber von nun an angenommen werden, dass 
jede von der Null verschiedene Zahl als Nenner gebraucht wer- 
den darf; dann lassen sich die gegebenen beiden Briiche 


f 


= und fe durch andere Briiche ersetzen, deren Nenner das Pro- 

1 ' 
duct der beiden Nenner mm, ist und man kann die Addition und 
Subtraction unbeschrinkt ausfiihren. Demgemiiss gelten die 


Gleichungen 
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fy fe fm+ fim 
mm, mm, ’ 
ifs ft _ fm, —f,m™, 
m mM, mm, 


“Nach der ersten Gleichung ist eine Summe von zwei Bri- 
chen von der Anordnung der Summanden unabhingig, und gilt 
fiir eine Summe von mehreren Briichen der entsprechende Satz. 
Bei der zweiten Gleichung denken wir uns, dass der Bruch f 

iE: 

nicht grésser sei, als der Bruch f. Der Bruch ist grdésser 

als der Bruch its wenn die Zahl fm, grésser ist als die Zahl 
m, 


f,m; die beiden Briiche sind einander gleich und die Differenz 


TOME Te 


ist gleich Null, wenn fm, =f,m ist. Das Product eimes 
m mM, 


Bruches mit emer Zahl f, ist nach Anwendung der in § 2 ge- 


gebenen Definition die Summe von /, Briichen, deren jeder gleich 
F ist, folglich gleich dem Bruche fh Die Multiplication eines 


Bruches mit emem anderen Bruche fh bedarf dagegen ener 
1 
neuen Definition. Diese Definition muss aber die Bedingung 


erfiillen, dass sie, wofern der Bruch fy einer Zahl gleich wird, 
mm 
3 1 


mit der auf diesen Fall beziiglichen Festsetzung in Einklange 
sei. Die allgemein eingefiihrte Definition, bei welcher fiir keinen 
der beiden Briiche der Werth Null ausgeschlossen ist, lautet 
fie ee 
mm, mm,’ 
und ergiebt vermége der Ausfiihrungen des § 3 die Consequenz, 
dass em Product von mehreren Briichen von der Anordnung der 
Multiplication seiner Factoren unabhingig jst. 

Da ferner ein Bruch nur dann gleich Null ist, wenn sein 
Zihler gleich Null ist, so wird ein Product von Briichen dann 
und nur dann gleich Null, wenn einer der Factoren gleich 
Null ist. 

Aus der aufgestellten Definition fiir die Multiplication von 
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Briichen, folgt eine Definition der Division. Einen Bruch £ 
durch emen Bruch fs dividiren, heisst emen Bruch aufsuchen, 


1 


fy 


der mit dem Bruche tg multiplicirt den Bruch £ ergiebt. Diese 
1 


Aufgabe ist fiir jeden Werth des Bruches L mit Einschluss des 
fi 


Werthes Null méglich, wofern nur der Bruch — einen von Null 


verschiedenen Werth hat, und zwar wird diese Aufgabe durch 
den Bruch 

fm, 

mf, 
und nur durch diesen Bruch gelist. 

Dass es ausser diesem Bruche, der die Forderung offenbar 

erfiillt, keinen zweiten von demselben verschiedenen geben kann, 
folgt daraus, dass sonst die Differenz der betreffenden beiden 


Briiche, mit dem Bruche f multiplicirt, gleich der Null sein 


if 


miisste. Da nun nach der Voraussetzung is nicht gleich Null 


ist, ein Product von zwei Briichen jedoch, wie hervorgehoben 
ist, nicht gleich Null sein kann, wenn nicht einer der beiden 
Factoren gleich Null ist, so wiirde die Annahme von zwei ver- 
schiedenen die Forderung erfiillenden Briichen einen Widerspruch 


nach sich ziehen. 
Der Grund, weshalb fiir den Bruch fs , der die Rolle des 
Divisors tibernimmt, der Werth Null ausgeschlossen werden muss, 


ist hiemit schon angedeutet. Gesetzt, es wire : gleich Null. 


1 


Wenn dann fiir den Bruch f welcher den Dividendus darstellt, 


ein von Null verschiedener Werth gegeben ist, so kann kein 


f 


Bruch existiren, der mit f multiplicirt, gleich BS wiirde, weil 


1 


nach dem Obigen jedes Product von Briichen, bei dem einer der 
Factoren gleich Null ist, den Werth Null annehmen muss. So- 


bald aber fiir den Bruch £ ebenfalis der Werth Null gegeben 
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fi 


—_ multiplicirt 
m 1 


ist, so hat jeder Bruch die Eigenschaft, mit 


gleich i ma werden. Die gestellte Forderung wiirde also im 


ersten Falle gar keine Antwort, im zweiten Falle keine bestimmte 
Antwort erlauben. 

Nachdem die Definitionen entwickelt sind, auf denen das 
Addiren, Subtrahiren und Multipliciren der Briiche beruht, ist 
es leicht sich zu tiberzeugen, dass das Product aus zwei Summen 
von Briichen, und das Product aus zwei Differenzen von Brii- 
chen, bei denen immer der Subtrahendus nicht grésser ist als 
der Minuendus, nach den entsprechenden Regeln erfolgt, wie fiir 
die ganzen Zahlen. Ferner ruft die Rechnung mit Differenzen 
in derselben Weise, die wir bei den ganzen Zahlen erortert 
haben, die Einfiihrung von positiven und negativen Briichen her- 
vor, und wir gelangen zu der Zeichenregel fiir die Multiplication 
solcher Briiche. Dieser Erweiterung des Begriffes der Multipli- 
cation entspricht eine Erweiterung des Begriffes der Division. 
Der Quotient von zwei Briichen, bet denen der Divisorbruch von 
Null verschieden ist, erhilt hiebei einen und nur einen villig 
bestemmten Werth. Somit wird es klar, dass man aus posi- 
tiven und negativen Briichen durch eine in beliebiger Weise wieder- 
holte Anwendung der vier Species, Addiren, Subtrahiren, Multi- 
pliciren und Dividiren immer wieder positive oder negative 
Briiche erhalt. Die Anwendung von den drei ersten ' dieser 
Rechnungsoperationen ist ausnahmslos gestattet, dagegen gilt fiir 
die Anwendung der Division die nothwendige Bedingung, dass 
der Divisor nicht gleich Null sein darf. 


Capitel ITI. 
Rechnung mit Potenzen von ganzen und gebrochenen Ex- 


ponenten. Rechnung mit rationalen und irrationalen 
Grossen. 


§ 13. Potenzen eines gegebenen Bruches. 

Es ist schon bei Gelegenheit der positiven ganzen Zahlen 
von den Producten aus lauter gleichen Factoren oder den Po- 
tenzen gesprochen worden. Ein Product aus lauter gleichen 
Factoren heisst, abgesehen davon, dass die Basis eine ganze 
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Zahl ist, eine Potenz. Die Regeln fiir die Multiplication und 
die Division von Potenzen, deren Basis ein positiver oder nega- 
tiver Bruch ist, und deren Exponenten beliebige positive ganze 
Zahlen sind, werden in § 19 zur Sprache kommen. Wir kniipfen 
hier an die Bemerkung an, dass eine positive Basis nur posi- 
_ tive Werthe der Potenz hervorbringen kann. Wenn daher ein 
positiwer Bruch oder cine positive ganze Zahl gegeben ist, so lisst 
sich die Frage aufwerfen, ob es méglich sei, einen positiven Bruch 
zu finden, welcher, auf eine bestimmte Potenz erhoben, gleich dem 
gegebenen Werthe wird. 


Der gegebene Werth sei mit + bezeichnet, und es darf an- 


genommen werden, dass die ganzen Zahlen, welche den Zihler 
und den Nenner bilden, falls sie urspriinglich emen gemeinsamen 
Theiler haben sollten, durch das in §5 auseinander gesetzte 
Verfahren von demseiben befreit seien, so dass die Zahlen G 


und H keinen gemeinsamen Theiler aufweisen. Der Werth = 


stellt alsdann fiir den Fall eine ganze Zahl dar, dass der Nen- 
ner H gleich der Einheit ist. Der vorgeschriebene Potenzex- 
ponent heisse ». Dass es nun keinenfalls méglich ist, auf die 
gestellte Frage mehr als eme Antwort zu geben, erkennt man 
leicht. Denn gesetzt, dass zwei von einander verschiedene posi- 


tive Britehe und “+ die Forderung erfiillten, so miisste einer 
1 


derselben grésser sein, als der andere, und der gréssere sei der 


Bruch “+. Dann besteht die Gleichung 


1 


Pal tg, 
ii, ive 


wo 0 den positiven Werth aa hat. Bildet man jetzt von 
bs 41 

den beiden Seiten der Gleichung successive die 2te Potenz, die 

3te Potenz, und alle folgenden Potenzen bis zu der vorgeschrie- 

benen nten Potenz nach den fiir die Multiplication emer Summe 


2 
mit einer zweiten Summe geltenden Regeln, so folgt, dass (2:) 
1 


, 2 
’ >i ati’ ¥ : p 
um eine Summe von positiven Gliedern grésser ist als (2) ; 
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p 3 p 8 ’ t DP. n i 
ebenso (2) grésser als (2) , und auch schliesslich a grosser 
1 " 1 

\z 


als (2) - Es kann daher unméglich, wie angenommen worden, 


sowohl 
pie eG, 
Clee 
wie auch 
ey=$ 
Qs Jal 
sein. 


Falls ein Bruch is existirt, welcher die gestellte Aufgabe 


list, so kann von diesem ebenfalls vorausgesetzt werden, dass 
sein Zihler p und sein Nenner q keinen gemeinsamen Theiler haben 
oder, dass der Bruch auf seine kleinste Benennung gebracht ist. 
Hieraus ergiebt sich aber nach dem Satze (4) des § 6, dass auch 


die Potenzen p' und q’ keinen gemeinsamen Theiler haben kinnen. 
Die zu erfiillende Gleichung 


(2 pecee: 
qg rr 
kann nun die Gestalt annehmen 

p H=q G. 


Vermége dessen geht das Product pH durch die Zahl G aut; 
weil jedoch G und H relative Primzahlen sind, so muss nach 


dem Corollar zu dem Satze (1) des §6 der Factor p' durch die 
Zahl G aufgehen. In gleicher Weise geht das Product g° G 


durch die Zahl p” auf, und weil die Zahlen p" und q’ relative 
Primzahlen sind, so muss aus dem gleichen Grunde der Factor 
G durch die Zahl q" aufgehen. Da aber zwei Zahlen nicht 
wechselweise in einander aufgehen kinnen, ohne einander gleich 
zu sein, SO muss nothwendig 


und daher auch gleichzeitig 

Lives q 
sein. Auf diese Weise erhalten wir die folgende Entscheidung 
tiber che Moglichkeit der aufgeworfenen Frage 
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Hin positiver Bruch Gu dessen Ziahler und Nenner keinen 


gemeinschaftlichen Theiler haben, ist dann und nur dann gleich 
der nten Potenz eines positiven Bruches, wenn sowohl der Zéhler 
G als auch der Nenner H gleich der nten Potenz einer ganzen 
Zahl ist. 

Fiir den Fall, dass die Zahl H gleich der Einheit ist, ent- 
steht demnach der Satz 

Eine positive ganze Zahl G kann nur gleich der nten Po- 
tenz emer ganzen Zahl, und nie gleich der nten Potenz eines 
Bruches sein, der, auf seine kleinste Benennung gebracht, einen 
von der Einheit verschiedenen Nenner behiilt. 

Die Beurtheilung, ob ein numerisch gegebener Werth = 
gleich der nten Potenz eines Bruches sein kénne, ist also darauf 
zurtickgefiihrt, zu ermitteln, ob die Zahl G und die Zahl H nte 
Potenzen von ganzen Zahlen sind. Diese Hiilfsaufgabe liuft 
aber darauf hinaus, die mten Potenzen der natiirlichen Zahlen 
der Reihe nach zu bilden, und soweit fortzusetzen, bis entweder 
die gesuchten Werthe G und H erschienen sind, oder bis man 
zu nten Potenzen gekommen ist, welche beziechungsweise grésser 
sind als die betreffenden Werthe. In dem letzteren Falle ist 
die Unméglichkeit der Lésung festgestellt. Die Hiilfsaufgabe 
wird also durch die Ausfiihrung einer beschrankten Anzahl von — 
Versuchen erledigt und ist somit als gelist anzusehen. 


Pk 


§ 14. Definition der positiven Wurzel des nten Grades aus 
einem gegebenen positiven Bruche. 


Die in dem vorigen Paragraphen erérterte Aufgabe ent- 
steht aus der Aufgabe des Erhebens auf die nte Potenz durch 
Umkehrung, und heisst das Ausziehen der Wurzel des nten Grades 
oder der nten Wurzel. Es hat sich nun gezeigt, dass nach den 
bis jetzt aufgestellten Definitionen die Aufgabe, einen gegebenen 


positwen Bruch — auf die nte Potenz zu erheben, immer méglich, 
dagegen die wmgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen auf die 


es Gh 5 
kleinste Benennung gebrachten positiven Bruche a eine positive 
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nte Wureel, das ist einen positiven Bruch zu bestimmen, der 


auf die nte Potenz erhoben gleich 2 wird, dann und nur dann 


moéglich ist, wenn bei dem Bruche oe sowohl der Zihler wie 
der Nenner die mte Potenz einer ganzen Zahl ist. Diejenigen 
Briiche < , welche die bezeichnete Bedingung nicht erfiillen, , bil- 
den also fiir die Ausziehung der nten Wurzel Ausnahmen. Das 
Streben, die vorhandenen Ausnahmen verschwinden zu lassen, 
hat dazu gefiihrt, die gestellte Forderung durch eine andere zu 
ersetzen. 


Es sei a ein Bruch, der die bezeichnete Bedingung nicht 


erfiillt. Man wihle alsdann eine beliebige Zahl o, bilde der 
Reihe nach alle diejenigen positiven Briiche, welche diese Zahl 
o zum Nenner haben, und erhebe dieselben auf die nte Potenz. 
Wie schon im vorigen § bemerkt worden, liefert von zwei posi- 
tiven echten Briichen der gréssere Bruch auch die gréssere nte 
Potenz. Aus diesem Grunde wird in der bezeichneten Folge 


von Briichen 
‘us NGOE) MarNeGHL eo 


jeder Bruch von dem nachfolgenden iibertroffen, und der Werth 
der Briiche iiberschreitet nach und nach jede gegebene Zahl. 
Wenn man jetzt die betreffenden Werthe mit dem gegebenen 

G 
Bruche FW 
tiberhaupt keine mte Potenz eines Bruches demselben gleich 


werden, also auch keine der hier vorliegenden nten Potenzen. 


vergleicht, so kann nach der gemachten Annahme 


Daher muss ra zwischen zwei bestimmten aufeinander folgenden 


nten Potenzen enthalten sein, welche wir beziehungsweise mit 
_ TeV 5 : 
(<) und (2+*) bezeichnen wollen. Sobald also die Forderung 


ausgesprochen wird, aus der Folge der Briiche s ‘ =, - 


diejenigen zu bezeichnen, deren nte Potenzen dem Werthe = am 
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niichsten kommen, so wird dieselbe durch die beiden Briiche & 
G 


+1 F ; , : : . 
und © : ertiillt. Die hier benutzte Schlussweise stimmt itibri- 


gens vollstindig mit derjenigen tiberein, auf welche wir in § 2 
die Bestimmung des Divisionsrestes gegriindet haben. 

Man kann nun zu der Anwendung einer neuen Zahl o’ tiber- 
gehen, welche grésser ist, als die Zahl o, hierauf mit der Zahl 
o‘ als Nenner alle Briiche aufstellen, welche zwischen den beiden 


i 1 5 5 , 
Briichen = und crs gelegen sind, und von diesen die nten Po- 
tenzen nehmen. Dann bilden die Potenzen 
0 n A n r + 1] \2 lu n 0 + 1\2 
0 2 o’ y o te o } (0) 


; : : G ) ; 
eine wachsende Reihe von Werthen. Hier muss 7a wieder zwi- 


schen zwei auf einander folgende Potenzen fallen; entweder 
; See A \P ts 
zwischen die beiden ersten (©) und tI , Wo = grésser oder 


feu me ae 1, ‘ a ae ‘+1\2 
gleich ——— ist, oder zwischen zwei mittlere (5) und (<=) ; 


0 
joe 
o’ 


ist. Man erkennt leicht, dass dieses 


: ‘ . lee 
oder zwischen die beiden letzten (5 und (2=*) , wo 
Ose 1 


grésser oder gleich 


Verfahren eine unbeschriinkte Wiederholung erlaubt, bei welcher 
nach und nach zu Nennern o, 0’, o’’, .. von beliebig wachsender 


Grosse fortgeschritten werden kann. Die beiden Brtiche fa 


und £ = ae 8, durch deren nte Potenzen der Werth se bei der 


: ; 1 
ersten Operation eingeschlossen wird, haben den Unterschied ae 
Die beiden Briiche, durch deren nte Potenzen der Werth - bei 


der zweiten Operation eingeschlossen wird, von denen der kleinere 
a‘, der gréssere @’ genannt werden mége, haben einen Unter- 


; ; 1 : 
schied, der gleich oder kleiner ist als RE und man sieht, dass 


a’ grosser oder mindestens gleich a, und dass #’ kleiner oder 


Lipschitz, Analysis. 3 


j 
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hichstens gleich @ ist. Ueberhaupt mdge vermittelst der (p + 1)ten 
Operation der Werth ee durch (c”)” und (¢)" eingeschlossen 


‘ ; 1 i 1 ee 
sein, wo gare gleich oder kleiner als Sur? ferner a gros- 


ser oder mindestens gleich @” ” und #” kleiner oder hichstens 
gleich (pans 
Schreibt man demnach die successive bestimmten beiden 


Reihen von Briichen in der folgenden Weise hin 


ee @) 
Ls CAE gee ne. 


Bee eke ae » ee 
so folgt in der ersten Reihe auf jeden Reach ein anderer, der 
grésser als sein Vorgiinger oder ihm gleich ist, und in der 
zweiten Reihe auf jeden Bruch ein anderer, der kleiner als sein 
Vorginger oder demselben gleich ist, und zugleich wird bei zwei 
tibereinander stehenden Briichen der Ueberschuss des unteren 
tiber den oberen nach und nach bezichungsweise gleich oder klei- 


1 1 1 7 : 5 
ner als —, —, —: -.. Da man es nun in seiner Gewalt hat, 
oO 0 (0) 
die Zahlen o, 0’, 0’, ... beliebig gross zu wiihlen, so kann man die 
1 1 


Werthe =, ao ee beliebig klein machen, und hiedurch be- 


wirken, dass jener Ueberschuss kleiner wird als ein beliebig kleiner 
gegebener Werth. 

Wegen der so ungemein weit ausgedehnten Anwendung 
der Begriffe, welche hier zum ersten Male auftreten, werde ich 
mich an einem Beispiele erkliiren. Es sei der gegebene Bruch 


gleich der Zahl7, die Zahl n habe den Werth 2. Weil die 


Zahl 7 nicht gleich der zweiten Potenz einer ganzen Zahl ist, 
so wissen wir auf Grund des vorhergehenden §, dass es keinen 
Bruch gibt, dessen zweite Potenz der Zahl 7 gleich ist. Bei 
der ersten Anwendung des so eben beschriebenen Verfahrens sei 
die Zahl o gleich der Einheit, dann fallt die beziigliche Reihe 
von Briichen mit der Reihe der Zahlen zusammen, und die Zahlen, 
deren Quadrate der Zahl 7 am niichsten kommen, sind die Zahlen 
a= 2, §=3. Bei der zweiten Anwendung desselben Verfahrens 
sei ai Zahl o‘ = 10; dann ergiebt sich : 
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Peal: hele vier 
ial Oita pn 08 
Bei der dritten Anwendung sei o = 100, bei der vierten o// = 


1000; alsdann kommt 
1 264 __ 265 


Ta ‘onlin? 
wi 2645 94, _ 2646 
ue ies Se nin 
~ 1000 1000 


Die Aufstellung der beiden Reiben von Briichen wird somit die 


folgende 
26 264 2645 


it) seus Thema be esti 

ENO? “NO” Overey 

5 27 265 2646 

Adie 100) LOOO? » a 

wo die oberen Briiche wachsend und die unteren Briiche abneh- 


mend geordnet sind, und wo jeder untere Bruch den iiber ihm ste- 
1 1 


1 
10" “1007 "10007 
iibertrifft. Fiir die Voraussetzung, dass die Zahlen o, 0’, 0”, 
mit der Kinheit beginnend die aufeinanderfolgenden Poten- 
zen der Zahl 10 bedeuten, wird niemand bezweifeln, dass, 
wenn mir durch eine andere Person nach Willkiir irgend ein 
noch so kleiner Werth gegeben wird, von meiner Seite immer 
eine hinreichend hohe Potenz der Zahl 10 gefunden werden 
kann, welche in die Kinheit dividirt, unter den gegebenen kleinen 
Werth herabgeht. 

Wie in dem ausgefiihrten Beispiel zeigen auch in der 
vorhergehenden allgemeinen Erérterung die beiden Folgen von 
Briichen 


henden beziehungsweise um die Einheit, um 


i “ (p—1) (p) 
7 CoA AT ells, 5050 
un 
(p—1) ead 
Bee ana ap oy 1508 


ein solches Verhalten, dass die Pedis duen fe einen Folge sich 


den Individuen der anderen Folge immer mehr nihern, und 
: : : : (p) (p) 
zwar in einer solchen Weise, dass der Unterschied 6 —a 


kleiner gemacht werden kann, als ein beliebig kleiner ge- 


eebener Werth. Gleichzeitig ist immer («“”)” kleiner, und 


eg grésser als der Werth (=): Dieses Sachverhdltniss wird 


36 Positive nte Wurzel. § 14. 


durch den Ausdruck bezeichnet, dass die in den beiden Folgen 
enthaltenen Briiche sich einer und derselben Grenze nahern, und 
dass diese Grenze eine positive nte Wureel aus dem Bruche 
se Sét. 
TE 

Offenbar sind die Briiche «, a’, «’’,.. des numerischen Bei- 
spiels diejenigen Werthe, welche das bekannte Verfahren fiir die 
Entwickelung der zweiten Wurzel aus der Zahl 7 in einen Deci- 
malbruch ergiebt; dagegen entstehen die Briiche (, 6’, 2’, ... da- 
durch, dass die jedes Mal zuletzt bestimmte Decimalziffer um 
Eins vergrossert wird. Meistens wird nur von der ersten Folge 
von Briichen gesprochen, und der Ausdruck gebraucht, dass diese 
Briiche sich der zweiten Wurzel aus 7 immer mehr ndhern. Bei 
der allgemeinen Erérterung ist es ebenfalls zulassig, entweder 
die Reihe a, «’, a, .. fiir sich allein, oder die Reihe (, 6’, 6",.. 
fiir sich allein zu betrachten. Versteht man unter p eine be- 
liebig gewihlte, unter p +s irgend eine tiber p liegende Zahl, 
so folgt aus der Art, wie die Briiche der ersten Reihe wachsen 
und die Briiche der zweiten Reihe abnehmen, dass immer 

ohh" o” kleiner als.8 hie ae % 

und 


ee =, ae kleiner als ee ae oo 


bleiben muss. Weil nun die Differenz pene, nach dem Frii- 


heren kleiner gemacht werden kann, als ein beliebig kleiner ge- 
gebener Werth, so sehen wir, dass alsdann der Unterschied 


+ : : ace? é 
a®*) _ © owischen dem Bruche «” und einem beliebig weit 


abstehenden Individuum «?*® derselben ersten Reihe unter dem- - 


selben kleinen Werthe bleibt, und dass ebenso der Unterschied 
ge gore zwischen dem Bruche pe” und einem beliebig weit 
abstehenden Individuum ree derselben zweiten Reihe unter 
demselben kleinen Werthe bleibt. Mit Riicksicht hierauf sagt 
man, dass die Briiche a, a', c’, ... der ersten Reihe sich einer 
Grenze nahern, dass auch die Briiche 8, 8’, B", ... der eweiten 
Rethe sich einer Grenze nihern, und dass die Grenze fiir beide 


Folgen dieselbe positive nte Wurzel aus dem Bruche e Sét. 


Die Betrachtung solcher Folgen yon Briichen die sich 
einer Grenze nihern, verdanken wir den Griechen. Sie haben 
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die einer solchen Folge von Briichen zugehirige Grenze zu einem 
selbststindigen Begriff erhoben, und erkannt, wie die Opera- 
tionen der Addition, Subtraction, Multiplication und Division auf 
diese Begriffe auszudehnen seien. 


§ 15. Folge von Briichen, die sich einem Grenzwerthe nahern. 


Nachdem in dem vorigen § eine positive mte Wurzel aus 
einem gegebenen positiven Bruche als Grenzwerth einer Folge 
von Briichen definirt worden ist, so kommt es darauf an, die 
Regeln fiir die Rechnung mit solchen Wurzeln aufzustellen. Da 
aber diese Rechnung und die Rechnung mit den Grenzwerthen 
von irgendwie gebildeten Folgen bestimmter Briiche auf densel- 
‘ben Principien beruht, so ist es zweckmissig,. die betreffenden 
Principien sogleich in vollstindiger Allgemeinheit zu entwickeln. 
Hiebei wird sich hiufige Veranlassung bieten, positive und ne- 
gative Werthe ihrer Grésse nach zu vergleichen, und zwar soll 
in Zukunft immer ein Bruch w groésser, gleich oder kleiner als 
ein Bruch w, genannt werden, je nachdem die Differenz w — w, 
einen positiven Werth, den Werth Null oder einen negativen 
Werth hat; wofern aber die Zahlenwerthe zu vergleichen sind, 
wird dies ausdriicklich erwahnt werden. 
Es sei also eine Reihe von Briichen 

(1) Vs Tend es: 

gegeben, welche durch die Anwendung bestimmter Vorschriften 
unbeschrinkt fortgesetzt werden kann, und so _beschaffen ist, 
dass ihre Individuen einen bestimmten Werth numerisch nie- 
mals tiberschreiten und dass sich immer fiir einen beliebig ge- 


gebenen kleinen Zahlenwerth w ein Bruch Ni bezeichnen lasst, 


dessen mit irgend einem spdteren Bruche der Rethe Mae? ge- 
nommener Unterschied y — 7?*® numerisch unter dem Werthe 
w liegt. Alsdann ist der Unterschied zwischen irgend zwei spia- 
teren Briichen numerisch kleiner als 2w. Wie bei dem Beispiele 
des vorigen § kann man sich vortellen, dass eine bestimmte Per- 


son stets, sobald eine zweite Person den kleinen Zahlenwerth w 
vorgeschrieben hat, den Zeiger p des Bruches Pe nennt, und, sobald 
die zweite Person einen kleineren Zahlenwerth w‘ vorschreibt, 
einen entsprechenden, néthigenfalls grésseren Zeiger p’ angiebt. 
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Es sei neben der Reihe (1) eine zweite Reihe von 
Briichen 
(2) Oil. eae: 
gegeben, welche den gleichlautenden Forderungen geniigt. Dann 
sagen wir, dass die Briiche der ersten Rethe sich eimem bestimm- 
ten Grenzwerthe nihern, und dass die Briiche der zweiten Rethe 
sich gleichfalls einem bestimmten Grenzwerthe nihern. Aut diese 
beiden Grenzwerthe sollen die Grundoperationen der Rechnung 
angewendet werden. 

Die Beschaffenheit der so eben characterisirten Reihen von 
Briichen ist in mehrfacher Hinsicht allgemeiner, als die Be- 
schaffenheit der im vorigen § besprochenen Reihen. Die ein- 
zelnen Briiche mussten dort positiv sein, diirfen dagegen hier 
positiv oder negativ sein. Ein anderer Umstand, welcher er- 
wogen werden muss, ist der, dass unter gewissen Verhdltnissen 
die einzelnen Briiche einer solchen Reihe Werthe haben kénnen, 
die nach und nach numerisch unter jeden noch so klemen gege- 
benen Werth herabsinken. Die im vorigen § erérterten Reihen, 
welche zu der Definition der positiven nten Wurzel aus einem 
gegebenen positiven Bruche dienen, liefern hiefiir kein Beispiel. 
Man erhalt jedoch ein solehes dadurch, dass man die Einheit 
durch die aufeinanderfolgenden Potenzen derselben positiv oder 
negativ genommenen tiber der Einheit legenden Zahl & dividirt 


(3) 2 


Denn da die Potenzen der Zahl & allmiilig jeden noch so grossen 
gegebenen Werth tiberschreiten, so miissen diese Potenzen, in 
die Einheit dividirt, allmiilig Briiche erzeugen, welche kleiner 
werden als jeder noch so kleine gegebene Werth. Fir eine 
Reihe von Briichen, die nach und nach numerisch unter jeden 
noch so kleinen aegebenen Werth herabsinken, gilt nun die Aus- 
sage, dass sich ihre Briiche der Null als Grenewerth nihern. Bei 
der anzustellenden Betrachtung wird das Eintreten dieses Falles 
immer besonders zu beriicksichtigen sein. 

Wenn die einzelnen Briiche einer Reihe (1) die Eigenschaft 
haben, bec unbeschrdnkter Fortsetzung numerisch unter einen ge- 
wissen von der Null verschiedenen Zahlenwerth N nicht herab- 
augehen, so folgt aus der Voraussetzung, dass die Differenz 
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pei scif *® fir eine bestimmte Zahl p und eine beliebige Zahl s 
numerisch kleiner gemacht werden kann, als ein noch so kleiner 
Werth w, mit Nothwendigkeit, dass die einzelnen Briiche der 


Reihe von eimer bestimmten Stelle ab entweder alle positiv, oder 


alle negativ sein miissen. Denn wenn zwei Briiche y?? und pee 


verschiedene Vorzeichen haben und beide numerisch nicht kleiner 


sind als ein Zahlenwerth N, so kann ihre Differenz y) De GAR 


numerisch nicht kleiner sein als der Zahlenwerth 2N. Das 


muss aber geschehen, wofern der Werth w, unter den die Diffe- 


renz ae — you herabgedriickt worden ist, kleiner gewahlt wird, 


als der Zahlenwerth 2.N. Also haben dann y™ und 7°*” fir 
jedes s dasselbe Vorzeichen. Bei der ersten Voraussetzung, dass 
alle Briiche der Reihe von einer bestimmten Stelle ab positiv 
sind, sagt man, dass eim positiver Grenzwerth, bei der zweiten 
Voraussetzung, dass alle Briiche von einer bestimmten Stelle ab 
negatw sind, sagt man, dass ein negativer Grenzwerth vorhanden 
sei. In diesem Sinne ist auch der Ausdruck gebraucht worden, 
dass der Grenzwerth der Briiche, aus denen die Reihen des 
vorigen § bestehen, die positiwe nte Wureel aus dem Bruche 


e sei. Eine Reihe von Briichen, die sich der Null als Grenz- 


werth nihern, kann dagegen, von einer bestimmten Stelle ab, 
entweder aus Jauter positiven Indwiduen, oder aus lauter nega- 
tiven Individuen, oder aus positiven und negativen Indwiduen be- 
stehen, die ohne Ende abwechseln. Die Reihe (3) bietet ein Bei- 
spiel der ersten Art, wenn man & etwa gleich 2 setzt und po- 
sitiv nimmt, nimlich 
Pe iy 
Se deg 
es entsteht ein Beispiel der zweiten Art, wenn man alle Brtiche 
der vorstehenden Reihe negativ nimmt, nimlich 
a 1 1 
eer Fy mer (e as a? HO O5) 
und endlich ein Beispiel der dritten Art, wenn man & in der 
Reihe (3) gleich 2 setzt und negativ nimmt, namlich 
1 1 1 
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§. 16. Ausdehnung der Addition, Subtraction, Multiplication 
und Division auf Grenzwerthe. 


Die Anwendung der Rechnungsoperationen auf die Grenz- 
werthe, denen sich die Briiche der Reihen (1) und (2) des vorigen 
§ nihern, ergiebt sich, indem man die Briiche, welche in beiden 
Reihen die gleiche Stelle einnehmen, durch die beziiglichen 
Rechnungsoperationen verbindet, und jede auf diese Weise ent- 
stehende neue Reihe von Briichen untersucht. Die Addition der 
gleichstelligen*Briiche erzeugt die Reihe 
(CU Re on er oa Mrs a a aus a Bde = Pes Lae Re 
die Subtraction eines Bruches der zweiten Reihe von dem gleich- 
stelligen Bruche der. ersten Reihe erzeugt die Reihe 


‘ ‘ “ 7 (p) (Pp) (p+s) (p+s) 
(NE ee Ee oy are VR uy RY —é€ fee 
die Multiplication der gleichstelligen Briiche erzeugt die Reihe 
; ded ea (p) () (p+s) (p+s) 
. (3) PSE OES Ap Aten aes” Wane cfs Y Ds 


die Division eines Bruches der ersten Reihe durch den gleich- 
stelligen Bruch der zweiten Reihe erzeugt die Reihe 
1 “ (p) ye 


(4) dingies y 


Ean git Ot ep EE 
é é € € 


Aus den angefiihrten Voraussetzungen liisst sich schliessen, 
dass die Briiche von jeder der neuen Reihen (1), (2), (3) sich 
unter allen Umstdnden einem bestimmten Grenzwerthe nihern. 
Immer kann fiir einen beliebig kleinen gegebenen Werth w die 
Zahl p so gross gewihlt werden, dass bei jedem positiven 


Werthe der Zahl s sowohl die Differenz ser Si wie auch 


: : (p) +s) : ‘ maids 
die Differenz «” — c** numerisch unter « bleibt; mithin hat 


die Differenz der entsprechenden Briiche aus der neuen Reihe 
(1), namlich 

(5) ts a lye es sr) 

und die Differenz der entsprechenden Briiche aus der neuen 
Reihe (2), nimlich 
(6) ses ~?) = (PPO es ae) 

die Eigenschaft, numerisch unter dem Werthe 2« zu bleiben. 
Was ferner die Differenz der entsprechenden Briiche aus der 
neuen Reihe (3) anlangt, so kann man derselben die Gestalt 
geben 
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(7) fP) -(?) Pei see te) mee a gota 


aes 
ee alee = 
oy 2 we An Ae eat ACM 


Weil nun alle Briiche yf einen bestimmten Werth J’ und 
p) 


ae) 


desgleichen alle Briiche <«” einen bestimmten Werth E nume- 


risch nicht iibertreffen diirfen, weil die Differenz y — y°*® und 
auch die Differenz «® — <°*? unter liegt, und weil man fiir 
ein Aggregat von Werthen verschiedenen Vorzeichens einen 
keinenfalls zu kleinen, méglicherweise aber zu grossen Werth 
erhalt, indem man jeden Bestandtheil durch einen positiven nicht 
kleineren Werth ersetzt, so ist die rechte Seite der vorstehenden 
Gleichung und daher auch die Differenz (7) numerisch jedenfalls 
nicht grésser als der Werth [w+ Ew + o?®. 

Offenbar wird aber fiir einen beliebig kleinen Werth w 
sowohl der Werth 2, wie auch der Werth J’ + Ew + w® be- 
liebig klein. Also steht es in unserer Gewalt, sowohl die Dif- 
ferenz (5), wie auch die Differenz (6), wie auch die Differenz (7) 
beliebig klein zu machen, und das ist der Inhalt der Aussage, 
dass die Briiche von jeder der neuen Reihen (1), (2) und (3) sich 
stets einem bestimmten Grenzwerthe nahern. 

Die Briiche der neuen Reihe (4) zeigen nicht unbedingt 
dasselbe Verhalten. Zunichst ist die Voraussetzung erforderlich, 
dass unter den Briichen, die als Nenner auftreten, die Null nicht 
vorkommen darf, weil nach § 12 die Null als Nenner iiberhaupt 
nicht verwendbar ist. Bildet man ferner fiir die Voraussetzung, 
dass die Null nicht als Nenner vorkomme, die Differenz des 
pten und des (p + s)ten Bruches der Reihe (4), namlich 

re ie} 
e 7 Noy 
so sind die Bedingungen zu ermitteln, unter denen man sicher 
sein kann, dass dieselbe fiir eine bestimmt zu wiahlende Zahl 
p und eine beliebig grosse Zahl s beliebig klein bleibt. Man 
bringt diese Differenz leicht in die Gestalt 
( y — poe) Pes ( ee) Aizad y 


(9) “@)i@rs). " 
é € 


und bemerkt, dass nach den bestehenden Voraussetzungen und 
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der schon angewendeten Schlussweise der Werth des Ziahlers 
numerisch nicht grésser ist als der Werth 
Eo + To, 

welcher fiir ein belicbig kleines w selbst beliebig klein wird. 
Wenn man also sicher ist, dass der Nenner des Bruches (9) 
nicht unter einen bestimmten von der Null verschiedenen Werth 
herabsinken kann, dann weiss man, dass auch der Werth des 
ganzen Bruches (9) beliebig klein wird. Der Nenner an eae 
hat aber die bezeichnete Eigenschaft dann und nur dann, wo- 
fern die einzelnen Briiche «®’, <®*”, ... simmtlich numerisch 
nicht kleiner werden, als ein bestimmter von der Null verschie- 
dener Zahlenwerth. Aus diesem Grunde nehmen wir an, dass 
die Briiche der Rethe (2) des vorigen § numerisch nicht unter 
einen bestimmten Zahlenwerth N herabgehen, und schliessen somat 
den Fall aus, dass diese Briiche sich der Null als Grenzwerth 
nihern. Unter dieser Einschrénkung ist die Aussage berechtigt, 
dass die Briiche der neuen Reithe (4) sich einem bestimmten Grenz- 
werthe ndhern. 

Man kann die gefundenen Resultate auch dahin zusammen- 
fassen, dass unter den bezeichneten Voraussetzungen die Swnme 
wi +” von dem Bruche ae ie + 8°*9 der Reihe (1), die Diffe- 
rene J) —«” von dem Bruche gn ees Pt) der Rethe (2), das 
Product e von dem Bruche y°*” «®*” der Reihe (3), der 


(p+s) 


(p) 
Quotient a von dem Bruche tes der Reihe (4) wm beliebig 
é g 


wenig verschieden ist. Man sagt, dass ein Werth A von einem 
Werthe B beliebig wenig verschieden ist, sobald die Differenz 
A— B numerisch beliebig klein gemacht werden kann. 

Da sich fiir die zur Bildung der neuen Reihen (1), (2), (3) 
angewendeten beiden Reihen keine Einschrinkungen ergeben 
haben, und ebenso wenig fiir die zur Bildung der neuen Reihe 
(4) angewendete Reihe 7’, y,.., so kénnen an den bezeichneten 
Oertern auch solche Reihen erscheinen, deren Briiche sich dem 
Grenzwerthe Null nihern, und mit diesen Annahmen wollen wir 
uns jetzt beschiftigen. 

Wenn die Briiche der Reihe «‘, «”,.. sich der Null als 
Grenzwerth nihern, so haben die Briiche der neuen Reihe (1) 
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und der neuen Reihe (2) die Eigenschaft, von den gleichstelligen 
und weit genug vorgeriickten Briichen der Reihe y‘, y,.. um 
beliebig wenig zu differiren. Hiefiir besteht der Ausdruck, dass 
die zugeordneten Grenzwerthe einander gleich sind. Wenn die 
Briiche der Reihe 7‘, 7’,... sich der Nudd als Grenzwerth nihern, 
so differiren die Briiche der neuen Reihe (1) beliebig wenig von 
den gleichstelligen und weit genug vorgertickten Briichen der Reihe 
é’, €,.., dagegen die Briiche der neuen Reihe (2) beliebig wenig 
von den gleichstelligen und weit genug vorgertickten Brtichen 
der Reihe 
—é, —eé",... 
. Nun ist in dem vorigen § bewiesen worden, dass bei sol- 
chen Reihen, deren Briiche niemals numerisch unter einen ge- 
wissen von Null verschiedenen Zahlenwerth herabsinken, von 
einer bestimmten Stelle ab alle Briiche entweder positiv oder 
negatw bleiben miissen. Wenn also die Briiche «’, ¢”,.. sich 
nicht der Null als Grenzwerth nihern, und daher von einer be- 
stimmten Stelle ab entweder positiv oder negativ sein miissen, 
so gilt von den Briichen 
Sat na ee : 
dass sie von der entsprechenden Stelle ab simmtlich das ent- 
gegengesetete Vorzeichen haben miissen. Wofern sich also die 
' Briiche e’, ¢”,.. nach der in dem vorigen § eingefiihrten Be- 
zeichnung einem positiven Grenzwerthe nihern, so gilt der Aus- 
druck, dass sich die Briiche 
ao haan’ ica 
dem entsprechenden negativen Grenzwerthe nahern, und umgekehrt. 
Sobald die Briiche der Reihe 7‘, y’,... sich der Null als 
Grenzwerth nihern, so sinken sowohl die Briiche der neuen 
Reihe (3), wie auch die Briiche der neuen Reihe (4) numerisch 
unter jeden gegebenen Werth herab. Denn von den _ beiden 
Factoren des Products inci e”*® wird der erste beliebig klein, 
und der zweite tibertrifft niemals einen festen Werth £. Was 
(p+s) 
dagegen den Bruch oor anlangt, so’ wird sein Ziahler beliebig 
klein, dagegen kann sein Nenner nach der getroffenen Voraus- 
setzung unter einen bestimmten, von der Null verschiedenen 


Werth numerisch nicht herabgehen. Ls ndhern sich also gegen- 
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wirtig sowohl die Briiche der neuen Reihe (3), wie auch die 
Briiche der neuen Reihe (4) der Null als Grenewerth. 

Einen gleichen Erfolg hat bei der neuen Reihe (3) die An- 
nahme, dass die Briiche der Reihe «’, «”,.. sich der Null als 
Grenzwerth nihern. Andrerseits ist es aber klar, dass, wenn 
weder die Briiche der Reihe y', y,.. noch die Briiche der Rethe 
é’, e,... jemals numerisch unter einen bestimmten von der Null 
verschiedenen Zahlenwerth herabsinken, auch die Briiche der neuen 
Reihe (3) nicht unter einen bestimmten von der Null verschiedenen 
Zahlenwerth herabsinken kénnen. In diesem Falle hat sowohl der 
Grenzwerth der y', y'',.. ein bestimmtes Vorzeichen, wie auch der 
Grenewerth der «‘ «,... ein bestimmtes Vorzeichen, und je nach- 
dem diese beiden Vorzeichen tibereinstimmen oder nicht tiberein- 
stummen, bekommt der Grenzwerth der Briiche y's‘, vy é",.. das 
positive oder das negative Vorzeichen. Sobald der Grenzwerth der 
vy)... und der Grenzwerth der «', é",... dasselbe Vorzeichen 
haben, so hat auch der Grenewerth der Briiche y' +6‘, y“ +e",.. 
der neuen Rethe (1) dasselbe. Vorzeichen. 

Ausserdem sind noch einige allgemeine Beobachtungen her- 
vorzuheben. Die neue Reihe (1) bleibt ungedndert, sobald man 
die Rethe y', y",.. mit der Reihe ¢', e,.. vertauschet; die neue 
Rethe (2) entsteht aus den Reihen y', y'',.. und —é',—e",.. 
durch dasselbe Verfahren, durch das die neue Reihe (1) aus den 
Reihen y', y',.. und sé‘, «',.. entstanden ist; die neue Rethe (3) 
bleibt ebenfalls ungedndert, wofern man die Rethe 7‘, y“,.. mit 
der Rethe «', e',.. vertauscht. Auch erkennt man sogleich, dass, 
wenn aus drei Reihen der in Rede stehenden Art durch Addition 
oder durch Multiplication der drei gleichstelligen Individuen eine 
neue Lethe gebildet wird, die Vertauschung der drei urspriing- 
lichen Reihen unter einander wie auch thre Zusammenfassung zu 
Gruppen auf die hervorgehende Rethe keinen Hinfluss austiben kann. 

Die neve Reihe (2) enthilt das Mittel zur Vergleichung 
des Grenzwerthes der y‘, y“,.. und des Grenzwerthes der ¢‘ ¢“,.. 
Sobald die Differenzen y‘— «’, y'/—«",.. sich der Null als Grenz- 
werth niihern, so unterscheiden sich die Briiche y‘, y’,.. von den 
gleichstelligen und weit genug vorgertickten Briichen ¢’, é,.. 
um beliebig wenig, mithin wird der Grenzwerth der erstern dem 
Grenzwerthe der letzteren gleich. Wenn dagegen die Differenzen 
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vy’ —eé', vy’ — e,.. nicht unter einen festen von der Null ver- 
schiedenen Zahlenwerth herabsinken, so miissen sie nach den 
gegebenen Erérterungen von einer bestimmten Stelle ab siimmt- 
lich entweder positiv oder negativ bleiben. Im ersten Falle sagt 
man, dass der Grenzwerth der y', y',.. grésser sei, in dem ewei- 
ten Kalle, dass der Grenzwerth der y', 7'',.. kleiner sei, als der 
Grenzwerth der é', é",.... 

Nach diesen Vorbereitungen bleibt noch iibrig, dass man 
fiir den Grenzwerth, dem sich die einzelnen Briiche jeder be- 
trachteten Reihe nahern, ein eigenes Zeichen eintiihrt. Es werde 
der Grenzwerth der Briiche »‘, y,.. mit G, der Grenzwerth der 
Briiche ¢«‘, e’,.. mit ©, der Grenzwerth der Briiche, die in den 
neuen Reihen (1), (2), (3), (4) enthalten sind, bezichungsweise 
mit ©, D, 8, O bezeichnet. Was unter einem positiven Grenz- 
werthe, was unter einem negativen Grenzwerthe, was unter dem 
Grenzwerthe Null zu verstehen sei, ist vorhin definirt worden. 
Man tibertragt nun die Rechnungsoperationen auf die Grenzwerthe 
selbst und bildet die folgenden Gleichungen: 


(10) G6=6+€ 

(11) D=G—E 

(12) F= GE 
G 

(18) aoe 


Das Gleichheitsgeichen ist hier so zu verstehen, dass, wenn 
man fiir jeden Grenewerth einen hinreichend weit vorgertickten 
Bruch aus der betreffenden Reihe substituirt, die Differene der 
rechts und links vom Gleichheitszeichen befindlichen Ausdriicke 
numerisch beliebig klein wird. Dass die vorstehenden vier Glei- 
chungen in diesem Sinne giiltig sind, geht aus den angestellten 
Erérterungen hervor. 

In den drei ersten Gleichungen, welche sich auf die Addi- 
tion, die Subtraction und die Multiplication beziehen, sind © 
und © keinen Einschrinkungen unterworfen; in der letzten Glei- 
chung, welche sich auf die Division bezieht, darf der Nenner 
&, wie sich gezeigt hat, nicht =0 sein. Die ferner angestellten 
Betrachtungen driicken sich in der nunmehr eingefiihrten Sprech- 
weise folgendermassen aus. .Wofern E=0 ist, wird ©=G 
und D=&; wofern G=0 ist, wird S=E und D=—E. 
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Wofern © =0 ist, wird B=0 und Q2=0. Das Product GE 
verschwindet, sobald einer seiner beiden Factoren gleich Null ist ; 
dasselbe kann nicht verschwinden, wenn jeder der beiden Factoren 
von Null verschieden ist und hat das positive Vorzeichen oder das 
negative Vorzeichen, je nachdem & und € gleiches Vorzeichen 
oder entgegengesetates Vorzeichen haben. Die Summe © + © ist 
positiv, wofern © und € beide positiv sind, und ist negativ, wo- 
fern & und € beide negativ sind. Die Summe © + € bleibt un- 
gedndert, wenn die Summanden & und € mit einander vertauscht 
werden. Die Differenze © —€ ist gleich der Summe von © und 
—€. Das Product GCE bleibt ebenfalls ungedndert, wenn man 
die Factoren & und E mit einander vertauscht. Auch eine Summe 
aus drei Summanden und ein Product aus drei Factoren werden 
durch Vertauschung oder Zusammenfassung der zugehdrigen Be- 
standtheile nicht gedndert. 

Eine wiederholte Anwendung der Schliisse, auf welchen die 
Gleichungen (10), (11), (12), (13) beruhen, erlaubt die Folgerung, 
dass alle Regeln, die bisher fiir die Rechnung mit positiven oder 
negativen Briichen abgeleitet worden sind, fiir die Rechnung mit 
Grenzwerthen giiltig bleiben. Hiebei ist aber der Umstand wohl 
zu beriicksichtigen, dass die Rechnung mit positiven oder nega- 
tiven Briichen in der so eben eingefiihrten Rechnung mit Grenz- 
werthen eingeschlossen ist. Es steht niimlich nichts im Wege, 
den besonderen Fall ins Auge zu fassen, dass die siimmtlichen 
Briiche ‘, y,.. einem einzigen Bruche gleich sind, und dass 
auch die simmtlichen Briiche ¢’, e“,.. einem einzigen Bruche 
gleich sind. Alsdann fillt der Grenzwerth G der y‘, y“,.. mit 
dem betreffenden Bruche y‘, der Grenzwerth © der «‘, e,.. mit 
dem betreffenden Bruche «’ zusammen und es handelt sich wie- 
der um die Rechnung mit Briichen. Ebensowohl kann man vor- 
aussetzen, dass von den beiden Reihen y‘, y‘, .. und ¢é’, é, .. 
die eine aus lauter gleichen Briichen bestehe, die andere aber 
von allgemeiner Beschaffenheit sei. Dann fillt bei den Briichen 
der ausgewihlten Reihe, etwa der ersten, der Grenzwerth © mit 
dem zugehérigen Bruche 7‘ zusammen, und die Gleichungen (10), 
(11), (12), (13) dienen dazu, einen Grenzwerth ®, der dem Bruche 
7’ gleich ist, mit einem Grenzwerthe € von allgemeiner Beschaffen- 
heit durch die vier Grundoperationen der Rechnung zu verbinden. 
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Nun ist schon in der fritheren Ausdrucksweise darauf auf- 
merksam gemacht worden, dass bei der Gleichung (11) der Grenz- 
werth  entweder positiv oder negativ oder gleich Null sein kann, 
und es ist hervorgehoben, dass je nach diesen drei Fiillen © 
grosser als &, oder & kleiner als €, oder © gleich © genannt 
wird. Wenn man also die Briiche 7, 7“, .. einander gleich 
annimmt, so dass der Grenzwerth © dem Bruche 7‘ gleich wird, 
so liefert die Gleichung (11) eine Handhabe, wm die Differenz 
zwischen emmem Grenzwerthe E und einem. Bruche © darzustellen. 


§ 17. Eindeutigkeit der positiven Wurzel des nten Grades aus 

einem gegebenen positiven Bruche. Definition der rationalen 

und der irrationalen Groéssen. Zusammenfassung der ratio- 

nalen und der irrationalen Gréssen unter der Benennung der 
bestimmten Groéssen. 


Wir kehren jetzt zu den Reiben von Briichen zuriick, deren 


Grenzwerth in § 14 eine positive nte Wurzel aus dem Bruche es 


ved 
genannt worden ist. Sowohl die Briiche der dortigen Reihe 
WA Oe 
wie auch die Briiche der dortigen Reihe 
B, BY, BY... 


nihern sich einem bestimmten positiven Grenzwerthe. Dass 
‘diese beiden Grenzwerthe als einander gleich bezeichnet worden 
sind, stimmt mit den Definitionen des vorigen § véllig iiberein, 
da nach § 14 die positive Differenz 6 — a” kleiner gemacht 
werden kann, als ein beliebig kleiner gegebener Werth. Dies 
heisst nimlich nichts anderes, als dass die durch Subtraction 
der betreffenden gleichstelligen Briiche entstehenden Briiche 
B—a, B'—a’', B’—a",.. 

sich der Null als Grenzwerth nihern. 

Wenn wir den iibereinstimmenden positiven Grenzwerth 
der Briiche a, «', «’,.. und der Briiche ~, 6’, 8",.. mit W be- 
zeichnen, so erfiillt derselbe nach der Ausdrucksweise des vori- 
gen § die Gleichung 

D G 
A 7 
Denn sobald man den Grenzwerth 2% durch einen hinreichend 


48 Rationale und irrationale Gréssen. Shaliie 


weit vorgeriickten Bruch a” aus der Reihe a, a’, a”,.. oder 
einen solchen Bruch #™ aus der Reihe 2, f', 6“,.. ersetzt, so 
wird die Differenz der linken und der rechten Seite der Glei- 
chung, namlich (o®)*»_ + oder On 


G 
zh ? 
big klein, da die erste Differenz das negative Vorzeichen, die 


zweite Differenz das positive Vorzeichen hat, und die Differenz 
(ge) 


numerisch belie- 


—(a)" fiir ein angemessen gewibltes p einen positiven 
beliebig kleinen Werth annimmt. Es folgt niimlich durch die 


im vorigen § bei Gelegenheit der Gleichung (7) benutzte Schluss- 


weise, dass, weil 3 — a” positiv ist und beliebig klein wird, 


aneh pal ee og’? hates (ea) Cae. desgleichen Cal .. 
teak Vie a (p@) es (@@)? positiv ist und beliebig klein wer- 
den muss. 

In § 14 sind die Reihen a, a’, a,.. und 8, 6’, B’,.. unter 
der Voraussetzung abgeleitet worden, dass der positive Bruch 
& auf seine kleinste Benennung gebracht, nicht die Bedingung 
befriedige, sowohl in seinem Zihler wie auch in seinem Nenner 
eine mte Potenz einer ganzen Zahl zu haben; daraus ergab sich, 
dass kein positiver Bruch existirt, welcher auf die nte Potenz 
erhoben dem Bruche = gleich werden kann. Sobald aber statt 
der unerfiillbaren Forderung, einen solchen Bruch zu bestimmen, 
die Forderung aufgestellt wird, eine Reihe von Briichen zu suchen, 
bea ae die Differenz zwischen ihrer nten Potenz und dem 


Bruche — zy umerisch kleiner gemacht werden kann, als ein be- 


liebig iSi3 gegebener Werth, so sehen wir diese Forderung durch 
die Briiche ct, c', a',.. und auch durch die Briiche 8, 6‘, B“,.. er- 
fullt, deren gemeinsamer Grenewerth X genannt worden ae und 
fiir diesen Grenzwerth besteht die obige Gleichung 


n G 

Ws Wr 

Man kann jetzt auch den Beweis fiihren, dass es keinen 

von dem Grenzwerthe verschiedenen positiven Grenzwerth & 


giebt, welcher dieser Gleichung geniigt. Wenn es einen solchen 
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Grenzwerth € gibe, so wiirde derselbe mit gleichem Rechte, wie 
der Grenzwerth Y, eine positive nte Wurzel aus dem Bruche 


G oe ; : 
Fy Senannt werden. Nach den Definitionen des vorigen § heisst 


der Grenzwerth ©, dem sich die Briiche einer Reihe 

PEE ss ; 
nahern, mit dem Grenzwerth % gleich oder von demselben ver- 
schieden, je nachdem die Briiche der Reihe 

e—a, e — a’, e— a"... 

sich der Null als Grenzwerth nihern oder nicht. Ist, wie wir 
annehmen wollen, das letztere der Fall, so sind diese Briiche 
von einer bestimmten Stelle ab entweder siimmtlich positiv oder 
simmtlich negativ, und nihern sich demgemiss entweder einem 
positiven oder einem negativen von der Null verschiedenen Grenz- 
werthe, welcher mit 4 bezeichnet werden mége. Dann darf 
vermdge der Gleichung (11) des vorigen § die Gleichung 

C=—=A+ 4 
gebildet werden. Gesetzt, der positive Grenzwerth © befriedige 


die in Rede stehende Gleichung ©" — oe so miisste zu glei- 
cher Zeit 
he G i G 
Crt Aime oe tee 
sein. Wir erinnern uns nun, wie im Anfange des § 13 bewie- 
sen ist, dass zwei von einander verschiedene positive Briiche ue 
1 
und nicht zugleich den Gleichungen 


Pee (2\=4 
(2) == Cihehay ts 
geniigen kénnen. Da aber nach den Ausfiihrungen des vorigen 
§ fiir die Rechnung mit Grenzwerthen und fiir die Rechnung 
mit Briichen genau dieselben Regeln gelten, und da die Begriffe 
groésser und kleiner fiir die beiden Gebiete eine genau entsprechende 
Bedeutung haben, so lassen sich die an jener Stelle angewen- 
deten Schliisse durchaus tibertragen und unsere Behauptung, dass 
€E = % sein muss, ist bewiesen. 
Auf diese Weise entsteht der Satz, dass die positwe nite 


Wurzel aus einem positiven Bruche a eindeutig bestimmt ist. 


Lipschitz, Analysis. 4 
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Durch die gegenwiirtig eingefiihrten Definitionen gilt derselbe 


: G 
fiir alle méglichen’ Voraussetzungen. Entweder der Bruch aa 
kann der mten Potenz eines positiven Bruches a gleich sein 


: : ate G 
oder nicht; im ersten Falle ist die positive nte Wurzel aus ra 


gleich der positiven rationalen Grosse P und nur gleich dieser 
q 


allein, im zweiten Falle ist die positive nte Wurzel aus dem 
Bruche a7 gleich der vorhin definirten positiven irrationalen 


Grosse AX und nur gleich dieser allen. Die rationalen und irra- 
tionalen Grissen haben die folgende allgemeine Definition. Eine 
rationale Grésse bedeutet einen Werth, der durch eine endliche 
Anzahl von Additionen, Subtractionen, Multiplicationen und Di- 
visionen aus den ganzen Zahlen dargestellt werden kann, das 
heisst, einen positiven oder negativen Bruch, dessen Zihler und 
Nenner ganze Zahlen sind. Eine irrationale Grosse bedeutet den 
Grenewerth von rationalen Briichen, die eine unbeschrankt fort- 
eusetzende Reihe lilden, und die eine gewisse Forderung, welche 
durch eimen rationalen Bruch nicht in aller Strenge erfiillt werden 
kann, mit beliebiger Genawigkeit erfiillen. 

Sowohl die rationalen wie die irrationalen Gréssen sind 
bestimmte Grissen; denn eine Grosse, die mit einer von ihr ver- 
schiedenen nicht verwechselt werden kann, ist bestimmt. Mit 
Riicksicht auf diesen Begriff hat der gegenwirtige Abschnitt die 
Ueberschrift: Rechnung mit bestimmten Griéssen erhalten. 


§ 18. Producte und Quotienten von positiven nten Wurzeln 
aus positiven rationalen Briichen. 
Vermittelst des Satzes, dass es aus jedem positiven ratio- 
Ca. : Sx 
nalen Bruche ap Cine und nur eine positive nte Wurzel giebt, 


liisst sich die Lehre von den Wurzelgréssen leicht begriinden. 
Ks soll von jetzt ab die iibliche Bezeichnung gebraucht werden, 
nach welcher die der Gleichung 


n ( as 
1 s) ————— 
( ) i IT 


§ 18. Producte und Quotienten von Wurzelgréssen. 51 


gentigende positive Grosse X mit 
n ae Py 
x=V@ 


G at : : : 
Wenn man den Bruch — auf irgend eine Weise als ein 


notert wird. 


Bl 
Product von zwei rationalen Briichen 2 .-72 darstellt, so sind 
RETHS : 
die den Gleichungen 
2 a. = Ga a. = Io 
( ) a h, ? 2 h, 


geniigenden positiven Gréssen a, und a, ebenfalls vollstandig 
bestimmt, und man hat 


erry =i); iia 
“1 ier Lie 
Nun liefert die Multiplication der beiden Gleichungen (2) die 
Gleichung 


ny ed Gt Io 
a, a, ae h, h, ) 
welche sich in die Gestalt bringen lasst 
n G 
(a, a,) rays es 
Diese Gleichung lehrt, dass das Product a,a,, welches 


positiv ist, weil seine Factoren a, und a, positiv sind, eine mte 
Wurzel aus dem Bruche ra ist. Weil es nun nur eme positive 


mte Wurzel aus diesem Bruche giebt, nimlich 1, so muss a,a, = 
W sein, oder 


cach rae 
3 / cee Dae peeks 
(3) h, he H 
Gt 
Da das Product 2-22 dem Quotienten Bs. gleich ist, so 
h, h, hy 
J2 


kénnen in ganz dhnlicher Weise die positive nte Wurzel V a 
“1 


(i 
und die positive te Wurzel V it verbunden werden, und dies 
2 


fiihrt zu der Gleichung 
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Gs AY es 
he) G 
(4) —— = ae 
UP HH 
Ie 


Die Schliisse, durch welche die beiden Gleichungen (3) 
und (4) bewiesen sind, haben ganz dieselbe Kraft, mégen die 
auftretenden Wurzelgréssen rational oder irrational sein; denn 
nach den Ausfiihrungen des § 16 gelten die angewendeten Rech- 
nungsoperationen in allen Fallen. Die beiden Gleichungen driicken 
die Siitze aus, dass das Product der positiven nten Wurzeln aus 
zwei positiven rationalen Briichen gleich der positiven nten Wurzel 
aus dem Product der beiden Briiche, und dass der Quotient der 
positiven nten Wurzeln aus zwei positiven rationalen Briichen 
gleich der positiven nten Wurzel aus dem Quotienten der beiden 
Briiche ist. Der erste Satz dehnt sich unmittelbar auf ein Pro- 
duct aus, das aus beliebig vielen Factoren besteht. Aus dem 
zweiten Satze folgt zugleich, dass die positive mte Wurzel aus 


& gleich einem Quotienten ist, dessen Zihler die positive nte 


Wurzel aus der ganzen Zahl G, und dessen Nenner die positive 
mte Wurzel aus der ganzen Zahl H bildet. 


§ 19. Rechnung mit Potenzen, deren Basis ein rationaler 
Bruch ist und deren Exponenten positive oder negative ganze 
Zahlen sind. Eindeutige Definition der Potenzen, deren Basis 
ein positiver rationaler Bruch ist und deren Exponenten po- 
sitive oder negative rationale Briiche sind. Rechnung mit 

solchen Potenzen. 


Wenn man von der positiven nten Wurzel aus einem posi- 
tiven rationalen Bruche C verschiedene Potenzen nimmt und 
dieselben durch Multiplication und Division verkniipft, so zeigen 
sich die gleichen Erscheinungen, wie bei den ganzen Potenzen 
eines rationalen Bruches C. Es migen zunichst die letzteren 
Potenzen betrachtet werden. Die Potenzexponenten a und 0b be- 
zeichnen die Anzahl der in der Potenz vorhandenen gleichen 
Factoren und sind insofern positwe ganze Zahlen mit Ausschluss 
der Null. Mithin kommt die Gleichung 


Cre =e, 
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und, je nachdem a grisser als b, a gleich b, oder a kleiner als 
b ist, die éine der drei Gleichungen 

Re ee ee eee. 

C C C C 
Um die letzten drei Gleichungen in die Form einer ecinzigen, 
namlich der ersten, zusammenzufassen, werden als Potenzexpo- 
nenten die Null und die negativen ganzen Zahlen eingefiihrt, 
so dass 
ve 
a: 
ist. Dann bringt die Reihe der von der Null beginnenden po- 
sitiven und negativen Zahlen als Exponenten die Reihe von Po- 
tenzen hervor 
(1) eC OF. Or sO BAC bee 
welche fiir ein positives C lauter positive Individuen, fir ein 
negatives C regelmassig abwechselnd positive und negative In- 
dividuen enthilt. Liegt der numerische Werth von C iiber der 
Einheit, so wachsen die Briiche numerisch mit wachsendem Ex- 
ponenten tiber jedes Mass und nehmen numerisch mit abneh- 
mendem Exponenten ohne Ende ab. Sobald der numerische 
Werth von C unter der Hinheit liegt, findet das Entgegengesetzte 
Statt. 

Von dieser Beobachtung ist schon in § 15 Gebrauch ge- 
macht worden. Da es an jener Stelle nur auf ein Beispiel an- 
kam, so wurde vorausgesetzt, dass der zu potenzirende Werth 
eine die Einheit iibertreffende ganze Zahl sei. Alsdann liegt es 
auf der Hand, dass ein wachsender Exponent eine Zahl hervor- 
bringt, die numerisch jede gegebene Grésse tiberschreitet. Fiir 
einen Werth C, welcher iiberhaupt numerisch grésser ist, als die 
Einheit, kann die betreffende Behauptung folgendermassen be- 
wiesen werden. Es sei der numerische Werth von C gleich 
1+ y, woy positiv und von der Null verschieden ist. Man habe 
ausserdem einen zweiten Werth 1+ 0, wo 0 ebenfalls positiv 
und von der Null verschieden ist. Dann besteht fiir das Product 
der in Rede stehenden Werthe die Gleichung 

(+y)Q+d)=1l+yto+y0. 
Hier ist yd positiv, mithin die rechte Seite grésser als 1 +7 +0. 


On aes Tr Cue as 
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Setzt man y= 0, so folgt, dass (1 + 7)? grésser ist, als 1 + 27; 
wird dieselbe Betrachtung auf (1+ y)®*=(1+y7)?(1 + 7) an- 
gewendet, nachdem bemerkt worden, dass der erste Factor 
(1 + y)? grésser ist als 1 + 2y, so erweist sich (1 + y)* grésser 
als 1 + 3y, und fortschreitend fiir eine beliebig grosse positive 
Zahl p die Potenz (1+ 7)” grésser als 1+ py. Da nun 7 ein 
die Null tibertreffender gegebener Werth ist, so wird 1 + py 
fiir ein passend gewiihltes p grésser als jeder noch so grosse 
Werth, und daher iibertrifft um so mehr die Potenz (1 + 7)” je- 
den noch so grossen Werth, wie behauptet worden war. 

Da gegenwiirtig alle positiven und negativen ganzen Zah- 
len sammt der Null als Potenzexponenten auftreten diirfen, so 
kann man auch in diesem erweiterten Umfange zwei Potenzen 
derselben Basis C miteinander multipliciren, und eine durch die 
andere dividiren, wodurch die mit den obigen Gleichungen gleich- 
lautenden Gleichungen : 

(2) it bape capaho 


b 


entstehen. 

Sobald festgesetzt wird, dass auch fiir eine positive irra- 
tionale Grésse die Erhebung auf den Exponenten Null die Ein- 
heit hervorbringen und die Erhebung auf einen ganzzahligen 
negativen Exponenten die Bedeutung haben soll, dass die gleich- 
namige positive Potenz in die Einheit dividirt werde, so enthilt 
diese Definition nur die in § 16 erértertén allgemein  giiltigen 
Grundoperationen, und demgemiiss kann die positive mte Wurzel 
Y aus einem positiven rationalen Bruche C auf die simmtlichen 
positiven und negativen ganzzahligen Exponenten mit Einschluss 
der Null erhoben werden. Auf diese Weise entsteht die nach 
beiden Seiten unbegrenzt fortschreitende Reihe von Potenzen 
(3) 5 WT gn Wiph Wt OAR Os 
Alle Individuen derselben sind positiv; sie nehmen mit wach- 
sendem Exponenten itiber jedes Mass zu und sinken mit abneh- 
mendem Exponenten unter jede noch so kleine Grésse, wenn 
die Kinheit tibertrifft, und verhalten sich in dem entgegengesetzten 
Falle umgekehrt. Ob aber % tiber der Einheit liegt, der Einheit 
gleich ist, oder unter der Hinheit liegt, das héngt allein davon 
ab, ob der Werth C iiber der Einheit liegt, der Einheit gleich 
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ist, oder unter der Einheit liegt. Denn wegen der Gleichung 


a" — C ist ein unter der Einheit liegendes 2% nur mit einem 
unter der Einheit liegenden C, ein tiber der Einheit liegendes 
% nur mit einem iiber der Einheit liegenden C, und % = 1 nur 
mit C=1 vereinbar. 

Fiir die Potenzen der Grésse %{ ergeben sich die den Glei- 
chungen (2) entsprechenden Gleichungen 


(4) rua tee D)f rai 
yt” 


wo a und b beliebige positive oder negative ganze Zahlen be- 
deuten. Die Potenzen der Grésse % gestatten nun noch eine 


andere Auffassung. Aus der Gleichung %” = C folgt, indem 

beide Seiten auf die ate Potenz erhoben werden, die Gleichung 
gy? ae Gn 

und diese lisst erkennen, dass %", auf die ute Potenz erhoben, 

gleich C° wird. Weil aber 2° cine positive Grésse ist und 

weil es nur eine positive nte Wurzel aus O° giebt, so stellt or" 


die posite nte Wureel aus GC dar, und man hat in den einge- 
fiihrten baat die \ aa 


(5) (vo c) =o. 


Auf Grund dieser Gleichung wird die positive nte Wureel 
1 


aus CO durch das Zeichen GC” und (vo Vos =Vc GC” durch das Zei- 
chen O° ausgedriickt. Die Einfiihrung der negativen und der 
gebrochenen Potenzexponenten riihrt von Newton her, wie aus 
einem Briefe Newtons an Oldenburg vom 13ten Juni 1676 zu 
schliessen ist. Durch dieselbe verwandelt sich die Reihe (3) in 
die Reihe der gebrochenen Potenzen 


ates eS se i 
(6) Os x AO? el 6 AT Oa et aera 
und die Gleichungen (4) gehen in die Gleichungen 
a »B atb = a—b 
: n n C n 


(7) OO GAL” Tele 
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: a bus al: ; 
iiber, in denen — und 7 irgend welche positive oder negative 
n 


Briiche mit dem Nenner n sind. Die wiederholte Anwendung 
von (7) liefert fiir die Erhebung der Grosse C "auf eine posi- 
tive oder negative ganze Potenz die Bestimmung 


a\t sate 
(7*) (,*) =O". 

Die Reihe (6) enthilt offenbar die Reihe (1) in sich, und 
zwar so, dass zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Individuen 
von (1) immer ~—1 aufeinanderfolgende Individuen von (6) 
regelmissig eingeschaltet sind. Wenn man ferner mit nn, 


irgend ein ganzes Vielfache der Zahl » bezeichnet, und die 
1 


Reihe der Potenzen der positiven Wurzel C “1 pildet, namlich 
2 1 1 2 


(8) Geet Ot SOW gaeeon ata el 


? 
so umfasst diese Reihe die ganze Reihe (6). Denn so oft in der 
- Reihe (8) der Zahler eines gebrochenen Exponenten gleich einem 
Vielfachen der Zahl n, etwa gleich an, wird, so hat die be- 


1 


treffende Potenz C”™ in Folge der obigen Gleichung (7*) die 


Eigenschaft, auf die mte Potenz erhoben, gleich C” zu werden. 


ane 


Die positive Grésse C “"t muss daher mit: der eindeutig bestimm- 
ten positiven Grésse C” zusammenfallen. Mithin bringen die 
stimmtlichen in den Zihlern der Exponenten der Reihe (8) er- 
scheinenden positiven und negativen Vielfachen der Zahl n, die 
simmtlichen Individuen der Reihe (6) hervor. Auf dieselbe 
Weise sind in der Reihe (8) die simmtlichen Individuen derje- 


nigen Reihe eingeschlossen, welche durch das Potenziren der 
1 


positiven Wurzel CO” entsteht, nimlich der Reihe 
2 1 1 2 


ete ne a n, 
1 1 | 
ME MPSS on. 


(9) 133. OL. tO eect 
denn es gilt fiir jede positive oder negative ganze Zahl b, die 
Gleichung 
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Jetzt kann auch das Product und der Quotient von einem 
a = 


beliebigen Individuum C” der Reihe (6) und einem beliebigen 


Individuum C™ der Reihe (9) dadurch gebildet werden, dass 
man beide Individuen in der Reihe (8) aufsucht, und alsdann 
auf dieselben die Regeln (7) anwendet. Da in der Reihe (8) der 


Exponent = durch den ihm gleichen Bruch “™. und der Ex- 
nn 


b : 
ponent a durch den ihm gleichen Bruch ae 

pf nn, 
so erhalt man bei dem betreffenden Product im Exponenten die 
an, +b,n__ @ re b, 


1 n 1 


vertreten wird, 


Summe , und bei dem betreffenden Quotien- 


an,—b,n a b, 
I, TTR p n, 

ergiebt sich ftir die Multiplication und die Division der gebro- 

chenen Potenzen von derselben Basis C die allgemeine Regel 


ten im Exponenten die Differenz Daraus 


1 
(10) Oita ar ieee 
= es 
S. nt gla ee 
a” 


Am Schlusse des vorigen § ist die positive nte Wurzel aus 


dem rationalen Bruche £ als der Quotient der positiven nten 
Wurzeln aus den positiven ganzen Zahlen G und H dargestellt 
worden. Fiir die positive Wurzel aus einer ganzen Zahl G er- 
giebt sich vermége des vorigen § eine characteristische Zerle- 
gung in Factoren, sobald die Zahl G in das Product ihrer Prim- 
factoren aufgelést wird. Nach §7 ist dies nur auf eine einzige 
Weise miglich, und es sei G das Product der Potenzen der von 
einander verschiedenen Primzahlen G,, G,, .. @ 


G=G6"%E46. ...4,"". 
: ee 


we? 


1 


Dann wird Ge durch die Gleichung 
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ausgedriickt. Hier sind die Exponenten oh ae .*, jaa abe 
kleinste Benennung zu bringen. Wo einer der Exponenten gleich 
einer ganzen Zahl ist, da erscheint in dem vorliegenden Aus- 
druck eine ganze Potenz der betreffenden Primzahl als Factor, 
in jedem anderen Falle bezeichnet der auf seine kleinste Benen- 
nung gebrachte Exponent durch seinen Nenner, welche Wurzel 
aus der zugeordneten Primzahl zu ziehen sei, und durch seinen 
Zihler, auf welche Potenz diese Wurzel erhoben werden miisse. 


§ 20. Addition, Subtraction, Multiplication und Division von 
beliebigen rationalen oder irrationalen Groéssen. Entspre- 
chende Ausdehnung des Gebietes der Analysis. Rechnung mit 
Potenzen, deren Basis eine beliebige rationale oder irrationale 
Groésse ist und deren Exponenten positive oder negative 
rationale Briiche sind. 


Durch die Erérterungen der § 15 und 16 sind die vier 
Grundoperationen der Rechnung auf Grenzwerthe nach einander 
folgender Briiche, mithin wegen der in § 17 gegebenen Definition 
aut beliebige rationale oder irrationale Gréssen ausgedehnt worden. 
Am Schlusse des § 16 wurde ein besonderer Nachdruck darauf ge- 
legt, dass die Differenz von zwei solchen bestimmten Grissen ©6—€ 
entweder posit, oder negativ, oder gleich Null ist, und dass dem 
entsprechend © grdsser als ©, G kleiner als €, & gleich E ge- 
nannt wird. Fiir die beiden ersten Fille sollen im Folgenden 
respective die Zeichen der Ungleichheit gebraucht werden 

G> CE, G<E, 

wobei der Fall der Gleichheit als ausgesehlossen gilt. Dass der 
Fall der Gleichheit eingeschlossen sei, mégen die Zeichen 

GSE, G<E 
andeuten. Vermége der Rechnung mit rationalen und irratio- 
nalen Groéssen ist es auch gestattet, wenn eine Reihe von Brii- 
chen y', y", ... die in §15 aufgestellten Bedingungen erfiillt, und 
folglich diese Brtiche sich wieder einem Grenzwerthe ® nihern, fiir 
die betreffende Grosse ® die Reihe von Differenzen zu bilden 


G —y'; G—y", 4 
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Jede Differenz als positiv oder negativ zu bezeichnen und zu sagen, 
dass die numerischen Werthe derselben nach und nach beliebig klein 
werden oder sich der Null als Grenze ndhern. Nimmt man als 
Beispiel die beiden Reihen von Briichen, welche in § 14 zu der 
Darstellung der positiven Quadratwurzel aus der Zahl 7 aufge- 
stellt sind, so liefert die erste pane inp Reihe von Differenzen 


Y1-2, VI-=, Vt— ee 


10007 *¥ 


und die zweite Reihe die Reihe von Differenzen 


27 
Vi-—3, Ase ee ee ee 


100’ 1000? *' 


Die erste Reihe von Differenzen enthilt lauter positive, die zweite 
lauter negative Gréssen, die sich der Null als Grenze niihern. 

Nachdem im Vorhergehenden das Ziel erreicht ist, mit be- 
liebigen bestimmten Groéssen die vier Grundoperationen der Rech- 
nung auszuftihren, so erstreckt sich nunmehr das Feld der ma- 
thematischen Speculation oder das Feld der Analysis auf alle 
Aufgaben, die fiir beliebige bestimmte Gréssen unter der Voraus- 
setzung der Ausfiihrung jener Operationen gestellt werden kénnen. 
Wenn also, um ein Beispiel hervorzuheben, eine bestimmte po- 
sitive Grosse C' gegeben ist, welche rational oder irrational sein 
mag, so kann in beiden Fallen nach einer positiven Grosse YL ge- 
fragt werden, welche auf die te Potenz erhoben gleich C wird. 

Wir betrachten jetzt den Fall, dass C eine irrationale 
Grésse sei. Dass die Frage alsdann nicht zwei verschiedene 
Antworten zulisst, ergiebt sich durch Wiederholung des Beweis- 
verfahrens, das in §13 und dann in § 17 zur Anwendung gekom- 
men ist. Eine Reihe von rationalen Briichen, welche die in Rede 
stehende Forderung mit beliebiger Genauigkeit erfiillen, und die 
sich einem bestimmten Grenewerthe nihern, kann aber nach der 
in § 14 entwickelten Methode gefunden werden. Denn wenn die 
nten Potenzen der Briiche von dem Nenner o mit der Grosse C 
verglichen werden, so giebt es gerade wie in § 14 stets zwei 


Ott 
d Oo 


ae 


bestimmte auf einander folgende Briiche =, un von der 


Beschaffenheit, dass (2) <C und C <(¢4 re =) ist. 


Diese Bemerkung geniigt vollkommen, um die gesuchten 
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Reihen von rationalen Briichen zu bilden. Der Grenzwerth dieser 
Briiche ist demnach die eindeutig bestimmte positive nte Wurzel 
aus der positiven Grosse CO, dieselbe hat die Bezeichnung VC 


1 


oder auch die Bezeichnung C” , hieraus ergiebt sich fiir jede po- 
sitive oder negative ganze Zahl a eine eindeutige Definition der 


a 


Potenz C = und es gelten die Siatze, welche in den § 18 und 
19 fiir die Potenzen von positiven rationalen Briichen bewiesen 
sind, auch fiir die Potenzen von beliebigen positiven Gréssen 
mit positiven oder negativen gebrochenen Exponenten. 
Zu der Anwendung der entwickelten Begriffe bietet die im 
vorigen § mit (8) bezeichnete Reihe von Grdssen eine Gelegen- 
1 


heit. Die positive Grésse C"™ hat vermige der Gleichung (7*) 


desselben § die Eigenschaft, dass ihre ,te Potenz gleich der 
1 


aie: 
Grésse C ist. Weil es nun nach dem so eben Bemerkten eine 
i 


und nur eine positive ~,te Wurzel aus der positiven Grésse C 
1 


giebt, so ist C’ diese m,te Wurzel, und man darf die Glei- 
chung aufstellen 

aN bs 
(1) os =o, 


a 


he . . nun . . 
Aus denselben Griinden ist die Grésse C * gleich der eindeu- 
tig bestimmten positiven ,ten Wurzel aus der positiven Grisse 


a 


CO”, und erhebt man beide Seiten der Gleichung, welche dies 
ausdriickt, auf die f,te Potenz, wo f, eine beliebige positive oder 
negative ganze Zahl bedeutet, so entsteht die Gleichung 


a ty oA 
(2) (g*)a aS: Co ; 
Dieselbe umfasst in Verbindung mit den Gleichungen (10) des 
vorigen § die Hauptregeln fiir die Rechnung mit den Wurzel- 
gréssen derselben Basis, und zwar darf die Basis gleich jeder 
bestimmten positiven Grésse sein. 


Absehnitt II. 


Elemente der Algebra. 


Capitel I. 
Definition der Algebra. 


§ 21. Rationale ganze und rationale gebrochene Ausdriicke. 


Es mége eine beschrinkte Zahl von Gréssen ausgewablt 
sein und mit diesen Bestandtheilen eine beliebige aber der Zahl 
nach beschrankte Reihenfolge von Operationen des Addirens, 
Subtrahirens, Multiplicirens und Dividirens vorgenommen wer- 
den, dann bildet die Untersuchung der auf diese Weise eniste- 
henden Resultate den Gegenstand der Disciplin, welche gegen- 
wirtig Algebra genannt wird. Bei der Anwendung der in Rede 
stehenden vier Grundoperationen ist zu erwagen, dass nach den 
in dem vorigen Abschnitte entwickelten Principien der Gebrauch 
der Addition, Subtraction und Multiplication keinen Einschrin- 
kungen unterworfen ist, der Gebrauch der Division dagegen ver- 
langt, dass der jedesmalige Divisor nicht gleich Null sei. Dem- 
gemiass macht sich ein bedeutender Unterschied zwischen dem 
Falle geltend, wo bei der Hervorbringung eines Resultates nur 
die drei ersten Grundoperationen zur Anwendung kommen, und 
dem Falle, wo diese drei mit Hinzuziehung der vierten gebraucht 
werden. 

Wofern die ausgewihlten Bestandtheile oder Elemente, 
welche wir durch die Buchstaben a, b,c, .. f bezeichnen wollen, 
nur durch die drei ersten Grundoperationen mit einander ver- 

bunden werden, so kann das Resultat nur ein Aggregat von Pro- 
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ducten sein, welche die Gréssen a, 0, ¢, .. f in beliebiger Wie- 
derholung und ausserdem positive oder negative ganze Zablen 
als Factoren enthalten. In einem jeden solchen Product lassen 
sich die einer Grésse a gleichen Factoren zu einer positiven 
ganzen Potenz a“ vereinigen, dasselbe gilt fiir die tibrigen Grossen 
b, c, .. f, so dass durch die Vereinigung ein Product von posi- 
tiven ganzen Potenzen der Elemente a, b,c, .. f entsteht. Wird 
die als Factor des Products auftretende positive oder nega- 
tive ganze Zahl N genannt, so hat das Product die Gestalt 
| Nabe ie Die Zahl N heisst hier der Coefficient des Pro- 


ducts a“b°..75. Fir den Fall, dass in einem bestimmten 
Product ein gewisses Element fehlt, kann dem beziiglichen Ex- 
ponenten der Werth Null beigelegt werden; wo alle Elemente 
fehlen und eine reine Zahl WN auftritt, sind alle Exponenten durch 
die Null zu ersetzen. 

Ein zweites Product kann mit dem ersten zu einem ein- 
zigen verschmolzen werden, wofern die Potenzexponenten der 
Elemente a, b,... f einzeln genommen mit einander itiberein- 
stimmen, indem man die zugehérigen Zahlenfactoren oder Coef- 
ficienten zu einander addirt. Das aus den Elementen a, 0, ¢, ..f 
durch Addiren, Subtrahiren, und Multipliciren abgeleitete Re- 
sultat heisst ein algebraischer rationaler ganzer Ausdruck, und 
lasst sich nach dem so eben Gesagten als ein Aggregat einer 
endlichen Zahl von Gliedern 
(1) STAY MEN CRD CTE IES 
darstellen, bei welchem die Coefficienten N, N’, .. positive oder 
negative ganze Zahlen, die Exponenten «a, 8,..¢; a’, 6, ..C5.. 
- positive ganze Zahlen mit Einschluss der Null bedeuten, und 
wo in zwei verschiedenen Gliedern nicht zugleich die Gleichun- 
geno ssia',. 28 =", a C= Certillt sind. 

Wie man sogleich erkennt, haben die Ausdriicke (1) die 
Kigenschaft, dass, wenn eine beliebige aber beschrinkte Zahl 
von solchen aufgestellt und-aus diesen durch eine beliebige aber 
der Zahl nach beschrankte Reihenfolge von Additionen, Subtra- 
ctionen und Multiplicationen ein neuer Ausdruck abgeleitet wird, 
derselbe ein Ausdruck von derselben Art werden muss. Diese 
Kigenschatt der rationalen ganzen Ausdriicke entspricht genau 
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der gegen den Schluss des § 10 hervorgehobenen Eigenschaft der 
positiven und negativen ganzen Zahlen. 

Wenn die Elemente a, 6, ¢c, ... f durch alle vier Grund- 
operationen verbunden werden, so entsteht em rationaler gebro- 
chener Ausdruck. Es leuchtet ein, dass die erste Anwendung 
einer Division einen Quotienten hervorbringt, dessen Zihler und 
dessen Nenner algebraische ganze rationale Ausdriicke von der 
in (1) dargestellten Beschaffenheit sind. Weil nun die Addition, 
Subtraction, Multiplication und Division von Briichen immer auf 
die Bildung eines einzigen Bruches zuriickgefiihrt werden kann, 
80 ist eimalgebraischer rationaler gebrochener Ausdruck, der durch 
eine beliebige aber in endlicher Zahl mit den Elementen a, b, 
.. f vorgenommene Anwendung der vier Grundoperationen er- 
zeugt worden ist, immer gleich eimem Bruche, dessen Zihler und 
Nenner rationale ganze.Ausdriicke von der in (1) dargestellten 
Beschaffenheit sind. 

Es wird zweckmissig sein, an dieser Stelle tiber die De- 
finition der Algebra, welche im Eingange des gegenwiirtigen § 
gegeben ist, eine Bemerkung zu machen. Unter den verschie- 
denen mathematischen Disciplinen giebt es solche, deren Ab- 
grenzung von vorne herein fest gestanden, und solche, deren Ab- 
grenzung sich erst allmilig durch die Entwickelung der gesammten 
mathematischen Wissenschaft bestimmt hat. Zu den letzteren 
gehort die Algebra. Unter diesem Namen verstand man urspriing- 
lich die Kunst, Gleichungen des ersten Grades aufzulésen. Als 
aus der Beschiftigung mit den Gleichungen die Ausfiihrung der 
Rechnung in allgemeinen Zeichen hervorging, wurde der Namen 
der Algebra auf die Rechnung in allgemeinen Zeichen tibertragen. 
Diesem Sprachgebrauche folgt Newton in den Kingangsworten 
seiner arithmetica universalis. ,Die Rechnung geschieht in Zahlen, 
wie in der gewéhnlichen Arithmetik, oder in Zeichen, wie bei 
den Analysten. Jede der beiden Rechnungsarten griindet sich 
auf dieselben Fundamente und strebt nach demselben Ziel, - die 
Arithmetik auf bestimmte und besondere Weise, die Algebra 
dagegen auf unbestimmte und allgemeine Weise.“ 

Die vorhin angegebene und heutzutage geltende Begriffs- 
bestimmung der Algebra wird dagegen von Huler in seiner itro- 
ductio in analysin infinitorum festgehalten. Seine Ausdrucks- 
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weise unterscheidet sich auch darin von derjenigen Newtons, dass 
Fuler, wie jetzt tiblich ist, mit dem Namen der Avrithmetik die 
Lehre von den ganzen Zahlen bezeichnet. Bei der obigen Defi- 
nition der Algebra ist der Hauptnachdruck darauf zu legen, dass 
die Anzahl der Anwendungen der vier Grundoperationen eine 
beschrdnkte sein soll. Daraus erwichst allerdings fiir die vor- 
liegende Darstellung eine gewisse Schwierigkeit; denn erst an 
einer weit spiiteren Stelle kann gezeigt werden, wie sich durch 
eine in unbeschrankter Anzahl wiederholte Anwendung von 
Operationen ein bestimmtes Resultat gewinnen liasst. 


§ 22. Constante und variable Elemente. 


In Bezug auf die Elemente, aus denen die im vorigen § 
definirten algebraischen Ausdriicke zusammengesetzt werden, lasst 
sich die Verfiigung treffen, dass einige Elemente die einmal ge- 
withlten Werthe unverinderlich behalten, andere Elemente nach 
und nach beliebige andere Werthe bekommen. Die ersteren Ele- 
mente werden wnverdnderliche Gréssen oder Constanten, die letz- 
teren Elemente verdnderliche Gréssen oder Variabeln genannt. 
Die ersteren mégen durch die Buchstaben a, b, ¢, .., die letz- 
teren durch die Buchstaben a, y, z, .. bezeichnet werden. Ein 
aus beiden Gattungen von Elementen nach einer bestimmten 
Vorschrift gebildeter algebraischer Ausdruck zeigt die Eigen- 
schaft, semen Werth zu dndern, sobald den Variabeln x, y, 2, .. 
andere und andere Werthe beigelegt werden. Insofern ist der 
Werth des Ausdruckes von den Werthen der Variabeln abhdngig, 
und der Ausdruck heisst eine algebraische Function der Varia- 
belen x, y, 2, .. Er wird eine algebraische rationale ganze 
Function der Variabeln x, y, 2, .. genannt, wenn die Variabeln 
nur in den drei ersten Grundoperationen zur Anwendung kom- 
men, wird dagegen eine algebraische rationale gebrochene Function 
der Variabeln x, y, 2,.. genannt, wenn die Variabeln in allen 
vier Grundoperationen zur Anwendung kommen. 

Man erkennt leicht, dass, wenn fiir die Variabeln 2, Je eee 
nur die drei ersten. Grundoperationen, dagegen fiir die Constanten 
a, b, ¢, .. alle vier Grundoperationen zugelassen sind, die Varia- 
beln a, y, 2, .. nur in positiven ganzen Potenzen und in Pro- 
ducten dieser Potenzen erscheinen kinnen. Zu solchen Pro-- 
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ducten kann nur noch ein Factor hinzutreten, der ausschliess- 
lich aus den Constanten a, b, ¢, .. gebildet ist, und zwar darf 
dieser Factor die Constanten nach der getroffenen Voraussetzung 
auch in auszufiihrender Division enthalten. Da der in Rede 
stehende Factor nur aus Constanten besteht, so ist er selbst 
eine constante Grisse; er wird der Ovefficient des Products von 
positiven ganzen Potenzen der Variabeln genannt. Auf dieselbe 
Weise, wie in dem vorigen § geschlossen ist, dass ein rationaler 
ganzer Ausdruck der Elemente a, 6, c, .. f die dort mit (1) be- 
zeichnete Gestalt hat, wird jetzt geschlossen, dass eine alge- 
braische rationale ganze Function der Variabeln x, y, 2, .. gleich 
eimem aus emer endlichen Zahl von Gliedern bestehenden Aggre- 
gat von der folgenden Beschaffenheit ist 

(1) Maly" 2”. Mah yt 2% 4... 

Die Coefficienten M, M‘, .. sind constante Gréssen, die Expo- 
nenten A, uw, v, ..; A‘, uw’, »', .. positive ganze Zahlen mit Ein- 
schluss der Null. Es darf dabei angenommen werden, dass 
solche Glieder, die in Bezug auf die simmtlichen Potenzen der 
Variabeln iibereinstimmen, durch Addition der Coefficienten schon 
in ein Glied vereinigt sind, und dass daher fiir je zwei ver- 
schiedene in (1) auftretende Glieder die Gleichungen A= 2‘, 
ow, v=’, .. nicht zugieich erftillt sind. 

Sobald fiir die Variabeln a, y, 2, .. auch die Division er- 
laubt ist, so folgt aus den Erérterungen des vorigen § unmit- 
telbar, dass nach Ausfiihrung aller vorgeschriebenen Operationen 
nur eie Division iibrig bleibt. Mithin ist eine algebraische ra- 
tionale gebrochene Function der Variabeln «x, y, 2, .. stets gleich 
einem Bruche, dessen Zahler und dessen Nenner eine algebraische 
rationale ganze Function der Variabeln x, y, 2, .. %st. 

Kine Function von einer Variable x wird durch die Cha- 
racteristik f(x), eine Function von zwei Variabeln «,y durch die 
Characteristik f(a, y), u.s.f. angedeutet. Eine Gelegenheit, den 
Begriff einer algebraischen Function und die so eben erwilnte 
Bezeichnungsweise an Beispielen zu erklaren, bietet sich in den 
folgenden § §. 


Lipschitz, Analysis. 
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Capitel II. 


Algebraische rationale ganze Functionen mit einer Variable 
und von einem beliebig hohen Grade. 
_Algebraische Gleichungen mit einer Unbekannten und 
yon einem beliebig hohen Grade. 


§ 23. Ganze Function des ersten Grades mit einer Variable. 
Gleichung des ersten Grades mit einer Unbekannten. 


Die algebraischen rationalen ganzen Functionen von einer 
Variable x sind der nichste Gegenstand der vorzunehmenden 
Untersuchung. Vermige der in (1) des vorigen § gegebenen 
Darstellung ist eine solche Function gleich dem Aggregat einer 
endlichen Zahl unter cinander verschiedener positiver ganzer Po- 
tenzen der Variable x, welche in constante Coefficienten multi- 
plicirt sind. Die Potenzen der Variable x kénnen nach der 
Grésse der Exponenten geordnet werden, so dass die Potenz, 
deren Exponent der groésseste ist, oder die héchste Potenz be- 
ginnt, und die iibrigen Potenzen in absteigender Reihe folgen, 
bis das in x multiplicirte constante Glied den Schluss macht. 
Auf diese Weise erhilt die in Rede stehende Function die 
Gestalt 


n n—1 
(1) f(e) = 08 + 4,8 9 PO -AaL 7 bia,. 


Diese Function wird nach dem Exponenten ihrer héchsten Po- 
tenz eine algebraische rationale ganze Function des nten Grades 
genannt. Die constanten Coefficienten a,, a,,... a,, deren An- 
zahl gleich m+ 1 ist, sind an sich keiner Beschriinkung unter- 
worfen, weil die Ausfiihrung der drei ersten Grundoperationen, 
fiir welche sie allein verwendet werden, keine Einschriinkung 
erfordert. Sobald aber der Nachdruck darauf gelegt wird, dass 
diese Function in der That vom nten und von keinem niedri- 
geren Grade sein soll, so muss der Coefficient a, nothwendig 
einen von der Null verschiedenen Werth haben. Diese Voraus- 
setzung mbge von jetzt ab gelten, wo nicht ausdriicklich das 
Gegentheil erklirt wird. ; 

Eine Function vom Grade Null ist gleich der reinen Con- 
stante a, und enthilt die Variable # materiell nicht. Die Function 
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Pe) 


des niedrigsten Grades, in der die Variable « materiell vor- 
kommt, ist die I’unction des ersten Grades 
(2) (O07 + a,’ 

Hier erhebt sich sogleich die Frage, ob der Variable x 
ein Werth & beigelegt werden kann, durch dessen Substitution 
die Function a,z +a, gleich Null wird. Dies ist die Frage 
nach der Auflésung der Gleichung des ersten Grades 
(3) G6 1 a= U, 

Weil der Coefficient a, als von der Null verschieden vorausge- 
setzt ist, so bezeichnet der Bruch 
a, 
ail 


einen bestimmten Werth, der fiir € genommen a,& + a, zu Null 
macht. Darum hat die Gleichung (3) die Auflisung 
ba a 
f= 
Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dass es keinen zweiten 
von & verschiedenen Werth gicbt, welcher die Gleichung (3) eben- 
falls befriedigt. Denn, wenn ein solcher existirte, so wiirde aus 
den beiden Gleichungen a,§ + a, =9 und a,e@ +a, =O durch 
Subtraction die Gleichung 
a, (a—&) =0 

folgen. Nun kann aber nach § 16 ein Product von ewei Grossen 
nicht verschwinden, wenn jeder der beiden Factoren von Null ver- 
schieden ist. Der erste Factor a, ist nach der allgemein gel- 
tenden Voraussetzung von Null verschieden; folglich muss der 
zweite Factor « — & gleich Null sein. Darum sind die Werthe 
ow und & nothwendig einander gleich, und das war behauptet 
worden. Ein Werth & welcher cine mit demselben gebildete 
Gleichung befriedigt, heisst eine Wurzel der Gleichung. Es hat 
sich also gezeigt, dass fiir die Gleichung des ersten Grades (3) 
immer eine und nur eine Wurzel vorhanden ist, ndémlich die Wurzel 
(4) Sasi 

Dieser Satz hat fiir die Function des ersten Grades (2) die 
Bedeutung, dass dieselbe fiir einen und nur fiir einen Werth 
der Variable 2, das ist, fiir den Werth «= § gleich Null wird. 
Die Function des ersten Grades (2) lisst sich nun auch in die 


1 e 
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Gestalt bringen a,# + co welche vermidge der Gleichung (4) 


in den Ausdruck 
(5) a (% — §) 
iibergeht. Dieser Ausdruck ist geeignet, den im vorigen § ein- 
gefiihrten Begriff einer algebraischen Function zu erlautern. Von 
den beiden Factoren des Products ie §) ist der erste con- 
stant und von Null verschieden, der zweite dagegen nimmt, so- 
bald die Variable x gleich einer bestimmten Grosse gesetzt wird, 
einen bestimmten zugehérigen Werth und, sobald der Variable 
x nach und nach andere Werthe beigelegt werden, seinerseits 
ebenfalls bestimmte aber nach und nach andere Werthe an. 
Giebt man der Variable « Werthe, die grésser sind als § so 
wird der zweite Factor positiv, giebt man der Variable « Werthe, 
die kleiner sind als &, so wird der zweite Factor negativ. Weil 
das Product einer von Null verschiedenen Grésse a, in einen 
positiven Factor das Vorzeichen von a, behialt, dagegen das 
Product der Grésse a, in einen negativen Factor das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen annimmt, so bekommt die Function (2), die 
dem Ausdrucke (5) gleich ist, fiir die Werthe von 2 der ersten 
Art das Vorzeichen der Grésse a,, dagegen fiir die Werthe 
von x der zweiten Art das der Grésse a, entgegengesetzte Vor- 
zeichen. Zwischen den Werthen der ersten Art und den Wer- 
then der zweiten Art liegt der einzige Werth a= &, der die 
Function (2) zum Verschwinden bringt. 

Um ein Beispiel zu geben, sei die Function des ersten 
Grades (2) die folgende 

f(x) = 22—3. 
Dann hat die Gleichung des ersten Grades 
2&—3=—0 


die eme und nur die eine Wurzel &= 


- Hieraus entspringt 
fiir die Function f(x) die Darstellung 


(@e)= 2(e — =) . 


« 


Fiir jeden Werth von x, welcher grisser ist als —, wird f(a) 
a“ 
gleich einer positiven Grosse, fiir jeden Werth von x, welcher 


: : 3 ‘ : d : 
kleiner ist als coe wird f(x) gleich einer negativen Grisse, und 
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nur fiir den Werth n= > gleich der Null. Der Gebrauch der 


Characteristik f(z) besteht darin, dass die betreffenden Werthe 
der Variable x an die Stelle von x in die Klammer gesetzt 
werden. Wenn die Variable w nach und nach gleich den Gréssen 
—2, —1, 0, 1, 2, 3, .. gesetzt wird, so entstehen fiir die obige 
Function f(z) die folgenden zugehérigen Werthe 
(—)=—T <0 
fesse 5 <0 
f(0)=—3 <o 
fh) == lebe<0 
f2)=+1 >0 
_ F(8)= +3 SO, 
wo die Zeichen der Ungleichheit nach den Definitionen des 
§ 20 angewendet sind. 
Auch fiir die allgemeine Function des ersten Grades 
a,x +a, leuchtet es ein, dass, sobald die Variable x der Reihe 
nach gleich den positiven und negativen. natiirlichen Zahlen, 
von der Null anfangend, gesetzt wird, zwei zugehérige aufeinander 
folgende Werthe der Function bestiandig die Differenz a, haben. 
Eine Reihe, bei der je zwei aufeinander folgende Glieder immer 
dieselbe Differenz zeigen, heisst eine arithmetische Reihe. Dem- 
nach bilden die Werthe 
Behe 26h 1 Oh a Gant Bag Cay Gott Gy, 2Gat Bzyui 
eine nach beiden Seiten unbegrenzt fortschreitende arithmetische 
Reihe mit der Differenz a,. 


§ 24. Ganze Function des zweiten Grades mit einer Variable. 
Gleichung des zweiten Grades mit einer Unbekannten. 

Bei der Function des eweiten Grades von der Variable x 

(1) f(Z)=a,x0° +a," +4, 

ist nun wieder die Frage zu beantworten, ob es Werthe «= & 

giebt, fiir welche f(g) = 0 wird, oder die Frage nach der Auf- 

_lésung der Gleichung des zweiten Grades 

(2) af +a,E+a,=0. 

Wir halten uns hier an die Betrachtung der Function f(x) und 

bemerken, dass dieselbe, da a, von Null verschieden vorausge- 

setzt ist, gleich dem Ausdrucke a, (0° ig a + 2s) gesetzt 

9 


‘ 


!) 
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; a, a eee im 
werden darf. In der Function 2° + —* a + ma wird das Aggre 
0 ) 


gat der beiden ersten Glieder mit Hinzuftigung des Quadrates 


a 


f a : 
+ gleich dem Quadrat von dem Ausdrucke # + ta Aut 
1) 


4a 2a, 

diese Weise entsteht fiir die Function # + e + . die Dar- 
stellung 

(4) (« + st) = a 


und fiir’ die Function f(x) die entsprechende Darstellung 


op ONE 4a,a,—a@ 
5 ae + it de Peat! a 1 = 
(5) ie ((: a) 4a? 


Das Verschwinden von f(x) ist nur dadurch méglich, dass der 
Ausdruck (4) gleich Null wird und mit dem letzteren Ausdruck 
verhilt es sich folgendermassen. Der erste Summand hat als 


das Quadrat des Ausdruckes x + ne Eigenschaft, sobald die- 


0 
ser Ausdruck einen positiven oder negativen Werth erhdlt, po- 
sitiv zu sein und nur dann gleich Null zu werden, sobald dieser 
Ausdruck den Werth Null annimmt. Daher kann der erste Sum- 
mand niemals negativ werden. Dagegen ist der zweite Sum- 
mand, welcher einen constanten Werth hat, entweder negativ, 
oder gleich Null, oder positiv, und zwar hiingt dies lediglich 
von der im Zahler befindlichen Verbindung 

(6) 4a,a4,—ay 

ab, da der Nenner 4a; als ein volles Quadrat stets das posi- 
tive Vorzeichen hat. 

— 4a,a, + af 
und nach dem letzten § des ersten Abschnittes giebt es immer 
eine positive zweite Wurzel oder Quadratwurzel aus dieser 
Grosse; sie heisse 


(7) B= tems ay: 
dadurch nimmt der Ausdruck (4) die Gestalt 
(8) (« + en) —B?, 


24,4 


Im ersten Falle ist - eine positive Grosse, 
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2 

Ay dg —a, 
2 
0 


Im zweiten Falle ist = 


Ausdruck (4) gleich 


= 0, und daher wird der 


a 2 
® Chek 
Im dritten Falle existirt aus dem erwahnten Motiv eine 
4 2 
positive Quadratwurzel aus der positiven Grosse os 


die mittelst des Zeichens 
(1 0) Boe [tei erie 44,0,— - a2 


notirt werden soll; dann wird te Ausdruck (4) gleich dem 
Ausdrucke 


(11) (« = Ss 


Der Ausdruck (8) ist eine Differenz von zwei Quadraten, der Aus- 
druck (9) em eimziges Quadrat, der Ausdruck (11) die Summe 
von ewer Quadraten. 

Nun lasst sich jede Differenz von zwei Quadraten p?—@q* 
als das Product der beiden Factoren (p — qg)(p+ q) darstellen. 
Demnach wird der Ausdruck (8) gleich dem Product von zwei 
Factoren 
(12) (« - a — 8) (« +: ie + 8), 

’ deren jeder die Variable x nur in der ersten Potenz enthalt. 
Dieses Product verschwindet, sobald einer seiner Factoren ver- 
schwindet, und das geschieht bezichungsweise bei dem ersten 
und bei dem zweiten Factor, je nach dem x einen der beiden 
Werthe &, oder &, erhiilt, 

esis Oy, 


(13) head ae oa. 2a, 


Diese beiden Werthe sind von eimander verschieden, weil ihre 
Differenz den Werth 

(14) SF is 5 = 2B 

hat, und 2B nicht gleich Null ist. Diese beiden Werthe sind 
Wurzeln der Gleichung (2), und ausser denselben kann keine 
Wurzel « vorhanden sein, wie sich sogleich zeigen wird. Durch 
die Einsetzung einer solchen Grosse o fiir « mtisste das Product 
(12) verschwinden. Weil aber in dem entstehenden Product 


) + $B. 


0 
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(« +H 9) (a+ 2 +33) 

0 ay 
der erste Factor nicht gleich Null ist, da « — &, nicht gleich 
Null sein soll, und der zweite Factor nicht gleich Null! ist, da 
auch «— &, nicht gleich Null sein soll, so kann das Product 
selbst nicht verschwinden, und die Annahme, dass ausser &, und 
£, noch eine Wurzel « vorhanden sei, ist unzulassig. Die qua- 
dratische Gleichung (2) hat also die beiden von einander verschie- 
denen Wurzeln &, und &, und nur diese, sobald die Verbindung 
4a,a,—azy negatw ist. 

Der Ausdruck (9) ist das Quadrat der Basis # + a und 

0 

verschwindet daher nur mit dieser Basis zusammen, das _heisst 


fiir den einen Werth 
: a, 
(15) Scar Qa, ; 
Die quadratische Gleichung (2) hat demnach, sobald die Verbin- 
dung 4a,a, —a} =0 ist, nur diese eine Wureel. 

Ein durchaus anderes Verhalten zeigt der Ausdruck (11). 
Denn weil in diesem Aggregat das Quadrat B*® die Null tiber- 
trifft, und das Quadrat (« +a) nur entweder positiv oder 
gleich Null werden kann, so ist die Summe der beiden Quadrate 
mit Nothwendigkeit grésser als Null und kann daher iiberhaupt 
nicht zum Verschwinden gebracht werden. Also lésst sich die 
Gleichung (2) mcht befriedigen, wofern die Verbindung 4a, a, — a? 
positw ist. 

Wenn die drei unterschiedenen Gestalten (8), (9), (11) des 
Ausdruckes (4) in (5) eingesetzt werden, so entstehen fiir die 
Function f(x) die drei entsprechenden Darstellungen 


roma, ((e+33,) -®) 
(16) f(a) = a, (« + oe ) 


(ay =a, ((: + a ) els w) ‘ 


Auf die drei heryorgehobenen Fille beziehen sich die drei 
Beispiele 
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2 
e+e—1—=(244)— 


4 
(17) 20? —124 +18 = 2(¢— 3)? 
2 oth ti 
Yi a Ol — —: 
(x + =| ate 1 
ae aA 1 , 1+//5 . 1-5 
In dem ersten ist B = ee V5, ferner §, = — eae é=— Beanies 


in dem zweiten = 3, in dem dritten B= <> V3. 


§ 25. Bedingungen fiir die Zerlegung einer Function des 
zweiten Grades einer Variable in ein Product von zwei Fac- 
toren des ersten Grades. 

In den beiden Fallen, in denen die Function des zweiten 
Grades f(x) iiberhaupt gleich Null werden kann, sind die Wur- 
zeln der Gleichung f(§)=0 durch die Betrachtung der Function 
f(x) gefunden worden. Wenn man die im vorigen § gethanen 
Schritte in umgekehrter Ordnung wiederholt, und die Gleichun- 
gen (13) mit dem Ausdrucke (12), die Gleichung (15) mit dem 
Ausdrucke (9) verbindet, so entstehen fiir den dortigen Ausdruck 


es 3 iY © a ° . . 
(4) oder fiir die Function 2? + =i + a respective die beiden 


Darstellungen : : 

(1) (w—§,)(«—&,) 

und 

(2) (x — §)’, ; 


welche fiir einen beliebigen oder unbestimmten Werth der Variable 
x gelten. Beide sind Producte von zwei Lactoren des ersten 
Grades in Bezug auf die Variable x, und jeder Factor ist gleich 
der um eine Gleichungswurzel verminderten Variable x; in (1), 
wo es zwei verschiedene Wurzeln &, und &, giebt, sind mit die- 
sen die beiden von einander verschiedenen Factoren « — §, und 
x—&, gebildet; in (2), wo es nur eine Wurzel & giebt, ist mit 
— der Ausdruck « — & gebildet, und es sind die beiden gleichen 
Factoren « — & zu einem Quadrate vereinigt. 

Der Ausdruck (4) des vorigen § kann nun in dem dritten 
Falle, in dem derselbe unfahig ist eu verschwinden, auch nicht fiir 
einen beliebigen oder wnbestimmten Werth von x als em Product 
von 2wei Factoren des ersten Grades 
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(3) (x — a)(a— 8) 

ausgedrtickt werden, wo « und # irgend welche Constanten be- 
deuten sollen. Denn gesetzt, dies wire der Fall, so wiirde das 
Product (3) sowohl durch den Werth =a, wie auch durch 
den Werth «=f gleich Null werden, was der Voraussetzung 
widerspricht. Wir sahen in dem vorigen §, dass die Unter- 
scheidung der in Rede stehenden drei Fille. von der dortigen 
Verbindung (6) abhingt. Durch Zusammenfassung der Resultate, 
die den drei Fallen zugehoren, entsteht daher der Satz, dass die 


: ‘ a | oe : 

Function des zweiten Grades x° + a oe an in ewei Factoren 
0 0 

des ersten Grades (x—a) und (41—) zerlegt werden kann, sobald 


die Verbindung 4a,a,—a? negativ oder gleich Null ist, jedoch 
nicht in em solches Product zerlegt werden kann, scbald die Ver- 
bindung 4a,a, — a® positw ist. Auf diese Weise kann unter 
den Beispielen (17) des vorigen § die Function 2 + «—1 und 
die Function ~? —6xz +9 in zwei Factoren des ersten Grades 
zerlegt werden, dagegen ist dies bei der Function «* + «+ 1 
nicht moéglich. 


Das Charakteristische der Unterschiede, welche hier offenbar 
werden, liegt in der Thatsache, auf die im vorigen § aufmerksam 
gemacht worden ist, dass die Funktion 2? + a -— je nach 


1) 


den drei auftretenden Fallen gleich einer Differenz von zwei 
Quadraten, gleich einem einzigen Quadrate, oder gleich einer Summe 
von ewer Quadraten rst. Hine Differenz von zwei Quadraten 
a? —b? ist, wie dort erwihnt, gleich dem Product der Factoren 
a—b und a+b, welche sowohl in Bezug auf a wie in Bezug 
auf b vom ersten Grade sind. Das Quadrat a? ist gleich dem 
Producte der beiden gleichen Factoren a. Die Summe von zwei 
Quadraten a’? +b? kann dagegen nicht gleich einem Product von 
zwei Factoren sein, die in Bezug auf a und in Bezug auf b vom 
ersten Grade sind, wie ha + ub und va+ ob, wo d, us; %, @ be- 
hebige von aund b unabhingige Werthe bedeuten. Denn die Summe 
von zwei Quadraten a + 6? kann nicht zu Null gemacht werden, 
ausser indem sowohl a als 0 gleich Null genommen wird. 
Sollte aber 

(4) a’ + b> =(Aa+ wb)(vat eb) 
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sein, so wiirde daraus ein Widerspruch entstehen; denn der 
Ausdruck der rechten Seite kann immer zum Verschwinden ge- 
bracht werden, ohne dass gleichzeitig a und b gleich Null ge- 
nommen werden, und zwar dadurch, dass man einen der beiden 
Factoren, etwa den ersten 2a+ 6 zum Verschwinden bringt. 
In dem Factor 4a+ «6 diirfen nicht 4 und w zugleich gleich Null 
sein, weil der Factor sonst immer gleich Null wire. Ist nun A allein 
gleich Null, so verschwindet 2a+ ub, indem man a einen be- 
liebigen von Null verschiedenen Werth und b den Werth Null 
beilegt. Ist w allein gleich Null, so verschwindet Aa+ ub, 
indem man a den Werth Null und 6 einen beliebigen von Null ver- 
schiedenen Werth beilegt. Sind weder / noch w gleich Null, so ver- 
schwindet Aa + 4.b, wofern man die Werthe vonaund 0 so annimmt, 


dass aK arid. Also fiihrt die Annahme (4) in allen 


vorhandenen Fallen auf den Widerspruch, dass die linke Seite 
nur verschwinden kann, indem sowohl a=0 als b=0O genommen 
wird, die rechte Seite dagegen auch auf andere Arten zu Null 
gemacht werden kann. ; 


§ 26. Einfithrung der Rechnung mit reellen und imaginaren 
oder mit complexen Gréssen. Addition, Subtraction, Multi- 
plication der complexen Gr6éssen. 

Da es sich als unméglich herausstellt, die Summe von zwei 
Quadraten a? +6? als ein Product von zwei Factoren darzu- 
stellen, die in Bezug auf a und auf 6 vom ersten Grade sind, 
so hat man ein Rechenzeichen und ein zugehériges Rechenver- 
fahren ersonnen, wodurch eine solche Darstellung der Form nach 
erhalten wird. 

Wenn 2 irgend eine verinderliche Grésse bedeutet, so ist 
der Ausdruck a?—b’z? gleich dem Product von zwei Factoren 
(a—bz)(a+bz). Sobald nun festgesetzt wird, dass z ein Rechen- 
zeichen yorstellen sol], und dass, nachdem mit diesem Rechen- 
zeichen ein Product aus zwei Factoren a—bz und a+ bz ver- 
mége der fiir die Multiplication zweier Ausdriicke geltenden 
formellen Regeln gebildet ist, in dem Resultat das Quadrat des 
Rechenzeichens z durch die negative Einheit ersetzt wird, so 
‘geht durch diese Substitution der Form nach das erhaltene 
Produkt (a—6bz)(a+6z) in den Ausdruck a’ + 6° tiber. 
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Ein solches zu dem genannten Behufe eingefiihrtes Rechen- 
zeichen ist die aus der negativen Einheit gezogene Quadratwurzel 
i=V—1, 
und mit Hiilfe dieses Rechenzeichens, dessen Quadrat immer durch 
die negative Einheit ersetet werden muss, entsteht die formelle 
Zerlegung der Summe a? +b? in ein Product von zwei Factoren 

(1) a? + b?=(a—bi)(a+ 2). 

Das Rechenzeichen i heisst eine imaginire Einheit, das Pro- 
duct einer bestiminten positiven oder negativen Grosse b in die 
imaginire Einheit oder bi eine rein imagindre Grésse, im Gegen- 
satze hierzu heisst eine bestimmte positive oder negative Grosse a 
eine reelle Grosse, ferner wird die Summe einer reellen Grosse 
a und einer rein imagindren Grisse bi eine complexe Grosse 
genannt. 

Die Regeln fiir die Grundoperationen der Rechnung mat com- 
plexen Gréssen miissen so beschaffen sein, dass sie die Gleichung 
(1) nach sich ziehen. Sie miissen daher der Form nach aus 
den Regeln fiir die Grundoperationen der Rechung mit belie- 
bigen reellen Gréssen abgeleitet werden, wihrend die Regel 
hinzukommt, dass tiberall das Zeichen i? durch die negative 
Kinheit zu ersetzen ist. Demzufolge darf das Gleichsein von 
zwei complexen Grodssen 

a+bi=a'+b'r 

keine andere Bedeutung haben, als dass der reelle Theil a gleich 
dem reellen Theile a’, und der rein imaginire Theil bi gleich dem 
rem wmaginiren Theile b'i, das heisst, die reelle Grisse b gleich 
der reellen Grosse b‘ ist. Eine andere Auffassung einer solchen 
Gleichung wiirde den Widersinn in sich schliessen, dass 7 gleich 
einer reellen Grésse wiirde, wihrend das Quadrat einer reellen 
Grosse stets positiv ist und daher die vorgeschriebene Glei- 
chung 2?=~—1 nicht betriedigen kann. Nach der gegenwartigen 
Bestimmung ist eine complexe Grésse a+ bi gleich Null und nur 
dann gleich Null, wenn sowohl a=0 wie auch b—=O0 ist. 

Die Addition und die Subtraction von zwei complexen Grdssen 
sind so auszuftihren, dass respective die reellen Bestandtheile und 
die Factoren von i addirt und subtrahirt werden. Man hat also 


fiir die Summe und die Differenz von zwei complexen Grissen ’ 
a+bi und c+di die Gleichungen 
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(a+ bt) +(e +di)=(a+ec)+(b4+d)i 

(a+ bi)—(e+ di)\=(a—c)+(b—d)i. 
Die Bildung einer Summe complexer Gréssen ist demnach 
von der Anordnung der Summanden unabhdngig. Die Differenzg 
(a + bi)—(e+ di) verschwindet ferner dann und nur dann, wenn 
die complexen Grissen a +bi und c+ di einander gleich sind. 

Die Multiplication von zwei complexen Gréssen a+bi und 
c+ dt erfolgt nach der Gleichung. 

(3) (a + bi)(e + di)=ac—bd+ (bc tad)i. 

Die rechte Seite ist entstanden, indem das Product formell aus- 
gefiihrt und der Bestandtheil 6 d2? durch — bd ersetzt ist. Die 
Gleichung (3) hat die Eigenschaft, dass wenn a+ bi mit ¢+ di, 
das heisst, wenn a mit c und zugleich 6 mit d vertauscht wird, 
die rechte Seite ungeindert bleibt. Auf solche Weise schliesst 
man, dass ein Product zweier complexer Grdssen und auch em 
Product mehrerer complexer Grissen von der Anordnung seiner 
Factoren unabhingig ist. 

Die aufgestellten Regeln fii die Addition, Subtraction und 
Multiplication complexer Grissen sind von der Art, dass, wenn 
man dieselben auf die beiden Seiten von giiltigen zwischen com- 
plexen Groéssen bestchenden Gleichungen anwendet, wieder richtige 
zwischen complexen Grissen bestehende Gleichungen hervorgehen. 
Um diese Behauptung zu beweisen, muss gezeigt werden, dass 
aus zwei Gleichungen a + bi=a'+b'i, e+ di=c'+ d'‘a bei der 
Addition, der Subtraction und der Multiplication die Gleichungen 

(a+ 61) + (c+ di)=(a' + 0'2) + (c'+d'2) 

(a+bi) — (c+ di)=(a' + b't)— (ce + dt) 

(a+ bi)(¢ +di)=(a' + 6/0) (e'+ da) 

folgen. Nun haben die beiden vorausgesetzten Gleichungen 
a+ bi=a'+ b'iundc+di=c'+d'‘i den Inhalt, dass zu gleicher 
Zeit a—a‘, b=b', c=c’', d=d' ist, die abgeleiteten Gleichungen 
bedeuten aber zufolge der in (2) und (3) enthaltenen Definitionen 
foldendes: die erste, dass a+c=a'+c', b+d=b'+d', die 
zweite, dass a—c=a'—c', b—d=b'—d', die dritte, dass 
ac—bd=a'c —b'd', be +ad=b'c'+a‘d' ist. Diese Gleichungen 
sind richtige Conclusionen aus den vorausgesetzten; daher ist 
die ausgesprochene Behauptung bewiesen. 
Es fragt sich, ob nach der gegebenen Definition des Pro- 


(2) 
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duets von zwei complexen Gréssen auch der Satz bestehen bleibt, 
dass ein Product dann und nur dann gleich Null wird, wenn 
einer seiner Factoren gleich Null ist. 

Um den Inhalt dieses Satzes deutlich zu machen, wollen 
wir die Bezichungen zwischen reellen Gréssen aufsuchen, welche 
derselbe ausdriickt. Das Product der complexen Gréssen (a + 02) 
und (c+ di) wird durch die rechte Seite der Gleichung (3) dar- 
gestellt. Dicse complexe Grésse ist gleich Null, wenn bei der- 
selben der reelle Theil und der Factor von i gleich Null sind, 
dass heisst, wenn die beiden Gleichungen 
(4) ac—bda=0, be +ad=0 
befriedigt sind. Das Verschwinden der complexen Grisse a+ bi 
setzt die beiden Gleichungen 


(5) a=0, b=0 

das der complexen Grisse ¢ + di die beiden Gleichungen 
(6) a= 0, a) 

voraus. 


Dass das Product (a + bt) (€+ di) verschwinden muss, sobald 
der Factor a+bi oder der Factor ¢ + di verschwindet, leuchtet 
* sofort ein; denn sowohl die beiden Gleichungen (5) wie auch 
die beiden Gleichungen (6) bewirken das Verschwinden yon 
ac+bd und von be+ad. Damit aber das Product (a + bi) 
(c+ di) nur dann gleich Null werden kann, wenn einer der 
beiden Factoren gleich Null ist, miissen die beiden Gleich- 
ungen (4) die nothwendige Folge haben, dass entweder die 
beiden Gleichungen (5) oder die beiden Gleichungen (6) be- 
friedigt sind. 

Diese Folge besteht allerdings; sie beruht auf einer Grund- 
eigenschaft der Summen von zwei Quadraten, welche so lautet: 
Werden zwei Summen von zwei Quadraten a? +b? und c2+ a? 
mit emander multiplicirt, so ist ihr Product vermige der Gleichung 
(7) (a? + b*) (c?, + d?) =(ae — bd)?+ (bc +ad) 
ebenfalls gleich einer Summe von zwei Quadraten. 

Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sich, indem die 
beiden Quadrate der rechten Seite wirklich gebildet, die Pro- 
ducte —2acbhd und 2bcad gegen einander fortgehoben und 
die vier Glieder der Summe a?c? + 02d? +02c2+a2d2 zu der 
Summe (a° + b°)¢? + (a? + 0°) d® vereinigt werden. Sobald nun 
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zwischen den reellen Grossen a, 6, ¢, d die beiden Gleichungen 
ac—bd=0 und bc+ad=0 gelten, so verschwindet die Qua- 
dratsumme auf der rechten Seite von (7), und die linke Seite. 
von (7) muss ebenfalls gleich Null sein. Diese ist das Product 
der beiden reellen Factoren (a® +b*) und (c? + d*). Fiir ein Pro- 
duct von zwei reellen Gréssen ist in § 16 der Satz bewiesen, 
dass dasselbe nicht verschwinden kann, wenn jeder der beiden 
Factoren von Null verschieden ist. Folglich muss entweder der 
Factor a*+ 0°, oder der Factor c? + d® gleich Null sein. Nun 
kann die Summe der Quadrate von zwei reellen Gréssen nicht 
gleich Null sein; ausser wenn die Basen beider Quadrate gleich 
Null sind. Daher zieht die Annahme a? +6?=0 die beiden 
Gleichungen (5) a=0 und b=0, die Annahme c?+d?=0 die 
beiden Gleichungen (6) c=0 und d=0O nach sich. Deshalb 
folgt aus dem Verschwinden des Products (a +bi)(¢ + dt) ent- 
weder das Verschwinden des Factors a+ bi oder das Verschwinden 
des Factors ¢+di und das war der noch zu beweisende Theil 
des in Rede stehenden Satzes. 


§ 27. Division der complexen Gréssen. Einheiten auf dem 
j Gebiete der complexen Grdéssen. 

Jetzt kann auch der Begriff der Dwzision auf complexe 
Grissen ausgedehnt werden. Wenn a+ bi eine beliebige com- 
plexe Grisse bedeutet und c+ di eine complexe Grosse, die nicht 
gleich Null ist, so giebt es eine und nur eine Grosse r+ si, welche 
mit der complexen Grosse c+ di multiplicirt gleich der complexen 
Grésse a+ bi wird. Diese complexe Grosse r + si ist gleich dem 


; ls) pik 
Ausdrucke (a + 61) ee — ax) 


bei der Division des Dividendus a+6% durch den Divisor c+ da 
oder als der Bruch 


und wird als der Quotient 


a+ bi 
c+di 


bezerchnet. 

Die Voraussetzung, dass c+ di eine von Null verschiedene 
complexe Grisse sei, muss deshalb getroffen werden, weil das 
Product jeder complexen Grésse r+ si und der Null gleich der 
Null ist, mithin das Product (vr +s7)(¢+ di) niemals gleich einer 
von der Null verschiedenen complexen Grésse a+ 67 werden 
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kann. Bei der geltenden Voraussetzung, dass c+d7 nicht 
gleich Null ist, kann auch die Quadratsumme c¢? +d’ nicht 
gleich Null sein, und deshalb ist in dem obigen Ausdrucke 


(a+b) (= = aes “ 7 i die mit der reellen Grosse ¢? + d* 


auszufiihrende Division durchaus gerechtfertigt. Weil ferner bei 

der Multiplication dieses Ausdruckes mit der Grésse ¢ + di zuerst 

das Product der beiden Factoren 

eebildet werden darf und weil dieses Product nach der Regel 
oe a? 

Kinheit wird, so liefert die Multiplication des Ausdruckes 


(3) des vorigen § gleich das ist, gleich der 


c Asiale ; " / swig j 
@+bi(eea—s i mit der Grésse (¢+d2) in der 


That die verlangte Grisse a+ bz. 

Eine von dem angegebenen Ausdrucke + + s7 verschiedene 
complexe Griésse 7+ s'i kann die bezeichnete Forderung 
deshalb nicht erfiillen, weil aus der Annahme der beiden 
Gleichungen 

(r+si(c+di)=at+bi 

i +s't)(e+ dij=a+bi 
durch Subtraction die Gleichung 

(r + si—r'— s'i)(c+di)=0 
folgen wiirde. Das Product der linken Seite miisste gleich Null 
sein, und dieser Umstand zieht nach dem am Schlusse des 
vorigen § bewiesenen Satze mit Nothwendigkeit das Verschwinden 
von einem der beiden Factoren nach sich; der Factor c+ di 
ist als von Null verschieden vorausgesetzt, folglich miisste der 
andere Factor 
r+si—r—s'i 

gleich Null sein, und das heisst gerade, dass die complexen 
Grossen r + si und + + s‘i einander gleich sind. 

Fiir die gegebene Definition der Division von zwei com- 
plexen Grossen liisst sich genau wie fiir die drei ersten Grund- 
operationen beweisen, dass aus zwei Gleichungen 

a+ bi=a'+b0i, c+ di=e+ di 
die Gleichheit der beiden Quotienten folgt 
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at+bi_ a'+ bi 
c+di cf +a'i 

Daher ist es gestattet, auf die beiden Seiten von giiltigen 
zwischen complexen Grossen bestehenden Gleichungen gemiss den - 
gegebenen Definitionen die vier Grundoperationen des Addirens, 
Subtrahirens, Multiplicirens und Dividirens anzuwenden. 

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtung war die Gleichung 
(1) des vorigen § 

a + b°= (a— bi) (a+ bi). 

Die beiden complexen Gréssen, in welche hier die Summe 
der Quadrate a+ 6? zerlegt wird, haben denselben reellen Theil, 
wihrend die Factoren von i in dem imaginiren Theile gleich 
und entgegengesetzt sind. Aus der Griésse a+ bi entsteht durch 
Umkehrung des Vorzeichens von b die Grosse a— bi, und durch 
dasselbe Verfahren verwandelt sich a—6bi in a+67 zuriick. 
Zwei complexe Groéssen, welche dieselbe Bezichung zu einander 
haben, wie a+ bi und a— bi, heissen zu einander conjugirt. Hine 
reelle Grosse ist sich selbst conjugirt, und wenn eine complexe 
Grésse e+ di der complexen Grisse c— di, mit welcher sie conju- 
girt ist, auch gleich ist, so muss sie reell sem. Denn aus der 
Gleichung 


e+di=c—di 
folet fiir ¢ keine Bestimmung, dagegen folgt, dass 2d, mithin 
auch d gleich Null sein muss. Line rein imagindre Grosse ist 
der ihr entgegengeseteten conjugirt, und wenn eine complexe Grosse 
c+ di, zu der ihr conjugirten Grosse ce — di addirt, die Summe 
Null liefert, so muss sie rein imagindr sein. Dennaus der Gleichung 
e+dite—di=0 
folgt fiir d keine Bestimmung, dagegen folgt, dass 2c, also auch 
c gleich Null sein muss. Das Product einer complexen Grdsse 
e+ di in die thr conjugirte c—di ist die Summe der reellen Qua- 
drate c?+ d*, mithin immer eine positive Grosse, und nur dann 
gleich Null, wenn c+di=0 ist; dasselbe heisst die Norm 
der complexen Grisse c+ di. Die positive Quadratwurzel aus der 
NormV c? + ad? wird der analytische Modul der complexen Grosse 
c+di genannt. Die conjugirten Griéssen c+ di und c — di 
haben demnach dieselbe Norm und denselben analytischen 


Modul. 


, 6 
Lipschitz, Analysis. 
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Wenn man jeder von zwei beliebigen complexen Gréssen 
a+bi und c+ di respective die derselben conjugirte complexe 
Grisse a — 64 und ¢ — di gegeniiberstellt, und von-den Gréssen 
a—bi und c—di nach den aufgestellten Regeln die Summe, 
die Differenz, das Product, und unter der Voraussetzung, dass 
c? + d® nicht gleich Null ist, auch den Quotienten nimmt, so 
zeigen die resultirenden Ausdrticke 


(1) (a—bi) + (ec—di)=at+e—(b+d)i 
(2) (a—bi) —(e—di)=a—c—(b—a)i 
(3) (a — bi) (ec—di)=ac—bd—(ad-+ be)t 
a— bi c ae 
® saan i(spet eee) 


mit den fiir a + 62 und ¢ +.di gebildeten entsprechenden Aus- 
driickern verglichen, dass jedesmal der reelle Theil der gleiche, 
der Factor von 7 in dem rein imaginiren Theile der entgegen- 
gesetzteist. Durch die wiederholte Anwendung dieser Beobachtung 
entsteht der folgende allgemeine Satz. Wenn aus einer belie- 
begen aber beschrdnkten Anzahl von complexen Gréssen a+ bi, 
c+di,e+fi,.. durcheine beliebige aber beschrinkte Anzahl von 
Operationen des Addirens, Subtrahirens, Multiplicirensund Dividirens 
ein Resultat abgeleitet wird, das nach der Trennung des reellen und 
imagmdren Theiles gleich der complexen Grisse r +,8% ist, und 
_ wenn hierauf mit den zu den gegebenen conjugirten Grissen a—bi, 
ec—di, e—fi,.. dieselbe Reihe von Operationen ausgefiihrt 
wid, so ist das hervorgehende Resultat gleich der zu r+.sé 
conjugirten Grosse.r — $1. 

Hin aus gegebenen complexen Elementen auf die bezeich- 
nete Weise erhaltener Ausdruck bildet eine Verallgemeinerung der 
Ausdriicke, welche durch die entsprechenden Operationen aus 
reellen Elementen gebildet werden, und von denen der Eingang 
dieses Abschnittes handelt. Sobald die complexen Grissen a + bi, 
e+di,e+f%,.. nur durch die drei ersten Grundoperationen 
verbunden werden, so- entsteht ein algebraischer rationaler 
ganzer Ausdruck dieser Elemente; wofern auch die Division benutzt 
wird, entsteht ei algebraischer rationaler gebrochener Ausdruck 
dieser Elemente. 

Wenn die Gleichung (3) des gegenwiirtigen § und die 
Gleichung (3) des vorigen § verbunden werden, indem man die 
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conjugirten Factoren der linken Seite und die conjugirten Aus- 
driicke der rechten Seite mit einander multiplicirt, so os 
man die Gleichung (7) des vorigen § 
(a? + 6?) (c? + d®?)=(ae— bd)? +(be + ad). 

Ich habe es aber vorgezogen, diese Gleichung zuerst durch 
Operationen abzuleiten, die sich ausschliesslich auf dem Gebiete 
der reellen Gréssen bewegen, weil ich die Giiltigkeit dieser 
Gleichung als eine Thatsache ansehe, auf welche sich die Theorie 
der complexen Gréssen stiitzt, und fiir. die aus dieser Theorie 
zwar ein Beweis aber keine Erklarung entnommen werden kann. 
Nach der eingefiihrten Terminologie liisst sich der Inhalt der 
Gleichung so aussprechen, dass die Norm des Products von zwei 
complexen Grossen hei dem Product der Normen der beiden 
Factoren ist. 

Um sich das Wesen der complexen Gréssen leichter ver- 
stindlich zu machen, kann man bei ibrer Betrachtung einen 
Gang einschlagen, der sich dem im ersten Abschnitte fiir die 
reellen Gréssen genommenen Gange anschliesst. Es miégen zu- 
erst nur solche complexe Gréssen gebildet werden, bei denen 
der reelle Theil und der Factor von 7 positive oder negative 
ganze Zablen sind; aus complexen Gréssen von dieser Eigen- 
schaft a+ bi, c+di, e+/fz,.. kann durch Anwendung der drei 
ersten Grundoperationen nur eine complexe Grésse + + s7¢ ent- 
stehen, bei der 7 und s wieder positive oder negative ganze 
Zahlen sind. Es mdgen zweitens nur solche complexe Gréssen 
gebildet werden, bei denen der reelle Theil und der Factor von 
4 positive oder negative rationale Briiche sind; aus complexen 
Gréssen von dieser Eigenschaft a+67, c+ di, e+fi,.. kann 
durch Anwendung der vier Grundoperationen nur eine complexe 
Grésse r+s7 entstehen, bei der + und s positive oder negative 
rationale Briiche sind. Zu einer dritten Gattung gehéren die 
complexen Gréssen, bei denen entweder der reelle Theil oder der 
Factor von 7 eine irrationale Grisse ist, oder beide irrationale 
Gréssen sind. Gauss hat eine complexe Grosse a + bi, bei der a und 
b positive oder negative ganze Zahlen sind, eine complexe ganze 
Zahl, eine complexe Grosse a+ bi, bei der a und D positive oder 
negative rationale Briiche sind, eine complexe rationale Zahl ge- 
nannt und eine Theorie dieser Zahlen gegriindet. 
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Die vorhin beriihrte Gleichung (7) des vorigen § driickt, 
wenn a, b, c, d, ganze Zahlen sind, den Satz aus, dass das 
Product von zwei Zahlen, deren jede gleich einer Summe von 
gzwei ganzen Quadraten ist, selbst gleich einer Summe von zwei 
ganzen Quadraten ist. Es sei zum Beispiel a=—1, b=; 
c= 2, d=3 so findet sich 


a +b°=5, ?+@=13, 
ac—bd=—4, be+ad=7, 
(ac—bd)*? + (bc + ad)’= 65, 

MGs 


Auf dem Gebiete der positiven und negativen reellen Gréssen 
sind die beiden Einheiten + 1 und —1 vorhanden. Auf dem Ge- 
biete der complexen Gréssen tritt zu diesen beiden die wmagindre 
Finheit i und ausser dieser noch die entgegengesetzte imaginare 
Einheit —i hinzu. Diese vier Einheiten sind nach der vorhin 
gegebenen Definition complexe ganze Zahlen und haben die ge- 
meinsame Eigenschaft, dass die Norm von jeder derselben gleich 
der reellen positiven Einheit ist; denn die complexe Grosse 


x-+ yi nimmt nach einander die Werthe + 1, — 1, 2, —7 an, 
sobald beziehungsweise x=1, y=0, dann ec=—1, y=0, 
hierauf «=0, y=1, und endlich x=0, y=—1 genommen 


wird, und fiir jedes Paar dieser ganzzahligen Werthe gilt die 
Gleichung 2? + y?=1. Wenn jetzt festgesetzt wird, dass jede 
complexe ganze Zahl x + yi, fiir welche die Gleichung a? + y? = 1 
erfiillt ist, eine Einheit heissen soll, so lisst sich zeigen, dass 
es ausser jenen vier Einheiten keine anderen giebt. Es kann 
durch zwei positive oder negative ganze Zahlen x und y die 
Gleichung «+ y?=1 nicht erfiillt werden, wenn eine der bei- 
den ganzen Zahlen einen grisseren numerischen Werth hat als 1, 
denn schon das Quadrat der Zahl Zwei ist gleich 4. Auch 
kénnen nicht « und y beide numerisch gleich der Einheit sein, 
weil w* + y°*dann gleich Zwei wiirde. Also erlaubt jene Glei- 
chung nur die vier Auflésungen, bei denen entweder a=1, y=0, 
oder c=—1, y=0, oder x=0, y=1 oder x=0, y=—1 ist. 
Dieselben bringen, wie schon bemerkt, fiir 7 + yi die vier Werthe 
hervor 

tha wad +e yi 


? 
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und diese sind demnach die vier einzigen im Gebiete der complexen 
Gréssen vorhandenen Einheiten. 

Diese vier Einheiten kénnen aus der imaginiren Einheit 
¢ erhalten werden, indem man dieselbe successive mit sich selbst 
multiplicirt oder auf ganze Potenzen erhebt. Vermdge der fiir 
die Multiplication geltenden Regel kommt 

VS) a ae Hey. 

Nachdem bei der Erhebung auf die vierte Potenz der Werth 
der positiven reellen Einheit erschienen ist, wiederholen sich 
die Werthe 7, —1, —i, +1 in regelmassiger Folge. Um daher 
den Werth einer beliebig hohen positiven Potenz von i, etwa 7” 
zu finden, ist der Exponent » durch die Zahl 4 zu dividiren 
und der zugeordnete Rest o zu bestimmen, der nach § 9 eine 
der Zahlen 0, 1, 2, 3 sein muss. Dann wird die in Rede 
stehende Aufgabe durch die Gleichung 


ots 


gelist; das Zeichen 2° stellt die reelle positive Einheit dar. 


§ 28. Zerlegbarkeit von jeder Function des zweiten Grades 
einer Variable bei Anwendung der Rechnung mit complexen 
Grossen. 


Die im § 25 angestellte Betrachtung der rationalen ganzen 


f(a) ae pay ok 7 & + = schloss mit 


0 0 0 


Function des zweiten Grades 


dem Resultate ab, dass die Function Lf (2 2) entweder den Werth 


A, 


Null annehmen kann und dann gleich einem Product von zwei 
Factoren des ersten Grades (~2—a)(a—() wird, oder nicht den 
Werth Null annehmen und dann auch nicht gleich einem solchen 
Product (~—«)(«—f) werden kann. Die Einfiihrung der 
Rechnung mit complexen Gréssen hat nun die Wirkung, diesen 
Unterschied aufzuheben. In dem zuletzt erwahnten Falle wurde 


die Function iu gleich dem Ausdrucke (11) des § 24, bei 


welchem 


ta,4,—a}>0, B= Ysuu—% 
4 az 
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war, also galt die Darstellung 


2 
(1) ge + EF 4 2 (p4 2) +B. 
Ay a, 2a 


=O 


Bei der Anwendung der Rechnung mit complexen Grossen 
wird die Quadratsumme der rechten Seite gleich dem Product 
(2) (2+ st ~iB)(2+ oa +iB), 
dessen zwei Factoren in Bezug auf die Variable x von dem ersten 
Grade sind. Damit treten alle ganzen Functionen des zweiten 
Grades auf eine und dieselbe Stufe; jede ganze Function des 
zweiten Grades von x kann als ein Product von ewe Factoren 
des ersten Grades von « dargestellt werden, und die zugeordnete 
Gleichung hat stets zwei Wurzeln. Das Product (2) lasst sich 
zum Verschwinden bringen, indem x entweder einen complexen 
Werth erhilt, durch den der erste Factor gleich Null wird, 


; a ‘ 4 ‘ 
namlich den Werth €,=— os +7B, oder indem x einen com- 


0 


plexen Werth erhilt, durch den der zweite Factor gleich Null 


a, 


wird, nimlich den Werth €,=W— —iB. Die Gleichung 


f (§)=0 hat in Folge dessen die beiden complexen Wurzeln 


a ; a as 
(3) E=- cP ibd &=— oy Neat 


und zwar sind diese Wurzeln von einander verschieden, weil thre 
Differenz den Werth 

ergiebt, und 2B nicht gleich Null ist. Da sich die beiden 
Wurzeln nur durch das Vorzeichen des Factors yon 7 unter- 
scheiden, so sind sie zu einander conjugirt. 

Kine complexe Grésse y+ di, welche weder gleich & noch 
gleich &, ist, kann den Ausdruck (2) nicht zu Null machen. 
Denn sonst miisste das Product 

(y+ 8i-+ $2—iB) (y+ dinaeet +iB) 


2A 


gleich Null sein, ohne dass einer der beiden Factoren gleich 
Null wire, und das ist nach dem letzten Satze des § 26 un- 
méglich. Daher hat die Gleichung f(§)=0 in dem gegenwdrtigen 
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Falle, wo die Verbindung 4a,a,—a? positiv ist, die beiden in 
(3) bezeichneten conjugirten complexen Wureeln und ausser diesen 
keine andere Wurzel. 


In dem dritten Beispiele (17) des §24 war die Function 


7h a ee (feel ae 
2 4 


gegeben, und B =5V38 . Die conjugirten complexen Wurzeln 


der zugehérigen Gleichung sind demnach 


ie ee 
fag tyVas 

oth 1a ess 
Saou sods? a 


Wenn man die in (3) definirten complexen Wurzeln &, und &, 
der Gleichung f(g) =0 riickwiirts in die Factoren des Ausdrucks 
(2) einfiihrt, so erhilt derselbe die Gestalt 
(5) (w—£,)(@ — &,) 
welche mit der Gestalt von (1) und (2) in §25 ganz iiber- 
einstimmt. 

Nunmehr kénnen die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
f()=0 fir alle drei unterschiedenen Fille durch dieselben Aus- 
driicke dargestellt werden, namlich 


a a 
(6) f=— aN Maa? iam aey 
Die Grosse w ist eine Wurzel der Gleichung 


—4a,a,+ a5 
4aé j 
und ewar, wenn 4a, a, —a? <0 ist, die positive Quadratwurzel 
—4Aa,a, +a} 
4a? 
Null, wenn 4a,a,—ai>0 ist, gleich dem Product aus der wma- 
gindren Einheit 1 in die positive Quadratwurzel aus der Grosse 
4a,a,— ay 
4a? 
E &, folgen aus (6) durch eine leichte Rechnung die Gleichungen 
(8) Seiaices SA nares 


0 


(7) w= 


aus der Grésse , wenn 4a,a, —ai=0 ist, gleich 


Fiir die Summe &,+ &, und ftir das Product 


Mit Milfe der Wurzeln &, und &,, die in (6) ausgedriickt sind, 
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wird die Function f(a) gleich dem Product von zwei Factoren des 
ersten Grades in Beeug auf die Variable x 
(9) f{(a)= a, (@— §,)(4 — §). 

Die beiden Factoren (~—&,) und (—-&,) sind ftir eimen 
beliebig verdnderlichen reellen Werth von x, wenn 44,4, —a;<0 
ist, reell und von einander verschieden, wenn 4a,a,—a;=0 st, 
reell und einander gleich, wenn 4a,a,—a?>0 ist, complex und 
zu eimander conjugirt. Niemals ist es méglich, die Function f(x) 
fiir einen beliebigen Werth von «x durch eine Glerchung 

f(z) San Ay (@ 4 0,) (x rae 02) 

auf eine von der Gleichung (9) verschiedene Weise in Factoren 
zu zerlegen. Die Annahme, dass oe, von &, und §, verschieden 
sei, und dass ge, von &, und &, verschieden sei, fiihrt niimlich 
durchaus zu ebensolchen Widerspriichen wie die oben erérterte 
Annahme, dass es in dem besondern Falle von zwei complexen 
conjugirten Wurzeln €, und &, eine von diesen verschiedene 
Wurzel gebe. 


§29. Reine Gleichungen eines beliebigen hohen Grades von 
der Gestalt «w'— 0. 


Die mitgetheilte allgemeine Auflésung der quadratischen 
Gleichung /(§)=0 fiihrt auf die Gleichung (7) des vorigen § 
zuriick, durch welche eine Grésse w bestimmt wird, deren 
Quadrat gleich einer gegebenen Grosse sein soll. Eine Gleichung, 
durch welche eme Grosse w verlangt wird, von der die positive 
ganze nte Potenze gleich einer gegebenen Grisse C sein soll, 

(1) wo =O 
heisst eme reme Gleichung des nten Grades, auch eine zwei- 
gliedrige oder binomische Gleichung des nten Grades. 

Die Gleichung (7) des vorigen § ist demnach eine reine 
quadratische Gleichung. Die reine Gleichung des nten Grades 
(1) enthalt, wofern C eine positive Grisse ist, dieselbe Forde- 
rung, mittelst welcher in §14 und spiiter in § 20 des ersten 
Abschnittes die positive nte Wurzel aus einer positiven Grosse C 
definirt worden ist. Der an jenen Stellen bewiesene Satz, dass 
die positive mte Wurzel aus der positiven Grisse C eindeutig 
bestimmt ist, sagt nichts anderes aus, als dass die Gleichung 
(1) bet einem positiven C eine und nur eine positive Wureel hat. 
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Ob die Gleichung (1) bei einem positiven C auch durch 
negative Werthe von w befriedigt werden kénne, ist im ersten 
Abschnitte nicht erdrtert worden, kann indessen sehr leicht be- 
stimmt werden. Weil eine negative Grésse, eine ungerade 
Zahl von Malen mit sich selbst multiplicirt, ein negatives Re- 
sultat, dagegen, eine gerade Zahl von Malen mit sich selbst mul- 
tiplicirt, ein positives Resultat liefert, so kommt es darauf an, 
ob die Zahl n, welche den Grad der Gleichung (1) ausdriickt, 
ungerade oder gerade ist. Wenn m eine ungerade Zahl ist, so 
kann keine negative Grésse w auf die nte Potenz erhoben gleich 
der positiven Grésse C werden. Wenn dagegen m eine gerade 
Zahl ist, so wird die in Rede stehende Gleichung durch die mit 
der negativen Einheit multiplicirte vorhin definirte positive nte 
Wurzel aus C ebenfalls erfiillt. Ausser dieser negativen Grésse 
kann dies aber keine von derselben verschiedene negative Grosse 
leisten; denn sonst miisste die betreffende Grésse durch, die 
Multiplication mit der negativen Einheit aus einer von der zuerst 
angewendeten Wurzel verschiedenen positiven Wurzel erhalten 
werden kénnen, und eine solche giebt es nicht. 

Sobald die Grésse C negativ angenommen wird, und n eine 
ungerade Zahl bedeutet, so giebt es keinen positiven, dagegen 
einen und nur einen negativen Werth, welcher die Gleichung 
(1) befriedigt. Denn nach dem so eben Erorterten hat die Glei- 
chung 
(2) wo" = —C 
eine und nur eine positive Wurzel, und deren negativ genom- 
mener Werth geniigt der Gleichung (i): Die Gleichung (1) kann 
aber keine andere negative Wurzel haben, weil eine solche, mit 
der negativen Einheit multiplicirt, eine andere positive Wurzel 
der Gleichung (2) liefern wiirde. 

Sobald endlich die Grésse C negativ angenommen wird, 
und » eine gerade Zahi bedeutet, so existirt keine positive oder 
negative Grésse, welche die Gleichung (1) erfiillt, weil die Er- 
hebung auf einen geraden Exponenten stets ein positives Resul- 
tat erzeugt. Daher findet in diesem Falle schon bei der reinen 
quadratischen Gleichung die Einfiihrung der imaginaren Grossen 
ihren Platz. Die reine quadratische 

wrA-=.C 
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zeigt die beiden rein imaginiren einander entgegengesetzten 


Wurzeln 
(VEL Baye 

Die Frage nach der Auflésung der reinen Gleichung des 
nten Grades (1) kann nun die allgemeine Fassung erhalten, 
dass alle reellen oder complexen Gréssen verlangt werden, 
welche dieser Gleichung geniigen. Dieser Frage entspricht 
die allgemein giiltige Antwort, dass, wenn die Grosse C 
nicht gleich Null ist, die betreffende reine Gleichung des nten 
Grades immer genau n von einander verschiedene Wurzeln hat. 
Durch dieses Resultat, welches sogleich abgeleitet werden soll, 
bestatigt sich der Werth der Einfiihrung der complexen Gréssen. 


§ 30. Darstellung einer complexen Grésse mit Anwendung 

des Sinus und des Cosinus eines zugehérigen Winkels. Ent- 

sprechende Darstellung einer ganzen Potenz einer complexen 
Grosse. 


Wenn es darauf ankommt, alle complexen Gréssen a + 6% 
zu betrachten, welche fiir w gesetzt die Gleichung 
(1) w =O 
erfiillen, bei der wir uns zunichst wieder C gleich einer reellen 
positiven Grésse denken wollen, so ist von der complexen Griésse 
a+ bi die positive ganze nte Potenz nach den fiir die Multi- 
plication der complexen Gréssen geltenden Regeln zu_bilden. 
Diese nte Potenz besteht aus einem reellen Theil r und einem 
rein imaginiren Theil si, wo 7 und-s algebraische rationale 
ganze Ausdriicke der Elemente a und 0 sind, und weil r + si = 
C sein soll, so muss der reelle Theil » gleich der gegebenen 
reellen Grésse C und der imaginiire Theil si gleich der Null 
sein, wodurch das Verschwinden des reellen Factors s bedingt 
ist. Es treten daher an die Stelle der einen Gleichung (1) die 
beiden Gleichungen 
(2) r=C, s=0, 
und dienen zu der Bestimmung der beiden reellen Griéssen a 
und 06, aus denen sich die complexe Griésse a + 04 zusammen- 
setzt. 

Die Bildung der nten Potenz (a + 07)" kann nun mit Hin- 
zuzichung von gewissen Hiilfsvorstellungen auf eine eigenthiim- 
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liche Art bewerkstelligt werden. Eine complexe Grésse a + bi, 
die nicht gleich Null ist, hat nach einer in § 26 gemachten Be- 
merkung eine von Null verschiedene Norm a? + 62, und daher: 
auch einen von Null verschiedenen analytischen Modul, die po- 
sitive Quadratwurzel Ya? + 62. Deshalb darf jede von Null 
verschiedene complexe Grésse durch ihren analytischen Modul 
dividirt und mit demselben multiplicirt werden, so dass die 
Gleichung 


eS a ( 


a b . 
ee SS == 
V@+e Veto 
a b 
——_- + -,—______ 3 hat jetzt die 
Vere Var+s : 


Eigenschaft, dass seine Norm oder die Summe der Quadrate 


entsteht. Der Factor 


sh und 

Va +03 Ve+o 
heit ist. Die gleiche Eigenschaft kennt man bei den trigono- 
metrischen Functionen Sinus und Cosinus eines Winkels. Es mige 
in einer Ebene von einem festen Punkte aus eine gerade Linie 
gezogen und diese Linie um den festen Punkt in einem bestimm- 
ten Sinne, etwa von der linken zur rechten Hand, gedreht werden. 
Man betrachtet die Winkel @, welche die urspriinglich gezogene 
Linie mit denjenigen Lagen der Linie bildet, die aus der Dre- . 
hung derselben hervorgehen, und sagt, dass ein Winkel im er- 
sten, zweiten, dritten, vierten Quadranten liege, je nachdem sich 
derselbe zwischen Null und einem Rechten, zwischen einem und 
zwei Rechten, zwischen zwei und drei Rechten, oder zwischen 
drei und vier Rechten befindet. Der Cosinus und der Sinus eines 
Winkels sind positive oder negative Zahlengréssen, deren nu- 
merischer Werth niemals die Einheit iibertrifft. Der Cosinus 
bewegt sich fiir einen den ersten Quadranten stets wachsend 
durchlaufenden Winkel abnehmend yon 1 bis 0, fiir einen den 
zweiten Quadranten stets wachsend durechlaufenden Winkel ab- 
nehmend von 0 bis — 1, in dem dritten Quadranten wachsend 
von — 1 bis 0, in dem vierten Quadranten wachsend von 0 bis 
1. Der Sinus bewegt sich fiir einen den ersten Quadranten stets 
wachsend durchlaufenden Winkel wachsend von 0 bis 1, fiir 
einen den zweiten Quadranten stets wachsend durchlaufenden 
Winkel abnehmend von 1 bis 0, in dem dritten Quadranten ab- 


der reellen Gréssen 


gleich der Ein- 
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nehmend von 0 bis —1, in dem vierten Quadranten wachsend 
von —1 bis 0. Ftir denselben Winkel ist, wie schon bemerkt, 
die Summe der Quadrate des Cosinus und des Sinus stets gleich 
der Einheit; werden zwei zusammengehirige positive oder ne- 
gative reelle Werthe gegeben, welche diese Bedingung erfiillen, 
so gehért respective zu denselben als Cosinus und Sinus ein 
innerhalb der 4 Quadranten véllig bestimmter Winkel. Aus die- 
sem Grunde giebt es einen innerhalb der 4 Quadranten vollig 


: : o a 
bestimmten Winkel, dessen Cosinus gleich der Grésse —————— 
Va + B? 


, 


und dessen Sinus gleich der Grésse ae ist. Der Winkel 
Va? +B? 

selbst soll nicht durch die Zahl der in demselben enthaltenen 
Grade, sondern durch das Verhiltniss gemessen werden, in wel- 
chem bei einem mit einem beliebigen Radius beschriebenen 
Kreise die Linge des dem Winkel zugehérigen Kreisbogens 
zu dem Kreisradius steht. Wenn eine an und fiir sich vollig 
bestimmte Linie als die Einheit der Lange angenommen und 
auch zum Kreisradius gewahlt wird, so ist fiir diesen Kreis die 
Linge des betreffenden Bogens selbst das Mass des zugeordneten 
Winkels. Der Flichenraum, der von dieser Kreislinie einge- 
schlossen wird, ist bekanntlich gleich dem Producte aus dem 
Quadrat der Liangeneinhbeit in die feste Zahlengrisse 7 = 
3,1415926.. Die Liinge der ganzen Kreisperipherie wird dann 
durch 27 ausgedriickt. : 

Die Bogenlinge ¢, welche in diesem Kreise einem Winkel 
von mGraden entspricht, findet sich demgemiiss durch die Pro- 
portion 

m°:360° = g:2z, 


so dass dem rechten Winkel die Bogenliinge zugehort. Durch 


die beliebig gegebenen reellen positiven oder negativen Gréssen 
a und 6 wird somit vermége der Gleichungen 


(4) ere COs z Bee = sing 

Va +33 Va? +B? 
ein Winkel ¢ innerhalb der vier ersten Quadranten, die den 
Kreis erfiillen, vollstiindig bestimmt. 


Lisst man die Drehung der Linie, welche den Winkel @ 
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hervorbringt, in demselben Sinne weiter gehen, so kommt die 
Linie in Lagen, welche sie schon eingenommen hatte, und die 
Werthe des Cosinus und des Sinus werden den friiher erhaltenen 
beziehungsweise gleich. Eine Vergrésserung des Winkels g um 
eine volle Kreisperipherie 27 indert weder den Cosinus noch 
den Sinus, so dass die Gleichungen 
(5) cos(y + 27) = cosy, sin(p + 27) =sing 
gelten. Bei einer wiederholten Umdrehung kehren dieselben Er- 
scheinungen wieder, darum bestehen fiir jede positive ganze 
Zahl s die Gleichungen 
(6) cos (p + 287)=cos@, sin(p+ 2saz)=sing. 
Wahrend der Cosinus und der Sinus eines Winkels ¢ als tri- . 
gonometrische Iunctionen dieses Winkels bezeichnet werden, heisst 
der Winkel g das Argument einer jeden zugehérigen Function, und 
die in den Gleichungen (6) ausgedriickte Eigenschaft, dass die tri- 
gonometrischen Functionen immer wieder dieselben Werthe an- 
nehmen, wenn der Winkel g um dieselbe Grosse, niimlich den 
Werth 27, wiachst, macht sie zu periodischen Iunctionen des 
Arguments p mit der Periode 27. Ausser derjenigen Drehung 
der in einem Punkte festen Linie, durch die nach der gegebenen 
Vorschrift der Winkel g erzeugt worden ist, und die von der 
linken zur rechten Hand ging, ist auch eine von derselben An- 
fangslage ausgehende Drehung im entgegengesetzten Sinne zu- 
lissig. Wenn man den auf die letztere Art entstehenden Win- 
keln negative. Werthe der Grésse @ entsprechen lasst, so ist 
die Lage der gedrehten Linie fiir ein negatives  dieselbe, die 
den Werthen go + 27, p+ 47, u. 8. f zugehért. Der Cosinus 
und der Sinus des Winkels, den die gedrehte Linie mit der An- 
fangslage bildet, sind fiir alle verschiedenen Lagen der gedreh- 
ten Linie definirt, indem sie fiir alle zwischen 0 und 27 lie- 
genden Werthe des Winkels @ definirt sind, und damit fiir eine 
wiederkehrende Lage der Linie auch die Werthe des Cosinus 
und Sinus wiederkehren, muss festgesetzt werden, dass die Glei- 
chungen (6) fiir alle positiven und negativen Werthe der Grésse 
g giiltig sein sollen. So bekommen die Functionen cos 
und sing die Eigenschaft, auch dann respective ihre Werthe un- 
geindert zu behalten, wenn das Argument g um eine beliebige 
Anzahl yon ganzen Vielfachen der Periode 2 vermindert wird, 


94 Anwendung der trigonometrischen Functionen. § 30. 


und die Bedeutung von s in den Gleichungen (6) erstreckt sich 
auf alle positiven und. negativen ganzen Zahlen. 

Indem der als positiv definirte analytische Modul Va? +0? 
durch @ bezeichnet wird, giebt die Anwendung der Gleichungen 
(4) auf die Gleichung (3) ftir jede von der Null verschiedene 
complexe Griésse a + 61 die Darstellung 
(7) a+ bi=e(cosg + ising). 

Es werde nun eine pie es) zweite see Grosse ¢ c+ dt 


gleich o gesetzt, und durch die Gleichungen fen cosy und 


“sin ein Winkel bestimmt, dann gilt die Gleichung 


(8) c+ di=o(cosy + 7sinx). 
Wir bilden jetzt das Product (a + bi)(e + dz) und den Quo- 


: at bi 
tienten ae 
e+ de 


mit den beiden analytischen Moduln, dann mit den Factoren 
cosg + ising und cosy +isiny vornehmen. Das Product giebt 
die Entwickelung 
(9) (cosg + tsin@) (cosy + isin x) = 

cos pcos x -— sing sin y + i(sin pcos x + cos psin x). 
Es ist aber nach einem Fundamentalsatze der Trigonometrie 
fiir jedes Argument m und y der reelle Theil auf der rechten 
Seite gleich dem Cosinus, der Factor von 7 auf derselben Seite 
gleich dem Sinus der Summe der Argumente p + x, und deshalb 
besteht die Gleichung 
(10) (cos + ising) (cosy + isiny) = cos(p + x) + isin(p +x). 
Was die Division anlangt, so hat die Gleichung cos?y + sin? y= 1 
zur Folge, dass 


indem wir die betreffenden Operationen zuerst 


1 
11 oats eee ree 
(11) Sage ay cos y — isin y 


ist, und daher ergiebt sich fiir den Quotienten es aad? 

cosy + tsiny 
durch Entwickelung des statt seiner zu setzenden Products 
(cos + ising) (cosy — isiny) und durch Anwendung der 
fundamentalen Darstellungen von cos(g—y) und sin(@—y) der 
Ausdruck 
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(12) eee re 4) + isin(g — x). 
cosy + 7siny , * ; 

Demnach wird das Product und der Quotient der gegebenen 
complexen Gréssen a + 62 und ¢ + di durch die Gleichungen 
(13) (a4 bi)(c + di) = eo(cos(p + x) + ising + 9), 
(14) - = _ =t (cos (¢ — x) + tsin(@ — x) 
dargestellt. 

Wenn fiir eine beliebige complexe Grésse p + qi ein Aus- 
druck vorliegt 
(15) P p+ qi=t(cosw + isinw), 
in dem z eine positive Grosse, w eine reelle Grésse bedeutet, 
so ist ¢ nothwendig gleich dem analytischen Modul Vp? + @ 


‘ und der Winkel w durch die Gleichungen SpA tli dy wW, 
V p? + q° 


> pin w bestimmt. Denn die vorausgesetzte Glei- 
Ve t+@ 


chung zieht durch Trennung des Reellen und des Imaginiren 
die Gleichungen ' 
p=tcosw, g=tsinw 
nach sich. Durch Quadriren und Addiren der Gleichungen 
kommt, da cos? w + sin? w= 1 ist, 
[eg = « 

und weil « eine positive Grosse sein soll, so ist « gleich der 
positiven Quadratwurzel Vp? + q? oder dem analytischen Mo- 
dul der Grésse py +iq. Dieser Werth von ct bringt die Glei- 


chungen a NS ae 

eee & Vie ee 
diese Gleichungen ist aber der Winkel w in der Weise bestimmt, 
dass zwei derselben entsprechende Winkel nur um ein ganzes 
Vielfache der vollen Peripherie 27 verschieden sein kénnen. 
In den Gleichungen (13) und (14) haben wir auf der rechten 
Seite Ausdriicke von der in (15) bezeichneten Beschaffenheit ; denn 


= cosy, = sinw hervor. Durch 


weil 9 und o positiv sind, so ist sowohl eo wie auch = posi- 


tiv, und weil m und x reelle Gréssen sind, darum ist ihre Summe 
gy +4 und ihre Differenz p — x ebenfalls reell. Deshalb ist go 


der analytische Modul des Products und = der analytische Mo- 
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dul des Quotienten, die sich beziehungsweise auf der linken 
Seite befinden. Das erstere von diesen Ergebnissen kann tibri- 
gens aus der Gleichung (7) des § 26 unmittelbar abgeleitet wer- 
den, und hierauf das zweite aus dem ersteren. Durch Wieder- 
holung derselben Schlussweise gelangt man zu dem Satze, dass 
der analytische Modul eines Products mehrerer complexen Fac- 
toren gleich dem Product der Moduln der einzelnen Factoren ist. 
Um aus der Gleichung (13) eine Darstellung der Potenzen 
der Grésse a + 62 zu erhalten, setzt man zunichst ¢ + di= 
a+ bi, wodurch o=o0, y= @ wird, und die Gleichung entsteht 
(a + b1)? = g? (cos2g + 718in2q). 
Wird ferner (a + bi)? fiir ¢ + di genommen, so stellt o? den 
Modul o, und 2g¢ den zugeordneten Winkel x dar, und die 
wiederholte Anwendung der Gleichung (13) liefert das Resultat 
(a + b2)§ = 03 (cos3q + is8in3q). 
Da auch hier fiir den Werth der linken Seite @*® der Modul, 3 
der zugeordnete Winkel ist, so lasst sich dieses Verfahren stets 
fortsetzen, und es entsteht die fiir jede positive ganze Potenz des 
Grades n geltende Gleichung 
(16) (a + bi) =e (cosng + isinng). 
Diese Gleichung sollte abgeleitet werden. 


§ 31. Allgemeine Auflésung der reinen Gleichungen eines 
beliebig hohen Grades w = C. 

Die reine Gleichung ; 
Cis > wo =C, 
bei der C eine reelle positive Grisse bedeuten soll, kann durch 
den Werth w=0 nicht erfiillt werden; jeder complexe Werth 
wo =a + bt, der geniigen soll, muss also von Null verschieden 
sein. Ein solcher Werth kann mithin nach (7) des vorigen 
§ in die Gestalt gebracht werden 
(2) a+ bix=o(cosp+ising), 
derselbe liefert, auf die mte Potenz erhoben, den Ausdruck 
(3) (a+bi) = @ (cos np + isinn¢) 
und fiihrt daher vermige der Substitution in (1) zu der Gleichung 
(4) e (cosnp +isinng) =O. 

Diese zerfallt durch die Trennung des Reellen und Ima- 
giniiren in die beiden Gleichungen 
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(5) e cosnp=G, oe sinng=0, 

welche der Sache nach mit den beiden Gleichungen (2) des 
vorigen § zusammenfallen. Dadurch, dass die Gleichungen (5) qua- 
drirt und addirt werden, ergiebt sich, weil cos?np+sin?ng—=1 
ist, die Gleichung 

(6) 0 = ce 

Da nun g als der analytische Modul von a+ bi eine positive 
Grésse, und C nach der Voraussetzung ebenfalls eine positive 


Grosse ist, so fillt e” als die positive Quadratwurzel aus 0” 


mit C als der positiven Quadratwurzel aus C” zusammen. Weil 
iiberhaupt die positive mnte Wurzel aus einer positiven Grisse 
C nach § 17 und 20 eindeutig bestimmt ist, so folgt aus der 


Gleichung 9" = C, dass die positive nte Wurzel der linken Seite 
gleich der positiven mten Wurzel der rechten Seite sein muss, 
oder dass die Gleichung 


(7) ee ae) ; 

besteht. Der Modul 0 fiir jede Wurzel a+bi der Gleichung 
(1) ist also gleich der positiven nten Wurzel aus der positiven 
Grosse C. 

Die Gleichungen (5) verwandeln sich demnach in die 
beiden Gleichungen 
(8) cosng=1, sin np=—0. 

Der Winkel, dessen Cosinus gleich 1 und dessen Sinus gleich 
0 ist, hat den Werth Nall oder nach der Gleichung (6) des 
vorigen § den Werth eines ganzen positiven oder negatiwen 
Vielfachen der vollen Peripherie 2su. Daher wird in den 
Gleichungen (8) das Argument » durch die Gleichung 
(9) np=2Asn 
bestimmt, wo s irgend eine positive oder negative ganze Zahl 
mit Einschluss der Null bedeutet. 

Wenn man sich also die volle Peripherie 27 des Kreises 
vom Radius Eins in n gleiche Theile getheilt und von dem s fachen 
nten Theile den Cosinus und Sinus genommen denkt, so entstehen 
die Gleichungen 


230 
(10) COS (PP == COS 


sin m= sin pine 

in @ = a 

? p ik 

und die Einsetzung des Werthes von @ aus (7) und der vor- 


Lipschitz, Analysis. 7 
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stehenden Werthe in die Gleichung (2) ruft fiir die séimmtlichen 
Wurzeln der Gleichung (1) die Darstellung hervor 


: eo 287 See SUE 
(13) a +bi=VO(cos = + 2S81n - 2). 


§ 32. Betrachtung der simmtlichen Wurzeln einer reinen 
Gleichung eines beliebigen Grades w = C. 


Um zuermitteln, welche unter den gefundenen Ausdriicken 
a+bi einander gleich und welche von einander verschieden 


, . 281 : oe CRSoE 
sind, haben wir uns nur mit den Factoren cos yf isin =~ a 
beschiiftigen, weil der wesentlich positive analytische Modul 


Vo iiberall derselbe ist.. Zwei Ausdriicke cosw+isinw und 
cos w+ isinu’ sind aber einander gleich oder von einander 
verschieden, je nachdem die Differenz «’— wu ein ganzes Viel- 
fache der vollen Peripherie 27 ist oder nicht. Schreibt man 
daher in dem gegenwirtigen Falle fiir s die natiirliche Reihe 
der Zahlen mit der Null anfangend bis zu der Zahl »—1 in 
eine horizontale Reihe, und setzt diese Reihe nach der Seite 
der positiven und der negativen immer weiter fort, indem man 
immer neue horizontale Reihen von gleich vielen uiimlich von 
n Gliedern bildet, so entstehet das folgende Schema 

—n —n+1—n+2—n+4+8.. —l 
@ 0 t 2 3... nm—l 
% << Wbp1l Nb? ~n+ 35. 2n—] 


Hier befinden sich in der ersten vertikalen Reihe die Null 
und die simmtlichen Vielfachen der Zahl » und zwar so, dass 
wenn man mit der in der mittelsten horizontalen Reihe stehen- 
den Null beginnt, nach unten die positiven Vielfachen, nach 
oben die negativen Vielfachen von x cinander regelmissig 
folgen. Desgleichen enthilt jede horizontale Reihe die Glieder 
einer nach beiden Sciten unbegrenzten arithmetischen Reihe, wie 
sie in § 23 erwiihnt ist. Das in der mittelsten horizontalen 
Reihe befindliche Glied ist eine zwischen Null und n—1 ent- 


haltene Zahl, und die Differenz der arithmetischen Reihe ist die 
Zahl n. 
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In dem Ausdrucke cos 28m + isin =5” heme eine Zu- 
nahme der ganzen Zahl s um eine Einheit eine Zunahme des 
Arguments ae um die Grdsse 2, und daher eine Zunahme 
der ganzen Zahl s um die Zahl » eine Zunahme des Arguments 


287 é : : 
>= um die volle Peripherie 27. 


Fiir jede solche Zunahme bleibt der Ausdruck cos gel blir 
7 


ets peSTE es : : ; 

asin sa ungeiindert. Deshalb liefern die siimmtlichen Werthe 

der Zahl s, welche in dem obigen Schema (1) eine und dieselbe 

vertikale Reihe bilden, denselben Ausdruck cos oes + isin eae : 
nN nr 


dagegen bringen n Zahlen, welche denn von einander verschiedenen 
vertikalen Rethen angehiren, n von einander verschiedene Ausdriicke 


28a 


2sun Lo 5 A 
cos 2 + ¢sin hervor. Denn die » Zahlen der mittleren 


horizontalen Reihe 
OO 232 Se 

sind aus den » von einander verschiedenen vertikalen Reihen 

genommen, und ‘wenn man irgend zwei verschiedene dieser » 

Zahlen respective mit ¢ und ¢’ bezeichnet, so kénnen die ent- 

sprechenden Ausdriicke 


4 ‘ 


bao My 
+ 4sin 


Qt hy eo CTE 2 
cos —— + 7 sin —— und cos 
= nN nN nN 


nicht zusammenfallen, weil die Differenz der Argumente 


Le eee gleich dem Product der vollen Peripherie 27 in 
nN n 
den Bruch 3 — ist, dessen Ziihler nicht gleich Null werden 


darf und abgesehen von seinem Vorzeichen kleiner als » bleiben 
muss, dessen Werth also weder verschwinden noch gleich einer 
ganzen Zahl werden kann. 

Aus diesen Griinden hat die reine Gleichung (1) des § 30 

n von eimander verschiedene Wurzeln, welche aus der Darstellung 
(11) des § 31 hervorgehen 

n . 

at+bi=VC (cos 


Qsn Pe ORS IE 
—— +751In —-——], 
n Vi 
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indem fiir s nach eimander die Zahlen 0, 1, 2,..n—1 eimgesetet 


werden. 


§ 33. Reine Gleichungen eines beliebig hohen Grades von 
der Gestalt «”"—A-+ Bi. Allgemeine Auflésung derselben. 


Nachdem die reine Gleichung w' —C bis jetzt unter der 
Voraussetzung erértert worden ist, dass C eine reelle positive 
Grisse sei, wollen wir die Betrachtung auf den Fall ausdehnen, 
dass an die Stelle von C eine von der Null verschiedene beliebig 
complexe Grisse A+ Bi tritt. Es handelt sich dann um die 
Aufsuchung aller complexen Werthe w=a-+67, welche die 
Gleichung 
(1) wo =A+Bi 
erfiillen. Bei der complexen Grisse A+ Bi mige der analytische 
Modul / A?+ B? mit P, der nach Massgabe der Gleichungen 
(4) des § 30 zugeordnete Winkel mit ® bezeichnet werden, 
so dass 
(2) A+ Bi=P (cos ®+ isin O) 
wird. Wenn man diesem Winkel vorschreibt, zwischen Null 
und 2 zu liegen, etwa mit Eimschluss des Werthes Null und 
mit Ausschluss des Werthes 27, so ist derselbe eindeutig 
bestimmt. ; 

Hat man B gleich Null, und A positiv, wie in dem 
vorhin absolvirten Falle, so wird der in Rede stehende Winkel 
® gleich Null, und der Modul P= A. Hat man B gleich Null, 
und A negativ, so wird der betreffende Winkel @ gleich der 
Grésse z, und der Modul P=— A. 

Es sei jetzt wieder a+ bi ein complexer der Gleichung (1) 
geniigender Werth, und man setze wie im vorigen § 

a+bi=e(cosp + ising). 
Die nte Potenz dieses Ausdruckes werde auf der linken 
Seite von (1) fiir wo”, zugleich der Ausdruck P(cos ®-+isin @) 
fiir A+ B¢ substituirt, dann kommt 
e (cosmp +isinn y )=P(cos + 7sin O). 

Weil nun die positive Grésse ¢" der analytische Modul der 
linken Seite, die positive Grisse P der analytische Modul der 
rechten Seite ist, so muss nach den zu der Gleichung (15) des 
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§ 30 angestellten Erérterungen 9° =P, und ng—® gleich einem 
ganzen Vielfachen der vollen Peripherie sein, das wie friiher 
mit 2s bezeichnet werden soll. Aus der positiven Grésse 
P=V A? + B giebt es nur eine positive nte Wurzel, und dieser 
muss nach der Gleichung ¢ —P der positive analytische Modul 
e gleich sein. Die Gleichung 

(4) np=O+ 25x 

ergrebt fiir cosg und sin die folgende Bestimmung, sobald man 
sich sowohl den Cosinus und den Sinus des nten Theiles der vollen 
Peripherie 27 wie auch den Cosinus und den Sinus des nten 
Theiles des Winkels ® gebildet denkt, 

(5) cosp—= cos (2 + =o"), sing—sin (+ 23%). 

Die stmmtlichen Wurzeln der Gleichung (1) sind daher in dem 
Ausdrucke enthalten 


n eae 
(6) a+bi=V VAP + B*(c0s esses + isin o+ 2). 
Nach der fundamentalen Gleichung (10) des § 30 lasst 
sich dieser Ausdruck in den folgenden verwandeln 
ih yw. | 
a+ i= V & + BY(cos + isin (cos aa + isin a ) 
Sobald der Buchstabe s die ganze Reihe der natiirlichen 
positiven und negativen Zahlen von der Null an durchlauft, so 
bleiben die beiden ersten Factoren der rechten Seite von (7) 
ungeindert, der letzte Factor ist aber der zweite Factor der 
rechten Seite von (11) in§31. Zufolge der in § 32 angestellten 
Untersuchung nimmt derselbe von ecinander verschiedene 
Werthe an, welche entstehen, indem s nach einander gleich den 


ee Gal. on} 
gesetzt wird. Vermdge dieser Substitution lefert der Ausdruck 
(7) die n unter einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung (1). 


§ 34. Auflésung der reinen quadratischen Gleichung 
© =A+ Bi aurch Ausziehung von Quadratwurzeln. 
Der einfachste Fall der im vorigen § behandelten reinen 
Gleichung ist derjenige, in welchem dieselbe eine quadratische 
Gleichung ist. Fiir die betreffende Gleichung 
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(1) w? =A+ Bi 

ergeben sich die beiden vorhandenen Wurzeln aus der Gleichung 
(7) des vorigen §, indem m2, und s zuerst gleich Null, 
dann gleich Eins gesetzt wird. Nun ist cosO + isn0=1, 


cosa +isina =—1, mithin sind die beiden Wurzeln die 
folgenden 
: a aa es Te 
6,+b,1= VV 4+ B (cos P+ isin $) 
(2) 2 


a,+b,1=— VV 4+ B(cos + isin) - 


Die quadratische Gleichung (1) kann aber auch direct auf- 
gelést, niimlich auf die Ausziehung von Quadratwurzeln aus 
positiven reellen Grossen zuriickgefiihrt werden, indem man die 
mu suchende complexe Grosse a + bz fiir w substituirt. Alsdann 
wird durch die Bildung des Quadrats 


(3) a?—b? + 2abi= A+ Pi, 
und vermége der Trennung des Reellen und Imaginiren er- 
scheinen die beiden Gleichungen 


ey Rae 5 
.) 206. =D. 
Durch Quadriren und Addiren folgt 
(5) a*+- 2°a* 67+ 67 = A*+ B?, 


und weil eine positive reelle Grésse eine eindeutig bestimmte 
positive Quadratwurzel hat, dic linke Seite aber das Quadrat der 
reellen positiven Grésse a?+ b? ist, so muss 

(6) ics =e ee 

sein. Durch die Verbindung dieser Gleichung mit der ersten 
Gleichung (4) finden sich fiir a@? und b2 die Ausdriicke 


sus et V 2 +B? 


o 
(7) : 
pot Vee 
9 


Wotern B=0 ist und 4 positiv, so wird a? = At G0, und 
es resultiren die beiden reellen Wurzeln der Gleichung (1) 
VANS a. 


Wotern ‘B= 0 ist und A negativ, so wird a®=0, b= — A, 
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und es entstehen in Uebereinstimmung mit § 29 die beiden ima- 
gindren Wureeln der Gleichung (1) 
VE ay See 

Wotern aber B nicht gleich Null ist, so kann weder a? noch 
~* gleich Null sein, da A’+ B*> A? ist, mithin in den durch 
(7) vorgeschriebenen Ausdriicken zu der positiven Quadratwurzel 
V A?+ B? eine Grosse hinzuaddirt wird, die abgesehen von ihrem 
Vorzeichen kleiner ist als jene. Es darf daher nach der ersten 
Gleichung (7) die Grésse a entweder gleich der positiven Qua- 


V4 +V A+ B 
9 


nommen, sein, und ebenso darf die Grésse b entweder gleich 


dratwurzel oder gleich derselben, negativ ge- 


der positiven Quadratwurzel = 48 a +B" oder gleich 


derselben, negativ genommen, sein. Bezeichnet man die positive 
oder negative Einheit, je nachdem a positiv oder negativ aus- 
fallt, mit «, und die positive oder negative Einheit, je nachdem 
_ 6 positiv oder negativ ausfallt, mit 7, so kommt 


ie oe = a oe 
(8) axe ~4tV4 src b=0V 4a VA + BP 


Die zweite Gleichung (4) lehrt aber, dass das Product ab 
dasselbe Vorzeichen erhalten muss, wie die gegebene und gegen- 
wirtig als von Null verschieden angenommene Grésse B. Aus 
diesem Grunde ist von den beiden Vorzeichen ¢ und 7 nur das 
eine willkiirlich, wihrend das andere durch die Bedingung 
(9) enal fir b>=0 

: en=— | fir B=<0 
bestimmt wird. Demnach erhilt man fiir die beiden Wurzeln 
der Gleichung (1) die Ausdriicke yon der vorher angegebenen 
Beschaffenheit 


V4tVaere \—4At VaR 
2 ue 9 - 
Bei einem positiven B sind es diese 


y4t V A+ B? Vx4+ Va eB S 
2 Ha bbe 2 : 


(10) a+bi=e 


”) 


[stVerr yaaa e 
a Teh ¥ y 8) 


104 Auflésung der reinen quadratischen Gleichung. § 34. 


bei einem negativen B dagegen diese 
y A+VA¥t B® V —A+V A+B 
2 ee 2 uA 


ee ey es ep Ey es 
at ies ay - Le Oe 


Stets geht die eine Wurzel aus der andern durch Multi- 
plication mit der negativen Einheit hervor, was sich auch schon 
bei der friiheren Darstellung in (2) gezeigt hat. 

Die Vergleichung der beiden Darstellungen lasst erkennen, 
dass, wenn fiir die beliebig gegebene complexe Grisse A+ Bi 
durch die Gleichung 

A+Bi=V A? + B’ (cos ® + isin ) 
‘ der zugeordnete Winkel ® bestimmt ist, fiir den Cosinus und 
Sinus des halben Winkels die Gleichung 


# Var (cos ed + isin +) = 


9 9 
“V4 +V AP + B V=4 +VA+B . 
2 i 2 . 


gilt. Die einander entsprechenden Vorzeichen auf der linken 
und rechten Seite bestimmen sich durch die folgende Ueber- 
legung. Es war angenommen, dass der Winkel @ zwischen 0 


und 27 liegen soll; dann hat der Winkel 23 den Spielraum 


zwischen 0 und z und folglich wird sin > Miemals negativ. 


= 


Mithin gehért in der vorstehenden Gleichung zu dem Pluszeichen 
der linken Seite die Bestimmung, dass »—1 sei, wihrend 
gleichzeitig wegen der Bedingung (9) die Einheit « das Vor- 
zeichen der Grosse B annchmen muss. So entsteht die Gleichung 


(11) VV Ai + B® (cos = + @ sin +} = 


le 4 ba re et. y-4 + V/A? + B 
2 2 


a Diese Gleichung bietet das Mittel, um aus dem gegebenen 
Cosinus und Sinus eines beliebigen Winkels den Cosinus und Si- 
nus des halben Winkels durch Auszichung von Quadratwurseln 
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— wirklich darzustellen. Dieselbe Operation kann aber wiederholt 
werden und fiihrt dann nach und nach zu der wirklichen Darstel- 
lung von dem Cosinus und dem Sinus des 4ten, des Sten und all- 


gemein des 2'ten Theiles des urspriinglichen Winkels, wo q eme 
beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 
Wenden wir dieses Verfahren auf den ganzen Kreis an, und 


; 27 Beh Se IEs % f 
bilden den Ausdruck cos eet SS indem fiir 2 nach ein- 


ander die Potenzen der Zahl Zwei gesetzt werden, so kommt 
zuerst 

(12a) cos z + isinw = — 1 
und hierauf 


€ 


7 
z= 
Die Substitution dieser Grosse fiir 4 + Bz in die Formel (11) 
giebt, weil B gleich der positiven Einheit, folglich «= 1 ist, 


Sn ee cies 
(12¢) eos % + isin 7 = V4 ale 2, 


und die nochmalige Anwendung 


ree tisizg helio bay 
n ede Sie ee out ; 
(12a) cos 5 + isin = = sage art soeigir alah 


Da man im Stande ist, den Cosinus und den Sinus des 


7 sive 5 
(12v) cos > + ésin De 


2"ten Theiles der Kreisperipherie, oder die complexe Grésse 
7 a 7 
cos a + vsin oot 
fiir eine beliebige positive ganze Zahl q numerisch auszudriicken, 
so macht es auch keine Schwierigkeit, den Cosinus und den 


Sinus eines beliebigen Vielfachen eines solchen Theiles nume- 
risch anzugeben. Denn sei ¢ eine beliebig positive ganze Zahl 


aus der Reihe von Null bis 2° —1, so bringt die Erhebung der 


complexen Grosse (6 4+ i auf die ¢te Potenz die 
9% 94 


Bestimmung hervor 


od 


( Ze Sith sts ) == cos gilt, + 7sin rade 
cos —— isin == | = “+ —* 
94 1 9 of 9% 


Man kann nun fiir eine festgewahlte Zahl g eine Tafel berech- 
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nen, die fiir alle Bogen —,-; die zugehdrigen Ausdriicke 
2 


= 


Sor tm by ; : : A 
Jo tS a, enthiilt; wie schon in § 32 unter ahn- 
2 


Kae 
cos 
oy 


lichen Verhiltnissen bemerkt worden ist, durchlauft der Bogen 


1 € 


. ie 7U . a 
immer um das Stiick = wachsend, die ganze Kreis- 


q—1 ? 
2 


peripheriec, wihrend ¢ die Reihe der Zahlen 0, 1, 2,.. 2° —1 
durchliuft. Fine solche Tafel ist geeignet, fiir eine beliebig ge- 
gebene complexe Grosse ¢ + di, sobald dieselbe in die Gestalt ge- 
setet wird 

c+ di=Vec? + @ (cosy + isin), 
den zwischen 0 und 22 befindlichen Winkel y niherungsweise zu 
bestimmen. In welchem Quadranten dieser Winkel zu suchen 


ei, lehren die Vorzeichen der Gréssen 


c 
==} _ = COS X und 
Ve a 


=siny. Weil aber innerhalb eines jeden Quadran- 


d 
Vc? + a 
ten bei einem wachsenden Bogen der Cosinus entweder stets 
wachst oder stets abnimmt, und auch der Sinus entweder stets 

Cc 

wichst oder stets abnimmt, so reicht es hin, die Grésse —————— 

Ve+@a 
mit den fiir den betreffenden Quadranten in der Tafel vorhan- 
denen Cosinuswerthen zu vergleichen, um zu ersehen, ob dieselbe 
in der Tafel vorkommt, oder ob dieselbe zwischen zwei in der 
Tafel vorkommenden ees liegt; zu demselben Zweck 
kann auch die Griésse Ve ae mit den fiir den betreffenden 

Cc 

Quadranten in der Tafel seit Sinuswerthen verglichen 
werden. Auf diese Weise zeigt es sich, dass der gesuchte Win- 


: eve “é 7 . 
kel y entweder einem Vielfachen der Grisse —i gleich, oder 
2 
zwischen zwei aufeinander folgenden Vielfachen 7-7 und 


7m >| . . . af 
~—~q-1 Cingeschlossen ist. Weil aber die Zahl-g, von der die 


Potenz 2° abhiingt, belicbig gross gewahlt werden kann, so ist 
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es méglich, den Unterschied der in Rede stehenden beiden Viel- 
fachen, niimlich die Grésse a: beliebig klein zu machen. 
2 


Der Winkel x ist daher ein Grenzwerth, welchem sich die Viel- 
(¢+ 1)x 


: t igs - 
fachen Aas und ~—-;-, die fiir grisser werdende Werthe 
2 E 


der Zahl g immer neu zu ermitteln sind, beliebig nihern, und 
ist daher in einer Weise bestimmt, welche den im ersten Ab- 
schnitte aufgestellten Grundsiitzen entspricht. | 
Vermige der beschriebenen fiir eine festgewahlte Zahl g 
berechneten Tafel lassen sich ndéherungsweise die beiden Hiilfs- 
aufgaben lésen, welche fiir die Darstellung der simmtlichen Wur- 
zeln der Gleichung w' == C in (11) des $31, und fiir die Dar- 
stellung der sammtlichen Wurzeln der Gleichung wo" = A + Bi 
in (7) des § 33 als gelést angenommen sind. Die erste Miilfs- 
aufgabe verlangt fiir ee beliebige Zahl n die Bestimmung der 


complexen Grosse 


22 ee 0 
(12) cos ce isin ——, 


die zweite Hiilfsaufgabe verlangt, wenn 
A+ Bi=V A? + B? (cos ® + isin) 
gesetat ist, die Bestimmung der complexen Grosse 


@ OED 
(13) cos—— + 1611 —- 
nN nr 


Sobald die ganze Zahl » gleich irgend einer Potenz der Zahl 
Zwei ist, so werden beide Hiilfsaufgaben durch das Verfahren 
gelést, welches im Antange des gegenwartigen § auseinander 
gesetzt ist und zu der Berechnung der Tafel dient. Sobald da- 
gegen die ganze Zahl » nicht gleich einer Potenz der Zahl Zwei 
ist, so sucht man mit Bezug auf die erste Hiilfsaufgabe diejenige 
positive ganze Zahl r, fiir welche die Ungleichheit gilt 

EE 1 pet 


LN, sees 
und findet in der Tafel fiir die complexe Grosse (12) die Nahe- 
rm ee rtl)z... (r+1)a 
rungen GOs ot + 7Sin ca und cos eats + asin 2 ae 


Behufs der zweiten Hiilfsaufgabe hat man fiir die complexe 
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Grosse A + Bi auerst aus der Tafel eine angenaherte Bestim- 


: : oe) cE ‘ 
mung des Winkels ® zu ziehen, welche mit —,-; bezeichnet 
9 


werden midge, hierauf eine positive ganze Zahl R so zu bestim- 
men, dass E 
R L4 Tee 
<a = 


+ SS =a 
Oe an a 
ist, und erhilt dann als Naherungen der complexen Grisse 
: <pNe R+1)z 
(13) die Ausdriicke cos oe + ¢sin eee und cos tie 3 
scr a" 2" 
toa (R i441) x 
a 
94 


§ 35. Wurzeln der Gleichung « = 1 oder mte Wurzeln der 
Einheit. 


Wenn in der Gleichung (1) des § 31 die reelle positive 
Grésse CO gleich der positiven Einheit gesetzt wird, so verwan- 
delt sich diese Gleichung in die Gleichung 
(1) ; wo =1. 

Die n von einander verschiedenen Wurzeln derselben werden 
die nten Wurzeln der Einheit genannt. Da die positive nte Wur- 
zel aus der Einhbeit die Einheit selbst ist, so hat man fiir die 
Darstellung der in Rede stehenden » Gréssen in der Formel (11) 


n 
des §31 den Factor YC durch die Einheit zu ersetzen, und 
bekommt den Ausdruck 
; 2sn Se 
(2) COS:——— +1261 5 
2 nr 
in welchem nach den Ausfiihrungen des § 32 fiir s die Zahlen 
0, 1, 2, ..%—2J1 zu substituiren sind. An jener Stelle ist dar- 
auf aufmerksam gemacht worden, dass, wenn man das daselbst 
mit (1) bezeichnete Schema bildet 


—n —n+1—n+2...7—1 
0 1 DR Bh) ed | 
n n+l mt+2..22n—1 


alle Werthe der Zahl s, welche in derselben vertikalen Reihe 
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enthalten sind und die eine arithmetische Reihe mit der Diffe- 
. 23x eas 

renz ” ausmachen, der Grisse cos—— + isin —— denselben 
nN n 


Werth verleihen. Nun sieht man leicht, dass in jeder verti- 
kalen Reihe dié auftretenden positiven Zahlen, durch die Zahl 
n dividirt, einen und denselben Rest liefern, nimlich nach der in 
§ 2 aufgestellten Definition die in der betrachteten vertikalen 
Reihe aus der mittelsten horizontalen Reihe 

OZ U nage k 
mu entnehmende Zahl. In dem § 2 sind es nur positive Zahlen, 
fiir die ein Rest bestimmt wird, da die negativen Zahlen noch 
gar nicht eingefiihrt sind. Allein auch fiir eine beliebige nega- 
tive Zahl.f kann verlangt werden, dass sie gleich der Summe 
eines ganzen Vielfachen des gegebenen Divisors ~ und einer 
Zahl + aus der Reihe der Zahlen 0, 1, 2, ... —1 sei 

f=ng +7, 

und die durch diese Forderung vollstdndig bestimmte Zahl r wird 
dann ebenfalls der Rest der Zahl f fiir den Dwisor r genannt. 
Vermége dieser erweiterten Definition sind in dem aufgestellten 
Schema alle in derselben vertikalen Reihe enthaltenen Zahlen 
fiir den Divisor n gleichrestige Zahlen, und irgend zwei in ver- 
schiedenen vertikalen Reihen enthaltene Zahlen fiir den Divisor 
n ungleichrestige Zahlen. 


Die Ausdriicke (2) lassen sich, wenn s gleich einer posi- 


t ap 2 
tiven Zahl genommen wird, als Potenzen der Grosse cos ee + 


isin a* darstellen, wie fiir den Fall 2 —2°* im vorigen § be- 


merkt worden ist. Diese Darstellung kann auf negative Werthe 
der Zahl s ausgedehnt werden, indem fiir complexe Gréssen der 
Gebrauch von negativen ganzen Exponenten —m durch die 
Gleichung 
(3) esac ee ee 

(a + bt) 
eingefiihrt wird. Die Uebertragung der Rechnung mit positiven 
und negativen ganzen Exponenten bringt dann auch die Bezeich- 
nung 
(4) (a+ 62)? =1 
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mit sich, die am Schlusse des § 27 anticipirt worden ist. Setzt 
man wie friiher a+ bi=eo(cosm +ising), so folgt aus (3) 
zunichst 

1 
m vs \ 
o (cosmg@ + isinm@) 
) des § 30 


(a+ bi) “=e "(cosm@ — isinm@). 


(a+ bi) "= 


und nach der Gleichung (11 


Weil aber der Winkel mg und der Winkel — mg den gleichen 
Cosinus, jedoch den entgegengesetzten Sinus haben, so gilt die 
Gleichung ; 

(5) (a+bi) “=e "(cos(—mg@) + isin(—mq)), 

die aus der Gleichung (16) des § 30 entsteht, indem die positive 
ganze Zahl n durch die negative ganze Zahl — m ersetzt wird. 
Die Einsetzung der Werthe n=0 und m= 0 bringt die obige 
Gleichung (4) hervor. Durch die Aufstellung der Gleichung (5) 
folet fiir alle positiven und negativen ganzen Zahlen s mit Ein- 
schluss der Null die Gleichung 


237 eee SS 27 A reile Pegi N 
(6) COS = + 181i = — = Vets —— sb 7cin ir 
n ” nd nN 


wie behauptet worden war. 

Unter den mwten Wurzeln der Einheit kann es nach den 
Erdrterungen des $29, wofern eine ungerade Zahl ist, nur eine 
veelle Wurzel, niimlich die positive Einheit, wofern » eine ge- 
rade Zahl ist, nur zwer reelle Wurzeln, niimlich die positive und 
die negative Einheit, geben. Von den Werthen s=0, 1, ... 
n— 1 bringt in dem vorstehenden Ausdrucke (6) der Werth s=0 
die positive Einheit hervor, und wenn » eine gerade Zahl ist, so 
liefert der Werth s= > die Wurzel cos 7 + isinz, die gleich 
der negativen Einheit ist. Alle iibrigen Wurzeln, deren Anzahl 
im ersten Falle x — 1, im zweiten Falle » — 2 betriigt, sind nicht 
recll, und zerfallen in lauter Paare von einander conjugirten Wur- 
zeln; es gehirt nimlich eu einer Wurzel, bei der die Zahl s einen 
bestimmten Werth t erhalten hat, diejenige Wurzel als conjugirte, 
bet der die Zahl s den Werth n—t bekommt. Denn die Grisse 


2(m—t .. An—t t os 
2b) og ga 2 ee 
{) n n n 


§ 36. Wurzeln der Kinheit. 111 


: : x tm ae A ae eat 
ist mit der Grésse cos >, + isin —- conjugirt. Wihrend ¢ die 


Zahlen 1, 2, ..~—1 durchliuft, geht n—t von n—1 bis 1; 
fiir ein ungerades m wird ¢ niemals gleich m — ¢, fiir ein gerades 


nm jedoch nur in dem schon besprochenen Falle, dass (=> ist. 


§ 36. Eigenschaften der nten Wurzeln der Einheit. Primi- 
tive nte Wurzeln der Einheit. 


f 


Nach der Gleichung (6) des vorigen § hat die complexe 
mte Wurzel der Einheit cos ae + asin ue die Eigenschaft, dass 


aus derselben durch Potenzirung alle mten Wurzeln der Einheit 
entstehen. Es ist nun von Interesse zu erfahren, ob auch eine 
andere nte Wurzel der Einheit 
(1) eouelz + asin CLs 

107 n 
die entsprechende Eigenschaft habe, dass ihre Erhebung auf 
ganze Potenzen die simmtlichen ten Wurzeln der Einheit her- 
vorbringen kann. Die Erhebung der Wurzel (1) auf eine belie- 
bige ganze Potenz vom Exponenten wu giebt die Gleichung 


21 ee a 
(2) (cos = +9sin *) = 
n n 


2lun. ie Zluzw 27 eta 
COS eae 4 COS PSI ———} + ® 
11) n n n 
Wird nun fiir die ganze Zahi Jw durch die Gleichung 
(3) lu=nqt+r 
der zu dem Divisor n gehérige aus. der Reihe der Zablen 0, 1, 


2, .. ~—1 zu nehmende Rest 7 bestimmt, so ist 
2luz sn CAD 277 payee gE 
cos + isin ——— = cos —— + isin —— 
n nN n 
oder 


: Qn eee we Qn nes oti 
(2*) COS === = 4sin=———-]. == cog ——_ +1 S1N-——>}, , 
nN nn nr n 
und es leuchtet cin, dass die linke Seite von (2) dann und nur 
dann die siimmtlichen ten Wurzeln der Einheit darstellen kann, 
wenn der Rest 7 gleich allen Zahlen 0, 1, 2, .. *—1 zu wer- 
den vermag. 
Sobald die Zahl 7 mit der Zahl » einen von der Einheit 
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verschiedenen gemeinsamen Theiler hat, so muss derselbe so- 
wohl in die Zahl Jw wie auch in die Zahl nq, und daher 
nach dem in §5 hervorgehobenen Satze auch in die Differenz 
lu —nq—vr aufgehen; unter dieser Bedingung ist es also nicht 
miglich, dass + gleich jeder von den Zahlen 0, 1, 2,..”%—1 
werde. Es bleibt daher nur die Voraussetzung tibrig, dass die 
Zahl 1 mit der Zahl n keinen gemeinsamen Theiler habe, und fiir 
diese gilt der Satz, 

(A) dass, wenn die Zahl | mit der Zahl n keinen gemein- 
samen Theiler hat und wenn in dem Product tu fiir die Zahl 
u nach einander die Zahlen 0, 1, 2, ..n—1 gesetzt werden, 
die Zahl vr, welche den Rest des Products lu darstellt, ebenfalls 
diese Zahlen vollstindig, jedoch abgesehen von ihrer Reihenfolge, 
durchlduft. 

Um diesen Satz zu beweisen, mége die Gleichung (3) fiir 
die bezeichneten n Werthe von « gebildet werden, wobei die 
mugehorigen Werthe des Quotienten q und des Restes 7 ange- 
hiingte Zeiger erhalten, 


1.0 =N|o a ro 
| 1 =ng, +7, 
(4) 1.2 =ng, +1, 


| l(n — Y=ng_, Sn 


Dis 


Hier miissen die n Reste 7,,7,,..9 von einander ver- 


n—1 
schieden sein. Gesetzt, es wiiren zwei Reste r, und rz, bei 
denen « nicht gleich @ ist, einander gleich, so wiirde aus den 
beiden entsprechenden Gleichungen 

la=ng, +h, 

[B=ng, +s 
durch Subtraction die Gleichung 

l( 6 —a) =n (qy —4,) 

folgen. Ohne der Allgemeinheit zu vergeben, darf vorausgesetat 
werden, dass die Zahl 7 positiv angenommen und die Differenz 
b—a positiv gewihlt sei, so dass wegen des positiven Zeichens 
der Zahl ” auch die Differenz 1¢ — 4, Positiv sein miisste. Da 
nun vermige der vorliegenden Gleichung das Product der beiden 
Zahlen | und 6—e durch die Zahl » aufgeht, und nach der 
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Voraussetzung die Zahlen 7 und m ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind, so muss nach dem Corollar zu dem Satze 1 des 
§ 6 die Zahl 6—«a durch die Zahl n aufgehen. Dies kann aber 
nicht geschehen, weil sowohl @ als « positive unter der Zahl n 
liegende Zahlen sind, ausser wenn ? =a ist. Nun darf # nicht 
gleich q@ sein, also kénnen unter den Resten 7,, 7,,...7 


n=1 
nicht zwei einander gleiche vorkommen. Die Anzahl dieser 
Reste ist gleich ”, jeder derselben ist gleich einer der Zahlen 
0, 1, 2,.. m—1; da nun die Anzahl der letzteren ebenfalls gleich 
nm ist, und keiner der Reste 7,,7,,...7,_, doppelt auftreten dart, 


so miissen die Reste abgesehen von der Reihenfolge mit den Zahlen 
0, 1, 2,..%—1 tibereinstimmen, und das war behauptet worden. 
Eine mte Wurzel der Einheit, durch deren ganze Potenzen die 
simmtlichen xten Wurzeln der Einheit dargestellt werden kénnen, 
heisst eine primitive nte Wurzel der Linheit. Nach dem so eben 
bewiesenen Satze besteht die Bedingung dafiir, dass die Wurzel 
21a 
n 


+ 7sin 


COS 


eine primitive Wurzel sei, darin, dass die Zahl J mit der Zahl 
m keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. Jede Zahl / liefert fiir 
den Divisor » einen bestimmten Rest, und nur Zahlen von ver- 
schiedenen Resten ergeben verschiedene primitive nte Wurzeln der ~ 
Einheit. Die Anzahl der primitiven nten Wurzeln der Einheit 
ist deshalb gleich der Anzahl der relativen Primzahlen zu n in 
der Reihe der Zahlen 1, 2, 3, .. , welche in §9 bestimmt und 
mit (nm) bezeichnet worden ist. Es verdient besonders hervor- 
gehoben zu werden, dass, wenn die Zahl » eine Primzahl ist, 
die sdmmtlichen n—1 nicht reellen nten Wurzeln der Einhett, 
welche den Werthen 7= 1, 2, 3, .. 2 — 1 entsprechen, zugleich 
primitive nte Wurzeln der Einheit sind. 


Wenn man eine primitive mte Wurzel der Einheit succes- 
sive auf die positiven Exponenten 1, 2, 3, .. m erhebt, so ent- 
stehen nach der gegebenen Definition die siimmtlichen mten Wur- 
zeln der Einheit, da die Erhebung auf den Exponenten » an die 
Stelle der Erhebung auf den Exponenten 0 getreten ist. Aus 
diesem Grunde ist m die niedrigste positive ganze Zahl, zu wel- 
cher erhoben eine primitive mte Wurzel der Einheit gleich der 


Lipschitz, Analysis. 8 
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Einheit wird. Daher hat eine primitive Hinheitswurzel der nten 
Ordnung die Eigenschaft, nicht zugleich eine Einheitswurzel von 
niedrigerer Ordnung sein zu kinnen. 


§ 37. Zusammensetzung von Wurzeln der Einheit einer ge- 

gebenen Ordnung aus Wurzeln der Einheit einer niedrigeren 

Ordnung. Auflésung von unbestimmten Gleichungen des ersten 

Grades mit zwei Unbekannten in ganzen Zahlen. Zerlegung 
eines Bruches in Partialbriiche. 


Unter gewissen Verhiltnissen kénnen die nten Wurzeln 
der Einheit aus Einheitswurzeln von niedrigerer Ordnung durch 
Multiplication zusammengesetzt werden. Es sei m eine zusam- 
mengesetate Zahl und gleich dem Product n,»,, bei dem keine 
der beiden ganzen Zahlen », und , gleich der Einheit ist. Dann 
werden die simmtlichen Wurzeln der beiden Gleichungen 


(1) ze" 1 und y 7=1 
beziehungsweise mit Hiilfe von zwei beliebigen ganzen Zahlen 
s, und s, durch die Ausdriicke 


2 2 2 
Qh) cos 3" $17 und cos 2 


+ isin 


pare Sec 

1 zt "2 Ny 

dargestellt. Das Product dieser Ausdriicke erhilt den Werth 
2 Pea ba . 

(3) (cos _ + 7sin 23) (cos oe, + 7sin 227) 


1 1 dy No 
cos (78: ms =) bs isin (727 “ a), 
Nn, Nz Ny : Ne 

und bezeichnet, da die Summe der beiden Briiche mit den Nen- 
nern ”, und ”, gleich einem Bruche mit dem Neriner », , = » ist, 

(4) “1 4 “2 —* 
ny Ny N,N 

eine mte Wurzel der Einheit. 

Sobald die Zahlen n, und n, zu einander relative Prim- 
zahlen sind, so ldsst sich durch dieses Verfahren jede nte Wurzel 
der Eimheit darstellen. Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt 
aus dem Satze, dass, wenn die Zahl n gleich dem Product der 
relativen Primzahlen n, und n, ist, es méglich ist, fiir jeden Werth 


8 : 
der Zahl s den Bruch = als eine Summe von zwei Brtichen dar- 


eustellen, deren Nenner die Zahlen n, und n, sind, oder den Bruch 
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ee ee 
> Partialbriiche mit den Nennern n, und n, 2u zerlegen. Es 


heisst dies nichts anderes, als dass fiir zwei relative Primzahlen 
nm, und , und eine beliebige Zahl s die Gleichung (4) durch 
zwei ganze Zahlen s, und s, stets befriedigt werden kann. Die 
Gleichung (4) geht durch Multiplication mit dem Nenner n,n, 
in die folgende tiber , 
(5) Sd Sit, S 
Diese unbestimmte Gleichung des ersten Grades fiir die Unbe- 
kannten s, und s, muss in ganzen Zahlen auflisbar sein, sobald 
die unbestimmte Gleichung fiir die Unbekannten t, und t, 
(6) tn, +t,n,=1 
in ganzen Zahlen auflésbar ist. Denn wenn in (6) zwei ganze 
Zahlen ¢, und ¢, geniigen, so wird die Gleichung (5) durch die 
ganzzahligen Werthe _ 
$,=St,, $, =st, 
befriedigt. Dass aber, wofern », und », relative Primzahlen 
sind, die Gleichung (6) immer auflésbar ist, lehrt der im vorigen 
§ bewiesene Satz (A). Denn vermége desselben durchlauft der 
nach dem Divisor », genommene Rest des Products ¢,”,, wo 
n, relative Primzahl zu dem Divisor », ist, sobald ¢, der Reihe 
nach gleich den Zahlen 0, 1, 2, .. »,—1 gesetzt wird, dieselbe 
Reihe von Zahlen, und wird daher Ein Mal gleich der positiven 
Einheit. Setzt man fiir diesen Fall 
tn, =—t,n, + 1, 
so ist zugleich die Gleichung (6) in ganzen Zahlen aufgelist. 
Die Gleichungen (6) und (5) sind demnach, wofern n, und n, re- 
lative Primzahlen sind, immer in ganzen Zahlen auflosbar. 
Sobald die Auflésbarkeit der Gleichung (5) feststeht, kén- 
nen ihre sdémmtlichen ganzzahligen Auflisungen leicht angegeben 
werden. Es liege ausser der Auflésung s,, s, noch eine zweite 
Auflésung 
S,;=0,, 8,=6, 
vor. Dann folgt aus den beiden Gleichungen 
S\N, + 8,n, =S 
0,2, + 6,n, =S 
durch Subtraction die Gleichung 
(Gqut $,)n,=— (o, — 8). 
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Weil das Product (o,—s,)m, durch m, aufgeht, -der~Factor 1, 
aber relative Primzahl zu m, ist, so muss nach dem im vorigen 
$ benutzten Satze aus § 6 der Factor o, —s, durch », aufgehen, 
das heisst gleich dem Product von m, in eine ganze Zahl ¢ sein, 
(7) Oo, — Ss, =C€n,, 

und die Einsetzung dieses Ausdruckes in die letzte Gleichung 
giebt fiir die Differenz o, —s, die zugehirige Gleichung 

(8) 0, — 8, =—en,. 

Die ganze Zahl c ist fiir jede gegebene ganzzahlige Auflisung 
$,=0,, 8, =6, vollstindig bestimmt. Auf der anderen Seite 
leuchtet es cin, dass, wenn die Auflésung s,, s, bekannt ist, die 
mit einem beliebigen Werthe der Zahl ¢ gebildeten zusammen- 
gehorigen Zahlen 

(9) S$, +¢n,, S,—En, 

die Gleichung (5) erfiillen. Daher enthalten die Ausdriicke (9) 
die simmtlichen ganzzahligen Auflisungen der Gleichung (5). Die 
Werthe s, + cn, bilden eine unbegrenzte arithmetische Reihe mit 
der Differenz n,, oder sind fiir diesen Divisor gleichrestige Zahlen, 
und die Werthe s, + cn, bilden eine unbegrenete arithmetische 
Rethe mit der Differenz n,, oder sind fiir den Divisor n, gleich- 
restige Zahlen. Die Glieder der beiden arithmetischen Reihen sind 
aber eimander auf eine bestimmte Weise zugeordnet. 

Ks kann hier noch die Bemerkung hinzugefiigt werden, 
dass, wenn die Zahl s keinen gemeinsamen Theiler mit dem Pro- 
duct n,n, =n hat, sowohl die Zahl s, relative Primzahl zu n,, 
wie auch die Zahl s, relative Primzahl zu n, sein muss. Denn 
jeder gemeinsame Theiler von s, und », miisste in Folge der 
Gleichung (5) in s aufgehen, und jeder gemeinsame Theiler von 
s, und m, miisste aus demselben Grunde ebenfalls in s aufgehen; 
also miisste im ersten Falle ein gemeinsamer Theiler von s und 
m,, im zweiten Falle ein gemeinsamer Theiler von s und , vor- 
handen sein, was gegen die Annahme yerstisst. Auch gilt aus 
entsprechenden Griinden das umgekehrte, dass, wenn die Zahl 
s mit n, einen gemeinsamen Theiler hat, dieser in s, auf gehen 
muss, und dass, wenn die Zahl s mit n, einen gemeinsamen Thei- 
ler hat, dieser im s, aufgehen muss. Wenn daher weder s, mit 
nm, noch s, mit », einen gemeinsamen Theiler hat, so kann s 


§ 37. Zerlegung eines Bruches in zwei Partialbriiche. 117 


weder mit , noch mit m, einen gemeinsamen Theiler haben, 
und muss deshalb auch relative Primzahl zu n,n, sein. 
Kehrt man von der unbestimmten Gleichung (5) zu der ur- 


spriinglichen Aufgabe zuriick, den Bruch os in Partialbriiche mit 


den Nennern », und », zu zerlegen, oder zu der Gleichung (4) 
zurtick, so folgt aus der in (9) enthaltenen Darstellung der 
simmtlichen Bestimmungen der gesuchten beiden Zihler, dass 
die betreffenden beiden Briiche selbst nothwendig die Gestalt 
haben 
(10) Sy em, $y a Sg 6M, _ Sq 
n, N, Ns Ny 
Die Werthe der beiden Briiche sind demnach bis auf eine additive 
ganze Zahl c vollstdndig bestimmt. Auch ist es klar, dass, wenn 
der Zahk s ein neuer Werth beigelegt wird, der mit dem friiheren 
Werthe von s in Bezug auf den Divisor n gleichrestig ist, der 


Werth des Bruches — sich nur um eine ganze Zahl andert, und 


dass bei der entsprechenden neuen Zerlegungsaufgabe zu dem 
Werthe eines jeden der beiden Partialbriiche wieder eine ange- 
messen zu wahlende ganze Zahl hinzukommt und nur eine solche 
ganze Zahl hinzukommen kann. Wenn dagegen der Zahl s ein 
neuer Werth s‘ beigelegt wird, der mit dem frtiheren Werthe von 
s in Bezug auf den Divisor n nicht gleichrestig ist, so kann bei 
der Zerlegung 
Ss gi Sig abs. 

n Ns Ny Ny 


4 


der Fall nicht eintreten, dass bezichungsweise Seas gleich 
at 
einer ganzen Zahl und gleichzeitig “ad gleich einer ganzen 
2 
s'—s 


Zahl wird, weil sonst gegen die Voraussetzung gleich 


. e 1! 2 
einer ganzen Zahl sein miisste. 
Bis jetzt wurde die Voraussetzung festgehalten, dass die Zahl 
s gegeben sei, und die Zahlen s, und s, gesucht werden. Man 
kann aber auch die Annahme machen, dass s, und s, belie- 
bige Zahlenwerthe erhalten und aus diesen der Werth der 


Zahl s hervorgehe. Alsdann folgt aus dem Gesagten, dass, wenn 


Q 
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auf der linken Seite der Gleichung (4) fiir die Zahl s, nach ein- 
ander die Werthe 0,1,2, .. m;—1 ftir die Zahl s, nach enander 
die Werthe 0, 1, 2,..n,—1 gesetet werden und jeder Werth von 
s, mit jedem Werthe von s, combinirt wird, die auf’ der rechten 
Seite der Gleichung erscheinende Zahl s fiir den Divisor n,n, 
lauter verschiedene Reste licfert. Da nun die Zahl gener Verbin- 
dungen von s, und s, gleich n, n, ist, so stimmen die auf den 
Divisor n,n, beziiglichen Reste der erhaltenen n,n, Zahlen s mit 
den n,n, tiberhaupt vorhandenen Resten 

0. 179,80 nt 
abgesehen von der Anordnung tiberein. 

Unter diesem Gesichtspunkte reprisentirt die Gleichung (5) 
das Zusammensetzen von zwei Briichen durch Addition. Der so 
eben mitgetheilte Satz gestattet eine unmittelbare Anwendung 
auf die obige Gleichung (3) und lehrt, dass, wenn in dém ersten 
Factor der linken Seite die Zahl s, die Werthe 0, 1,..”,—1 
und in dem zweiten Factor der linken Seite die Zahl s, die 
Werthe 0, 1,2,..~,—1 durchlauft, der Ausdruck der rechten 
Seite, welcher mit Hinzuziehung von (4) durch 

COs feds + ¢sin ae 

4 Ng N, Ny 
ersetzt werden darf, fiir die Zahl s in Bezug auf den Divisor 
n,n, die vollstindige Reihe der Reste 

Opdey Bye kee ates ak 

ergiebt. Alsdann repriisentirt aber der erste Factor der linken 
Seite von (3) successive alle Wurzeln der Gleichung Es ——brder 
zweite Factor der linken Seite von (3) successive alle Wurzeln 


der Gleichung 7 een die rechte Seite von (3) alle nten Wur- 
zeln der inheit und zwar jede ein Mal, und es entsteht der Satz: 
Wenn die Zahlen n, und n, relative Primzahlen sind, und 


jede Wurzel der Gleichung ena =1 mit jeder Wureel der Glei- 
chung n? = 1 multiplicirt wird, so stellen die betreffendenn,n, Pro- 
ducte die sémmtlichen n,n, Wurzeeln der Gleichung w'1"2=1 dar. 

Es ist vorhin bemerkt worden, dass, wofern in der Glei- 
chung (4) die Zahl s relative Primzahl zu n,n, ist, sowohl s, 
relative Primzahl zu n, wie auch s, relative Primzahl eu n, sein 
muss, und dass, wofern s, relative Primzahl n, und zugleich s, » 
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relative Primzahl zu n, ist, s relative Primzahl zu n,n, sein 
muss. 

Wenn man daher in der Gleichung (4) fiir s, nacheinander 
die unter n, legenden relativen Primzahlen zu n,, und fiir s, 
nach emander die unter n, liegenden relativen Primzahlen zu n, 
setat, und jeden Werth von s, mit jedem Werthe von s, combinirt, 
so liefert die auf der rechten Seite von (4) befindliche Zahl s lauter 
relative Primzahlen zu n,n,, die in Bezug auf den Divisor n,n, 
ungleichrestig sind. Die Anzahl der unter n, liegenden relativen 
Primzahlen zu n, wird mit p(n,), die Anzahl der unter n, lie- 
genden relativen Primzahlen 2un, mit o(n,), die Anzahl der 
unter n,n, legenden relativen Primzahlen zu n,n, mit y(n, n,) 
bezeichnet. Dan, und n, relative Primzahlen sind, so besteht 
nach §9 die Gleichung 

p (1, 0) =H (M,) H (M,). 

Die in Bezug auf den Divisor n,n, genommenen unter ein- 
ander verschiedenen Reste der stimmtlichen in Rede stehenden 
Werthe der Zahl s, deren Anzahl gleich g (n,) 7 (n,) ist, stimmen 
demnach mit den stimmtlichen tiberhaupt vorhandenen zu dem Di- 
visor n, n, theilerfreien Resten, das heisst, den unter n,n, liegen- 
den relativen Primzahlen zu n,n, abgesehen von der Anordnung 
diberein. 

Wenn man diesen Satz ebenfalls auf die Gleichung (3) an- 
wendet, und bedenkt, dass die primitiven Wurzeln der Gleichun- 
gen — 1; n= 1,@ ? ?=1 erhalten werden, indem man in 
den oft gebrauchten Ausdriicken beziehungsweise vorschreibt, 
dass s, die unter », liegenden relativen Primzahlen zu m,, dass 
s, die unter ~, liegenden relativen Primzahlen zu »,, dass s die 
unter , , liegenden relativen Primzahlen zu »,, durchlaufen 
soll, so geht der folgende Satz hervor: 

Sobald die Zahlen n, und n, relatwe Primzahlen sind, und 


jede primitive Wurzel der Gleichung g3 =1 mit jeder primitiven 
Wurzel der Glewchung yn? =1 multiplicirt wird, so stellen die be- 
treffenden p(n, ”,) Producte die sémmtlichen primitiven Wurzeln 


der Gleichung w™1"2=1 dar. 
Um ein Beispiel fiir die Siitze zu geben, welche in Bezug 


auf die Zusammensetzung der Briiche durch Addition aufgestellt 


‘ 
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und auf die Zusammensetzung der Einheitswurzeln durch Multi- 
plication tibertragen sind, sei die Zahl n,=3, die Zahl n,=5, 
also n=n,n,= 15. Die Werthe 0, 1,2 von s, mégen in eine 
vertikale Reihe, die Werthe 0, 1, 2, 3,4 von s, in eine horizon- 
tale Reihe geschrieben und die zugeordneten Werthe des Bruches 
5. 4 *2 — = in die zugehérigen Stellen einer Tafel eingetra- 
WON. a 

gen werden. Um den dem Divisor n entsprechenden Rest der 


> 8 : 
Zahl s hervortreten zu lassen, soll Pa als das Aggregat eines po- 


sitiven echteu Bruches und einer ganzen Zahl dargestellt werden. 
Auf diese Weise entsteht die Tafel von 15 Feldern: 


0 i ae 2 3 + 
[eee sien 
2 Mop vul aes typo taget get} 


Die Werthe von s,, welche mit », ohne Theiler sind und 
die Werthe von s,, welche mit m, ohne Theiler sind, werden, 
da sowohl 3 als 5 Primzahlen sind, dadurech erhalten, dass man 
in beiden Reihen von Werthen nur den Werth Null fortlisst. 
Hiermit fallt die oberste horizontale Reihe und die erste verti- 
kale Reihe der Tafel fort, und die iibrig bleibenden 8 Felder 
zeigen als Reste der Zahl s die 8 unter 15 liegenden und mit 
15 theilerfreien Zahlen. 


§ 38. Fortsetzung. 


Sobald die Zahl » in das Product der beiden relativen 
Primzahlen ”, und », zerfillt, und einer der beiden Factoren 
etwa der Factor », wieder als das Product von zwei relativen 
Primzahlen dargestellt werden kann, so liisst sich die Aufgabe, 


s & : 
den Bruch = Somuiss der Gleichung » 


Bye dh SeanS 


a 
in Partialbriiche zu zerlegen, nachdem sie einmal geldst ist, mit 
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Bezug auf den Bruch “2 wiederholen. Auch diese ist nach den 
2 


gegebenen Erérterungen lésbar, und die betreffenden Auflié- 
sungen sind-in der durch die Ausdriicke (10) des vorigen § 
bezeichneten Weise bestimmt. Die gleiche Operation kann so 
lange aufs neue angewendet werden, als einer der vorhandenen 
Nenner noch fahig ist, als ein Product von zwei relativen Prim- 
zahlen aufgefasst zu werden. Diese Méglichkeit muss sich aber 
zuletzt erschépfen; denn nur eine Zahl, in deren Factoren we- 
nigstens zwei verschiedene Primzahlen vorkommen, kann als ein 
Product von zwei relativen Primzahlen erscheinen. Das Ende 
der Zerfiliungen tritt also dann ein, sobald die Zahl » als 
em Product der Potenzen verschiedener Primzahlen dargestellt 
ist. Hs seven a,, a,,.. a, die verschiedenen in n enthaltenen Prim- 
zahlen und man habe ¥ 

(1) hip a, “Ya, Poe, ii 
dann besteht die bezeichnete letzte Aufgabe darin, fiir eine belie- 
big gegebene Zahl s die ganzen Zahlen s,,s,,..8, so Zu bestim- 
men, dass die Gleichung 


Ss 
(2) See cee 9 ay Ge apg peg 2 5 


— erfiillt. wird. 

Denkt man sich diese fiir einen bestimmten Werth von s 
gebildete Gleichung aufgelést, was nach dem Vorigen immer 
geschehen kann, und die entsprechende einem zweiten Werthe 
s‘ yon s zugeordnete Gleichung 


ey 
ebenfalls aufgelist, so liefert die Subtraction der ersten von der 
zweiten die Gleichung 


4 
‘ Ere ° Sita 5 Cn 
Bey AS Siete ss A ous iets 
at te ews = ere a meg 
G, a) 


1 


Multiplicirt man beide Seiten derselben mit der Zahl », 
wodurch alle Nenner fortfallen, und gebraucht abermals den Satz, 
dass, wenn a und 0 relative Primzahlen sind, und das Product 
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ak durch die Zahl 6 aufgeht, die Zahl & durch } aufgehen muss, 
so ergeben sich die folgenden Sitze: 


1. Sobald ae gleich einer ganzen Zahl oder der Null 
ist, so muss jeder der Briiche 
shtosy s Spa ey sy 8} 


a (a 
a 4 2 
1 2 Qa) 


gleich einer ganzen Zahl oder der Null sein. 


2. Sobald <— 


= nicht gleich einer ganzen Zahl und nicht 


gleich der Null ist, so kinnen nicht alle Briiche 
S'S, S'e—Ss $1 — 8) 


ot he Se oe 
2 ae" 


gleich ganzen Zahlen oder der Null sein. 

In ahnlicher Weise gehen aus der Gicienume (2) die Satze 
hervor: 

3. Sobald s zu n relatwe Primzahl ist, so muss s, 2u der 
Primzahl a,,8, 2u der Primzahl a,,..s, 2u der Primzahl a, re- 
latw prim sem. 

4. Sobald s, 2U a,,S. 2U a,,..8, eu a, relativ prim ist, 
so muss s zu n relativ prim sein. 

Mit diesen Mitteln erhilt man auf dem durch die Glei- 
chung (3) des vorigen § bezeichneten Wege die folgenden Siatze 
iiber die Zusammensetzung der nten Wurzeln der Einheit aus 
Einheitswurzeln niedrigerer Ordnungen. 

5. Wenn die Zahl n gleich dem Product von Potenzen ver- 


. . a . . . 
schiedener Primzahlen a,“1 a,“?.. a, ? ist, und wenn aus je einer 


04 
Wureel von jeder der Gleichungen &1°* =1, no? =I, eo ‘=i 
em Product gebildet wird, so stellen die n verschiedenen Producte 
die n verschiedenen Wureeln der Gleichung w" =1 dar. 


6. Wenn unter den gleichen Voraussetzungen aus je einer 
e esies . 4 a a 
primitiven Wureel von jeder der Gleichungen &: *—=1, n*2 ?=1, 


a 
A 
..Q@'2 =1 ein Product gebildet wird, so stellen die verschiede- 
nen Producte die verschiedenen primitiven Wurzeln der Gleichung 


w” =1 dar, deren Anzahl gleich y(n) ist. 
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§ 39. Darstellung der simmtlichen Wurzeln der Gleichung 


n 5 
w =A-+ Bi, oder der simmtlichen nten Wurzeln aus einer 


complexen Grésse 4 +51 durch Anwendung von einer be- 
liebigen dieser Wurzeln und der sammtichen nten Wurzeln 
der Einheit. 


Wie die » Wurzeln der Gleichung w” =1 die xten Wurzeln 
der Einheit heissen, so werden auch die » Wurzeln der mit 


einem reellen positiven C gebildeten Gleichung w" =C, welche 
nach §-31 und 32 in dem Ausdrucke enthalten sind 


(1) V (cos z 


die nten Wurzeln aus der reellen positiven Grésse C, und ebenso 


7 


is in ), 

n n 

die  Wurzeln der Gleichung w" = A+ Bi, welche nach § 33 in 
dem Ausdrucke 


pee ee 9 
Q) Vax Br(cos © + isin & )(c0' 28” + ésin “22) 
nN n nN nv 


enthalten sind, die nten Wurzeln aus der complexen Grosse 
A+ Bi genannt. Offenbar entstehen die m Gréssen (1), indem 
die positive nte Wurzel aus der positiven Griésse C successive 
mit den simmtlichen xten Wurzeln der Einheit multiplicirt wird, 
und ebenso entstehen die  Gréssen (2), indem der Ausdruck 


v4 +B? (cos “ + isin = der selbst gleich einer bestimmten 


mten Wurzel der Grésse A + Bi ist, mit den simmtlichen nten 
-Wurzeln der Einheit multiplicirt wird. Die scimmtlichen Grossen 
(1) kénnen aber auch dadurch erhalten werden, dass man eine 
beliebige von ihnen mit den sdémmtlichen nten Wurzeln der Ein- 
heit multiplicirt, und desgleichen kinnen die stéimmtlichen Gréssen 
(2) oder die stimmtlichen Wurzeln der reinen Gleichung des nten 


Grades w = A+ Bi erhalten werden, indem man eine beliebige 
von diesen mit den simmtlichen nten Wurzeln der Einheit multi- 
plicit. Denn sei keine beliebig gewahlte ganze Zahl, so liefert 
die Multiplication der in (1) enthaltenen Grosse 


Yarn Da a ee hE 
lV CG {cos + isin 

nN nN 
2 
n 


+ 7sin * das Product 


; ‘ : Qin 
mit der Einheitswurzel cos 
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van ee oe nt 
(3) VC (cos #97 + 7sin Pate), 
und die Multiplication der in (2) enthaltenen Grosse 
De . @ 9 k eee 2 He 
yv4 + B? (cos + 7sin 4 (cos et BU —) 


n 


mit derselben Einheitswurzel das Product 
(nV # + B(cos © + 7sin *) (cos 2 isin EEO), 
0 n nv a 

Um die simmtlichen nten Wurzeln der Einheit zu erhalten, 
kann man in dem benutzten Ausdrucke die Zahl ¢ successive 
gleich den n Zahlen 0, 1, 2,..%—1 setzen. Die Betrachtung 
des Schemas (1) in § 32 lehrt aber, dass alsdann, wie auch die 
Zahl & gewihlt sein mége, von den in (3) und (4). auftretenden 


Zahlen 
k+t 


die zu der Division mit der Zahl n gehérigen Reste simmtlich 
ein Mal durchlaufen werden. Also werden, wie behauptet 
worden, die scmmtlichen nten Wurzeln aus C durch (3) und die 
sémmtlichen nten Wurzeln aus A+ Bi durch (4) dargestellt. 
Bei der Bestimmung des Winkels @ durch die Gleichung 
(2) des § 33 ist festgesetzt worden, dass @ zwischen 0 und 2 z 
liegen soll. Bringt man aber den Ausdruck (4) der mten Wurzeln 
aus der Grésse A + Bi in die Gestalt des Products aus dem Factor 


21 .——__ @ 55 r, 
(4*) yy + B? (cos +242 + isin oanit | 
; v 


und dem die Zahl¢ enthaltenden Factor (cos 5 * + 7sin ac ) ; 
: v7 


so zeigt die Vergleichung mit dem Ausdrucke (2), dass der zu- 
gehérige Winkel ebensowohl zwischen zwei beliebigen auf einander 
folgenden ganzen Vielfachen der vollen Peripherie, niimlich 2 ka 
und (24 + 2) angenommen werden darf. Aus dieser Bemerkung 
lasst sich fiir den Fall Nutzen ziehen, dass die zu der com- 
plexen Grésse A+ Bi conjugirte Grisse A— Bi gebildet und 


neben die Gleichung w' =A + Bi die Gleichung 


(5) wo! =A— Bi 
gestellt wird. Setzt man 
(6) {4+ Bi= P(cos® + isin 0) 


|A— Bi=P' (cos O' + isin @’) 
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so wird, da nach einer in § 27 gemachten Bemerkung zwei 
conjugirte complexe Grissen dieselbe Norm und denselben ana- 
lytischen Modul haben, 
(7) Pe a Al Be 

Ist ferner der Winkel @® zwischen 0 und 27 bestimmt, 
so findet sich, falls ®’ in demselben Intervall liegen soll, 
O'=227—@, da cos (27—@)=cos @ und sin (22—O0)=— 
— sin@ ist. 

Wird dagegen angenommen, dass @’ negativ und zwischen 
0 und —2vz gelegen sei, so ist 
(8) @’= — @ 
zu setzen. Um nun die simmtlichen nten Wurzeln aus der 
Grésse A+ Bi darzustellen, wird man in dem obigen Ausdrucke 


(2) den analytischen Modul // 4?+ B® ungedndert lassen, und 
statt des Winkels ©’, der an die Stelle von @ treten muss, 
dessen Werth —® aus der Gleichung (8) substituiren. Die 
Zahl s muss jetzt  Werthe erhalten, deren nach dem Divisor 
m genommene Reste von einander verschieden sind; diese Eigen- 
schaft haben die » Zahlen 0,— 1,—2,—38,.. —(n—1). Ersetat 
man daher in der bezeichneten Formel die unbestimmte ganze 
Zahl s durch die unbestimmte ganze Zahl —s, so entsteht 
der Ausdruck 


(9) VFB (cos. — isin +) (208 a8 — isin aE 


7U 

nN nN 
und repriisentirt, wie leicht einzusehen, die 2 Wurzeln der 
Gleichung (5), indem die Zahl s die Reihe der Zahlen 0, 1, 
2,...m—1 durebliuft. Bei der Vergleichung von (9) mit dem 
Ausdrucke (2), der bei denselben Werthen der Zahl s die n 


Wurzeln der Gleichung ow” =A-+ Bi liefert, zeigt sich, dass fiir 


' Ge Eee ES! ee 
den gleichen Werth von s die Grosse cos —- + ésin— - mit der 


@ eet! : we 2Q3n 
Grésse cos — —isin—, die LEinheitswurzel cos~ ron + 
n n 


ee PS Te fhe ; : Qsun een STE 
2 sin ——— mit der Einheitswurzel cos 3 4810 ee und 
n 


daher auch der eine Ausdruck mit dem andern conjugirt ist. 
Hieraus folgt der Satz, dass je eine nte Wurzel der Grisse A— Br 
je einer nten Wurzel der Grosse A+ Bi so zugeordnet werden 
kann, dass die entsprechenden Wurzeln eimander conjugirt sind. 
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§ 40. Hiilfsaufgaben zur Darstellung der nten Wurzeln aus 
einer complexen Grésse A + Di. 


Am Schluss des § 34 sind die beiden. Hiilfsaufgaben hervor- 
gehoben, deren Liésung fiir die Darstellung der » Wurzeln der 
Gleichung w' —A+ Bi vorausgesetzt wird. Die erste Hiilfs- 
aufgabe, welche fiir eine belicbige Zahl n die Bestimmung der 
complexen Grdésse 


2 See 
(1) eos do bie 
n n 


verlangt, hat nach dem jetzt eingefiihrten Sprachgebrauche ewe 
gewisse primitive nte Wurezel der Einheit zum Gegenstande, und 
ist vermége der nunmehr entwickelten Resultate einer Zuriick- 
fiihrung auf einfachere Aufgaben derselben Art fahig. Denn 
wenn die Zahl » als das Product von Potenzen verschiedener 
Primzahlen a,, a,..a, aufgefasst wird 


a 
— Cy a? esa A 
und wenn die Wurzeln der Gleichungen 
ce a si! 
(2) er ed? lyse = 


bekannt sind, so ist nach den Sitzen 5 und 6 des § 38 die in 
Rede stehende wie iiberhaupt jede mte Wurzel der Einheit als 
ein Product von bestimmten Wurzeln dieser Gleichungen eben- 
falls bekannt. Die simmtlichen Wurzeln von jeder der 
Gleichungen (2) werden beziehungsweise aus den Wurzeln 


QL Rene Ot: 276 ine 270 
(3) cos TBR pay SONS — SEB es ee ae 
ay < a, } * Gs x a,“2 
C08 Eb 4 sin . 
a 
ay ay : 


durch Erhebung auf ganze Potenzen hervorgebracht. 

Die Darstellung der Grésse (1), bei der die Zahl n einen 
beliebigen Werth hat, ist also auf diejenigen Fille suriickgefihrt, 
in denen die Zahl n gleich der Potenz einer Primzahl ist. 

Die erwihnte eweite Hiilfsaufgabe, welche dahin geht, aus 
der gegebenen complexen Grisse 4+ Bi, nachdem 

A+ Bi=V 42+ B? (cos @ + isin @) 
gesetzt ist, die complexe Grisse 
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@ a? 
(4) cos — + 7sin ra 
n n 


zu bestimmen, kann einer entsprechenden Reduction unterworfen 
werden. Wenn fiir die Zahl , die wir uns in der angegebenen 
Weise in ein Product von Primzahlpotenzen aufgelést denken, 


nach der Vorschrift des § 38 der Bruch -. in Partialbriiche mit 


a s ° 
den Nennerna,“1, a,"2,.. a, 7 zerlegt wird, so dass der dortigen 
Gleichung (2) gemiiss die Gleichung 


ee Ys TS ey ues -s 1 
(5) rie ts a OM 
0 a, aj 
entsteht, so kénnen die ganzen Zahlen 7,, 7,,...7, verwendet 


werden, um die Grésse (4) als das folgende Product von ganzen 
Potenzen auszudriicken. 


i @ tru! @ \t @ of FED Ne 
(6) ( cos +4 sin *t cos + isin eae 
oy &, s (Ge 
a, a, a, ay 


Ce ed, ie 
Cos + 28In ° 
a ro) 
ay a 


Es ist daher geniigend, aus der Grisse A+ Bi die 
Gréssen 


(7) cos 


aye ‘che ee 
+ 7s81n , COS +2sm jigs 
a, ‘ a,? Qs s a”? 


+7s8in 
i d 
one a, 


cos 


abzuleiten. 

Die Bestimmung der Grdsse (4), bet der die Zahl n emen 
beliebigen Werth hat, reducirt sich demnach ebenfalls auf die- 
jenigen Fille, in denen die Zahl n gleich der Potenz einer Prim- 
zahl ist. 

Unter gewissen Verhiltnissen kommt es darauf an, eine 
beliebig gegebene complexe Grésse, von der die nte Wurzel 
gebildet werden soll, als das Product aus einer complexen 
Grésse, deren reeller Theil positiv ist, und einer der Einheiten 
—1, i, —i darzustellen. Wenn in der gegebenen Grosse 
A+iB der reelle Theil A negativ ist, hat man A +7 Bgleich 
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dem Product (—1)(— A—iB), wenn A=O und B positiy, 
A+iB=i(B), wenn A=0 und B negativ, A+ 1 B=—1i(—SB) 
zu nehmen. 

Da ferner —1 cosa +7sin a, 1= cos + isin =, —1= 
cos a —1 sin > ist, so ergiebt sich fiir die vier Fille Folgendes: 
Es sei A >0, so kommt A +7 B=V A?+ B (cos @ + isin ®), es 
sei d< 0 und —A—iB=V A? +B’ (cos @ +i sin ®), so 
kommt A +iB=V A? + B (cos p +7 sin g) (cos 7 + isin z), es 


sei A =0, B>0, so kommt A + iB=B(cos 5 + isin *),und 


55. ee 
es sei A= 0, B<0, 80 kommt A +i B=—B(eos 2 —i sin > )- 


Die simmtlichen nten Wurzeln der Grosse A+ iB lassen sich 
also durch Multiplication aus einer nten Wurzel einer complexen 
Grésse, deren reeller Theil positiv ist, und aus der nten Wur- 


" i? ee 
zel aus der complexen Grésse cos — + 7 sin — 


- e welche gleich 


7 cee 7 
COS 5° + asin 5 

Die Darstellung der mten Wurzeln aus einer complexen 
Grisse A + Bi erfordert ausser den beiden so eben besprochenen 
Aufgaben noch die Ausziehung der positiven Quadratwurzel 
aus der reellen positiven Norm A?+ B*, und dann die 
Ausziehung der positiven mten Wurzel aus dieser positiven 
Quadratwurzel. Die letzteren Aufgaben sind in § 34 nicht 
besonders genannt worden, weil ihre Lisung schon in § 20 
erértert worden ist. Jedoch kann auch die Ausziehung der posi- 
twen nten Wurzeln aus einer positiven Grosse C auf die Ausziehung 
von solchen positiven Wurzeln aus der Grisse C zuriickgefiihrt werden, 
deren Ordnungszahlen die in der Zahl n enthaltenen Primzahl- 
potenzen sind. Da niimlich die in § 19 fiir die Rechnung mit ge- 
brochenen Potenzen aufgestellten Regeln zufolge einer in § 20 ge- 
machten Bemerkung nicht nur fiir einen positiven rationalen Bruch 
C, sondern fiir jeden beliebigen positiven Werth O giiltig sind, so 
fiihrt die Benutzung der Gleichung (5), mittelst deren der Bruch 


Ne par : - : ot 
> in Partialbriiche mit den Nennern a,“1, a,“2,..@, 4  zer- 


ist, zusammensetzen. 


legt wird, zu der Gleichung 
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1 \1 LSet a 1 iv 1 
(8) ( a") (isa) a gut} =o", 


Die positive nte Wurzel aus C ist somit gleich einem 
Product ganzer Potenzen von den positiven Wurzeln aus C, 
deren Ordnung durch die Primzahlpotenzen a,“1, a,“2,.. a? 
bezeichnet wird. 

- Die Darstellung der nten Wurzeln aus einer beliebig ge- 
gebenen complexen Grosse A+ Bi ist im Vorstehenden go ein- 
gehend behandelt worden, weil diese Operation den Grundope- 
rationen der Rechnung, niamlich der Addition, Subtraction, 
Multiplication und Division, an die Seite gesetzt wird, so dass 
diese ftinf Operationen zusammengenommen algebraische Ope- 
rationen heissen. 

Die Darstellung der ten Wurzeln aus einer gegebenen 
Grosse wird eine algebraische irrationale Operation genannt, und 
im Gegensatze hierzu heissen die vier ersten Grundoperationen 
algebraische rationale Operationen. Mit Riicksicht auf diesen 
Gegensatz war es von besonderer Bedeutung, mdédglichst ein- 
fache Aufgaben zu ermitteln, mit Hiilfe von deren Lisung die 
neue fiinfte Operation durch Anwendung der vier ersten Ope- 
rationen ausgefiihrt werden kann. Darum ging das Streben 
dahin, die in diesem § wieder beriihrten beiden Hiilfsaufgaben 
und die Ausziehung der positwen nten Wurzel aus einer gegebenen 
positiven Grésse auf einfachere Aufgaben der entsprechenden 
Art zuriickzufiihren. Fiir die erste Hiilfsaufgabe, welcher man 
auch den Ausdruck giebt, den Kreis in n gleiche Theile zu theilen, 
desgleichen fiir die zweite, welcher man den analogen Ausdruck 
giebt, einen gegebenen Winkel in n gleiche Theile zu theilen, und 
ebenso fiir die genannte dritte Aufgabe liess sich eine Zuriickfiih- 
rung auf die Fille bewerkstelligen, in denen die Zahl m gleich 
der Potenz einer Primzahl ist. 


§ 41. Theilung eines Kreises in 7 gleiche Theile. Merkmale 
der Theilungen eines Kreises, die mit alleiniger Hilfe von 
Lineal und Zirkel ausfiihrbar sind. 


Die beiden Aufgaben, welche so eben den Ausdruck erhalten 
haben, den Kreis in n gleiche Theile zu theilen, und einen ge- 


gebenen Winkel in n gleiche Theile zu theilen, sind im Vorher- 


Lipschitz, Analysis. 9 
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gehenden als Aufgaben der Rechnung gestellt und behandelt 
worden; diese Benennungen beziehen sich aber urspriinglich auf 
die entsprechenden Axfgaben der geometrischen Construction, die 
das griechische Alterthum der neueren Zeit tiberliefert hat. Um 
kein Missverstiindniss eintreten zu lassen, erinnere ich ausdriick- 
lich daran, dass weder bei der ersten geometrischen Aufgabe 
die Linge der Peripherie des mit der Langeneinheit als Radius be- 
schriebenen Kreises, noch bei der zweiten geometrischen Aut- 
gabe die in einem solchen Kreise einem bestimmten Winkel 
zugehérende Bogenlinge in Frage kommt. Die erste geometrische 
Aufgabe fallt mit der Aufgabe zusammen, in einen gegebenen 
Kreis ein regelmidssiges Polygon von n Seiten zu beschreiben. 
Bei der zweiten geometrischen Aufgabe hat man sich den ge- 
gebenen Winkel als einen durch zwei gerade Linien gebildeten 
Winkel zu denken, und der wte Theil dieses Winkels soll eben- 
falls als durch zwei gerade Linien gebildeter Winkel bestimmt 
werden. 


Wenn der Cosinus und der Sinus eines Winkels © durch 
die Gleichungen 
hg ee ee ae , sin pasa Le te 
V A? + B? VA +B 
gegeben Sindy so ist ® als ein Winkel bestimmt, der von zwei 
Seiten eines gewissen rechtwinkligen Dreiecks gebildet wird. 

Im Anschluss an die im § 30 entwickelten Vorstellungen 
sei O ein in einer Ebene angenommener, fester Punkt, durch 
diesen Punkt gehe eine gerade Linie und zwar, um eine be- 
stimmte Annahme zu machen, urspriinglich von dem Punkte O 
aus horizontal und nach links. Die gerade Linie werde, wie an 
der angefiihrten Stelle angenommen ist, von der linken zur rechten 
Hand gedreht, und komme, nachdem sie einen rechten Winkel 
beschrieben hat, in eine Lage, bei der dieselbe vertikal und von 
dem Punkte O aus nach oben gerichtet ist. Um den Punkt O 
sei mit der Liingeneinheit als Radius ein Kreis gezeichnet, dann 
sind die Bogen dieses Kreises das in § 30 eingeftihrte Mass der 
Winkel, welche die urspriingliche Lage der in O festen geraden 
Linie mit den durch Drehung entstandenen Lagen derselben 
macht. Um den bezeichneten Winkel © zu determiniren, wird 
man auf der von O ausgehenden horizontalen Graden von dem 
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Punkte O ab eine Strecke abschneiden, und zwar nach links 


oder nach rechts, je nachdem der gegebene Cosinuswerth 
A 


V A? + B? 


merischen oder absoluten Werthe der Grosse 


positiv oder negativ ist, die Linge gleich dem nu- 


A 
—— = nehmen, 
V 4? + B? 

und in dem zweiten Endpunkt dieser Strecke P eine vertikale 
Linie ziehen. In gleicher Weise wird man auf der von O aus- 
gehenden vertikalen Geraden von dem Punkte O ab eine Strecke 
abschneiden, und zwar nach oben oder nach unten, je nachdem 
der gegebene Sinuswerth ern fits 71 positiv oder negativ ist, 

VA+B 
die Liinge gleich dem numerischen oder absoluten Werthe der 


Grosse see nehmen, und in dem zweiten Endpunkt dieser 


Strecke @ eine horizontale Linie ziehen. Die in dem Punkte 
P und in dem Punkte @ construirten Linien miissen sich dann 
wegen der Gleichung cos? ®+sin® ®=1 in einem bestimmten 
Punkte A der Peripherie des um O mit der Lingeneinheit be- 
schriebenen Kreises schneiden, und der in dem rechtwinkligen 
Dreiecke POR bei O auftretende Winkel bestimmt den gesuchten 
Winkel ©, Wenn die von der linken zur rechten Hand auszu- 
fiihrende Drehung, durch welche die in O feste gerade Linie von 
der Anfangslage in die Lage OR gebracht wird, weniger 
als zwei Rechte betrigt, so ist nach den in § 30 getroffenen 
Annahmen der Dreieckswinkel POR dem Winkel © gleich. 
Wenn jene Drehung mebr als zwei Rechte und weniger als 
vier Rechte betrigt, so ist der Dreieckswinkel POR dem Win- 
kel 22—® gleich. Ebenso entspricht der Frage nach den 


@ Pe Lea : , 
Gréssen cos — und sin ei die Frage nach einem rechtwink- 
n 


ligen Dreieck, in dem die Langen der Katheten beziehungsweise 
durch die absoluten Werthe jener Gréssen gemessen werden. — 
Bekanntlich gestatteten die Alten bei der Ausfiihrung einer 
geometrischen Construction den Gebrauch keines anderen Hiilfs- 
mittels als den des Lineals und des Zirkels. Man suchte daher 
auch die genannten beiden Aufgaben mit ausschliesslicher An- 
wendung des Lineals und des Zirkels zu lésen. Es gelang mit 
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diesen Hiilfsmitteln einen beliebig gegebenen Winkel in wea 
gleiche Theile zu theilen, wihrend die Dreitheilung eines be- 
liebig gegebenen Winkels uniiberwindliche Schwierigkeiten 
darbot. Aus der Halbirung eines beliebigen Winkels folgte die 
Méglichkeit, den Kreis in eine Anzahl von gleichen Theilen zu 
theilen, die eine beliebige Potenz der Zwei ist, und allgemein die 
Moglichkeit, sobald der Kreis in eine gewisse Zahl von gleichen 
Theilen getheilt war, denselben in die doppelte Zahl von gleichen 
Theilen zu theilen. Von anderen Theilungen wurde die Theilung 
des Kreises in drei gleiche Theile, ferner die Theilung in ftinf 
gleiche Theile gefunden, und aus diesen Theilungen die Theilung 
in ftinfzehn gleiche Theile abgeleitet. 

Das unterscheidende Merkmal fiir diejenigen geometrischen 
Aufgaben, welche mit Lineal und Zirkel allein construirt werden 
kénnen, hat erst Descartes, der Begriinder der nach ihm be- 
nannten oder analytischen Geometrie, aufgestellt. Das erste Buch 
seiner zum ersten Male 1637 erschienenen Geometrie handelt 
von den Problemen, die durch den ausschliesslichen Gebrauch 
von geraden Linen und Kreisen construirt werden konnen. 

Descartes beginnt dieses Buch mit der Bemerkung, dass 
alle geometrischen Probleme leicht in eine solche Gestalt ge- 
bracht werden kénnen, dass zu ihrer Construction nur noth- 
wendig ist, die Lédnge von gewissen geraden Linien kennen zu 
lernen. Wie die ganze Arithmetik in den Operationen des Ad- 
direns, Subtrahirens, Multiplicirens, Dividirens und der Wurzel- 
ausziehung bestehe, so habe man in der Geometrie, um die 
gesuchten Linien zu bestimmen, keine anderen Operationen 
auszufiihren, als die Operationen, von Linien, die ihrer Liinge 
nach gegeben sind, die Summe, die Differenz, das durch die 
Lingeneinheit dividirte Product und den mit der Liingeneinheit 
multiplicirten Quotienten zu construiren, und zwischen einer 
Linie, die als Kinheit betrachtet wird, und einer beliebigen 
anderen Linie eine oder zwei oder mehrere mittlere Proportio- 
nalen einzuschalten, was mit der Ausziehung einer Quadrat- 
wurzel, Cubikwurzel u. s. f. gleichbedeutend sei. 

Nachdem nun Descartes von den genannten vier Grund- 
aufgaben und von der Ausziehung einer Quadratwurzel eine 
geometrische Construction gegeben hat, welche sich nur der ge- 
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raden Linien und des Kreises bedient, schreibt er vor, dass 
man bei der Betrachtung eines geometrischen Problems allen 
fiir die Construction wesentlichen Linien, seien sie bekannt 
oder unbekannt, bestimmte Benennungen beilegen, den Inhalt 
des Problems durch eine oder mehrere Gleichungen ausdriicken, 
und mit diesen Gleichungen so verfahren solle, bis zuletzt nur 
eine Gleichung mit einer Unbekannten iibrig bleibt. 

Hierauf spricht Descartes den Satz aus, dass, wenn das 
Problem allein durch gerade Linien und Kreise construirbar sein 
soll, jene letzte Gleichung hiéchstens eine quadratische zu. sein 
habe. Der Grund dieses Satzes ist der, dass die Auflésung 
einer quadratischen Gleichung auf. die Addition, Subtraction, 
Multiplication, Division und die Ausziehung einer Quadratwurzel 
hinaus kommt, also auf diejenigen Operationen, deren Con- 
struction mit Lineal und Zirkel Descartes gelehrt hat. 

Es darf deshalb das allgemeine Resultat so ausgedriickt 
werden, dass em geometrisches Problem durch gerade Linien und 
Kreise alleen construrt werden kann, sobald es méglich ist, dre 
Léinge der zu suchenden geraden Linien vermittelst der Léngen 
der bekannten geraden Linien durch Ausdriicke darzustellen, welche 
ausser der Addition, Subtraction, Multiplication und Dwision nur 
die Ausziehung der Quadratwurzel voraussetzen. 

Von dem jetzt gewonnenen Gesichtspunkte aus lasst sich 
erkennen, dass die geometrische Lisung der Aufgaben, den Kreis 
in n gleiche Theile zu theilen, und einen gegebenen Winkel in n 
gleiche Theile zu theilen in dem Falle mit ausschliesslichey An- 
wendung des Lineals und des Zirkels ausgefiihrt werden kann, 
wenn die gleichnamigen Aufgaben der Rechnung, die im Vorigen 
erértert worden sind, ausser den vier Species nur die Auszvehung 
von Quadratwurzeln erfordern. Bei der Aufgabe der Kreis- 
theilung ist die Linge der einzigen Linie, von welcher der Kreis 
abhiingt, die Linge des Kreisradius, und diese haben wir gleich 
der Einheit angenommen. Bei der Aufgabe, einen gegebenen 
Winkel zu theilen, sind die Lingen der Katheten des vorhin 
mit POR bezeichneten Dreiecks, dessen Hypotenuse gleich der 
Einheit ist, gegeben. Die genannten Linien sind, sobald die 
erwihnte Methode des Descartes angewendet werden soll, dic 
fiir die beiden geometrischen Probleme wesentlichen Linien von 
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bekannter Linge. Gleichzeitig reprisentiren fiir das erste 
Problem der reelle und der imaginiire Theil der Griésse 


27 Wait 270 
(1) cos —— + 7 8in —— 
nN n 


und fiir das zweite Problem der reelle und der imaginare Theil 
der Grésse 


D5 aD 
(2) cos — + 78in — 
nN U7 


die Ldngen der gesuchten Iinien. Wenn also ein Ausdruck von 
(1) und (2) gefunden ist, so fiihrt die Trennung des Reellen 
und des Imaginiiren geradesweges zu denjenigen Darstellungen 
der Lingen der gesuchten Linien, welche aus der Anwendung 
der Methode des Descartes hervorgehen. Damit das betreffende 
geometrische Problem mit Lineal und Zirkel allein construirt 
werden kénne, muss der zugeordnete Ausdruck (1), beziehungs- 
weise (2), allein durch Quadratwurzel - Ausziehungen darstell- 
bar sein. 

Der in § 34 gelieferte Nachweis, wie aus dem gegebenen 
Cosinus und Sinus eines beliebigen Winkels der Cosinus und der 
Sinus des halben Winkels durch Ausziehung von Quadratwureeln 
dargestellt werden hann, entspricht daher genau der von den 
Alten gelésten Aufgabe, eimen beliebigen Winkel mit Lineal und 
Lirkel in ewer gleiche Theile zu theilen. 

Auch die in § 40 entwickelte Zwriickfiihrung der Aufgabe, 
den Kreis oder respective einen gegebenen. Winkel in n gleiche 
Theile zu theilen, correspondirt mit einer Zuriickfiihrung der be- 
treffenden geometrischen Aufgabe. Denn wenn wie an der angefiihrten 
Stelle die Zahl » gleich dem Product von Potenzen verschiedener 


Pri rh] CA Me) Oi yA 1 ] ] 
rimzahlen a, 1a, %..a, “ gesetzt ist, und die gesuchten Thei- 


a * . . 
lungen resp. in a,“1, a,“2,..a@, 2gleiche Theile vorliegen, so 


wird nach den dort gegebenen Erérterungen die zu leistende 
Theilung in x Theile durch die Addition und Subtraction von 
Vielfachen bekannter Winkel erhalten. Die Addition und Subtrac- 
tion bekannter Winkel gehért aber eu den mit Lineal und Zirkel 
construirbaren Aufgaben. 

Es bleiben jetzt noch diejenigen Theilungen des ganzen 
Kreises in ~ gleiche Theile zu besprechen, bei denen die Zahl 
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m gleich einer Primzahl oder gleich der Potenz einer Primzahl 
ist, und die mit Lineal und Zirkel construirt werden kénnen. 
Wie schon hervorgehoben, ist eine solche Construction dann 
méglich, wenn die zugeordnete mte Wurzel der Einheit 


21 a gist Ei dew Hs 
cos — — + asin « fahig ist, allein durch Quadratwurzel- 


ausziehungen dargestellt zu werden. Fiir die hierher gehérigen 
Falle, in denen die Zahl n gleich einer beliebigen Potenz der 
Zwei ist, ist das Bildungsgesetz der zugeordneten Kinheitswurzeln 
in §34 entwickelt worden. Die dortigen Gleichungen (123); 
(12»), (12c), (12a), enthalten die Ausdriicke 

cos 7 + isina = — 1 


co $5 + thin t= 


7t 7 
(3) ae aft Vee 


af ons ey Rien ae 
ia Ved 
cos — + isin = — SNE M hey + ee bac a 
8 8 fe 2, : 


Hiebei ist namentlich darauf aufmerksam zu machen, dass 
die imagindre Einheit selbst eine primitive vierte Wurzel der 
Hinheit ist, und dass die in §27 erwahnten in dem Gebiete der 
complexen Grossen vorhandenen Einheiten, welche durch die ganzen 
Potenzen der Grosse i dargestellt werden, mit den vier vierten 
Wurzeln der Hinheit zusammenfallen. 

Die geometrische Theilung des Kreises in drei Theile 
pflegt aus der Theilung in sechs Theile, die Theilung des Kreises 
in fiinf Theile aus der Theilung in zehn Theile abgeleitet zu 
werden. Es sei » gleich der Zahl Drei oder Fiinf, o gleich 
der Seite des in den Kreis von dem Radius Eins eingeschriebenen 
reguliren 2” Ecks. Wird von dem Centrum des Kreises aut 
eine Seite dieses regularen Polygons ein Loth herabgelassen, 
so bildet die Linge dieses Lothes den Cosinus und die Linge 
der halben Seite des Polygons den Sinus von der Hialfte des 


Centriwinkels, welcher zu einer Seite. des 2nEcks gehirt. 
peop 2 P 
Dieser Centriwinkel hat das Mass = —, und daher gilt 


die Gleichung 
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a yee 
(4) COS-5 =~? sit 
Nun ist fiir n=3 bee 0 = peat Sechsecks 


gleich dem Radius, 
C1 me 


fiir »=5 wird die Seite o des regularen Zehnecks durch den 
goldenen Schnitt folgendermassen bestimmt 


2 
Mithin liefert die Gleichung (4) die Resultate 
| cos— +isin— = V3 + : a 
5) 6 6 2 a 
{ cos ——-+ 7sin eee +V5 + peti UA: 
10 10 8 4 
Weil aber 
ee. nae! os 
coat Garin’ 
und 
Ze. k 7 L, 
grin yey ae 


ist, so bestehen die Gleichungen 


3 6 6 


21 yer eee! ie ee 1 mS lect 
Coss Psi =(cos 74 io ~ @sin ral a - ): 

Die Substitution der gefundenen Ausdriicke ergiebt daher 
fiir die betreffende dritte und fiinfte Wurzel der Einheit die 
Darstellungen 


Qn dud sue OTE 1 ] = 
(6) : Nm a Winsta piLeclie 


ped = 
(7) cos + iain BA CLES ma Ee: i. 

Die Frage, ob ausser den im Alterthume gefundenen, mit 
Lineal und Zirkel ausfiihrbaren Theilungen des Kreises noch 
andere mit denselben Mitteln ausfiihrbare Theilungen existiren, 
hat zweitausend Jahre lang geruht, bis Gauss die Antwort ent- 
deckte. In der siebenten Section seiner disquisitiones arithmeticae 
beweist Gauss, dass die Theilung des Kreises in » gleiche 


Theile fiir diejenigen Primzahlen n mit Hiilfe des Lineals und 


21 Sees Qize 1 ele aL Fok Saaz 
cos “+ isin "= (cos 5 + i sin —-}{ cos + vsin aul? 
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Zirkels bewerkstelligt werden kann, oder dass die nten Wurzeln 
der Einheit dann durch Quadratwurzelzeichen allein darstellbar 
sind, wenn die um die Kinheit verminderte Primzahl n gleich 
emer Potenz der Zahl Zwei ist. Dies trifft bei den Primzah!en 
3 und 5 zu; die nichsten Primzahlen von dieser Beschaffenheit 
sind 17 =24+ 1, 257=2°+1. Wegen der Begriindung des 
angefiihrten Resultats und wegen der allgemeinen Theorie 


der Kreistheilungsgleichung w' —1, aus welcher jenes Resultat 
hervorgeht, muss auf die disquisitiones arithmeticae selbst ver- 
wiesen werden. - 


§ 42. Bestimmung eines Punktes in einer Ebene durch die 

Geometrie des Descartes oder die analytische Geometrie. 

Gauss’ geometrische Darstellung der complexen Gréssen. 

Deutung der Addition und Multiplication von complexen 

Grossen und der Bestimmung der nten Wurzeln aus einer 
complexen Grosse. 


Die erwahnte Aussage des Descartes, dass alle geometrischen 
Probleme leicht in eine solche Gestalt gebracht werden kénnen, 
dass zu ihrer Construction nur die Kenntniss von der Ldnge ge- 
wisser gerader Lanien erforderlich ist, hingt auf das Genaueste 
mit dem Grundprincip der Geometrie des Descartes oder der 
analytischen Geometrie zusammen, welches er in dem zweiten 
Buche des angefiihrten Werkes dargestellt hat. Dieses Princip, 
vermége dessen der Ort eines Punktes in einer Ebene und der 
Ort eines Punktes im Raume durch die Messung der Linge von 
gewissen geraden Linien bestimmt wird; werde ich jetzt, soweit 
es den Ort eines Punktes in einer Ebene anlangt, in Kiirze 
auseinandersetzen. Denn das Verstindniss von vielen in der 
Algebra auftretenden Erscheinungen wird durch die Ver- 
kniipfung mit geometrischen Anschauungen wesentlich erleichtert, 
und die anlaytische Geometrie bietet hierzu eine Handhabe. 

Die Bestimmung des Ortes, den ein Punkt in einer Ebene 
einnimmt, kann auf die geometrischen Vorstellungen gegriindet 
werden, die zuerst in § 30 bei dem Messen eines Winkels ein- 
gefiihrt und hierauf in dem vorigen § weiter entwickelt sind. 
Durch den festen Punkt O gehen zwei gerade Linien, die sich 
senkrecht schneiden, und von denen wir wie im vorigen.§ dic 
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eine horizontal, die andere vertikal annehmen. Zugleich soll 
wieder die linke Seite der horizontalen, und die obere Seite der 
vertikalen geraden Linie einen Voregug erhalten. Gegenwirtig 
wird die horizontale gerade Linie als die erste Axe, die verti- 
kale gerade Linie als die zweite Axe bezeichnet werden. Irgend 
ein Punkt 3 der Ebene kann nun entweder auf der ersten Axe, 
oder auf der zweiten Axe liegen, oder auf keiner von beiden 
Axen; nur der Punkt O liegt als der Durehschnittspunkt der 
beiden Axen auf beiden zugleich. Wenn der Punkt # auf der 
ersten Axe liegt, so ist seine Lage véllig bestimmt, falls man 
erstens weiss, ob er sich links oder rechts von dem Punkte O 
befindet, und zweitens das Mass seines Abstandes von dem Punkte 
O kennt. Um den Abstand Ot zu messen, muss, wie schon 
friiher geschehen ist, eine an und fiir sich beliebige aber véllig 
bestimmte Linge als die Einheit der Liinge gewahlt sein; das 
Mass einer gegebenen geraden Linie ist die Zahlengrésse, welche 
ausdriickt, welches Vielfache der Lingeneinheit zu nehmen ist, 
oder welche Theile der Lingeneinheit zu nehmen sind, um die 
zu messende gerade Linie zu erhalten. Wenn der Punkt ® auf 
der zweiten Axe liegt, so ist seine Lage genau bestimmt, sobald 
man erstens weiss, ob derselbe oberhalb oder unterhalb von dem 
Punkte O liegt, und zweitens das in derselben Langeneinheit 
ausgedriickte Mass seines Abstandes von dem Punkte O kennt. 

Wenn sich dagegen der Punkt # auf keiner der beiden Axen 
befindet, so kann man von demselben auf jede Axe ein Loth her- 
ablassen, und zwar mége der Fusspunkt des auf die erste Axe 
gefillten Lothes 8, der Fusspunkt des auf die zweite Axe ge- 
fallten Lothes OQ genannt werden. Es leuchtet nun ein, dass, 
wofern die Lage der Fusspunkte $8 und Q bekannt ist, der Punkt 
R sogleich durch Construction gefunden werden kann; denn 
eine durch den Punkt $8 zu der zweiten Axe gezogene Parallele 
und eine durch den Punkt O zu der ersten Axe gezogene Pa- 
rallele miissen sich nothwendig schneiden und kénnen sich in 
keinem anderen Punkte, als in dem Punkte & schneiden. Um 
aber den Ort des Punktes $$ zu bestimmen, gentigt es, wie fiir 
den auf der ersten Axe befindlichen Punkt hervorgehoben ist, 
die Linge der Linie O38 zu messen, und zu bemerken, ob $B links 
oder rechts von O liegt; in gleicher Weise geniigt es zu der 
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_ Bestimmung des Punktes 0, die Lange der Linie OX zu messen, 
und eu bemerhen, ob 2 oberhalb oder unterhalb O liegt. 

Es wird jetzt festgesetzt, dass die absolute Zahlengrisse, 
welche vermége der angenommenen Lingeneinheit die Lange 
der Linie O$ ausdriickt, mit eimem positiven Vorzeichen ver- 
sehen werde, sobald $8 links von O liegt, und mit einem nega- 
twen Vorzeichen, sobald $8 rechts von O liegt; es wird ferner 
festgesetzt, dass die absolute Zahlengrisse, welche vermége der 
angenommenen Lingeneinheit die Linie OO ausdriickt, mit einem 
positiven Vorzeichen versehen werde, sobald 0 oberhalb O liegt, 
und mit eimem negativen Vorzeichen, sobald DQ unterhalb O liegt. 
Dann. giebt das nach der aufgestellten Regel mit einem be- 
stimmten Vorzeichen versehene Mass der Liinge O% die Lage 
des Punktes $8, und ebenso giebt das nach der aufgestellten 
Regel mit einem bestimmten Vorzeichen versehene Mass der 
Lange OX die Lage des Punktes © vollstiindig an. Da aber 
aus der Lage der beiden Punkte $8 und O die Lage des Punktes 
Mt unzweifelhaft folgt, so sind jene positiv oder negativ genom- 
menen Zahlengréssen ausreichend, um die Lage des Punktes-# 
in der Ebene zu fixiren. Hierin besteht das Princip der ana- 
lytischen Geometrie der Ebene. Das nach der gegebenen Regel 
positiv oder negativ genommene Mass der Linge O 8 heisst die 
erste Ordinate des Punktes Rt, das nach der gegebenen Regel po- 
sitiv oder negativ genommene Mass der Linge OD heisst die 
gweite Ordinate des Punktes R. Wenn der Punkt KR auf der 
ersten Axe liegt, so ist die zweite Ordinate gleich Null, wenn der 
Punkt KR auf der zweiten Axe legt, so ist die erste Ordinate gleich 
Null. Wenn der Punkt R in den Punkt O fallt, so sind beide 
Ordinaten gleich Null. Jeder Lage des Punktes R in der Ebene 
entspricht eine bestimmte erste und eine bestimmte zweite Ordinate. 
Zu jedem Paar von positiven oder negativen Zahlengrossen, von 
denen die erste den Werth der ersten Ordinate und die zweite 
den Werth der zweiten Ordinate ausdriickt, gehort ein bestimmter | 
Punkt der Ebene. 

Bei der entwickelten Ortsbestimmung des Punktes % ist 
offenbar das auf die erste Axe gefillte Loth #3 gleich der 
Strecke OO, und das auf die zweite Axe gefiillte Loth HO 
gleich der Strecke O%. Es kann deshalb zu der Definition der 


\ 
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beiden Ordinaten die Messung der beiden Lothe, oder auch die 
Messung einer Strecke und eines Lothes benutzt werden. Wenn 
das letztere geschieht, so pflegt man das nach der aufgestellten 
Zeichenregel positiv oder negativ genommene Mass der aut einer 
Axe liegenden Strecke die Abscisse des Punktes R, das nach 
der Zeichenregel positiv oder negativ genommene Mass des aut 
dieselbe Axe gefillten Lothes die Ordinate des Punktes ¥ 
zu mnennen. Bezeichnet man die erste Ordinate irgend eines 
Punktes mit x, die zweite Ordinate desselben Punktes mit y, so 
nimmt fiir einen bestimmten Punkt der Ebene die Variable x einen 
positiven oder negativen bestimmten Werth und gleichzeitig die 
Variable y einen positiven oder negativen bestimmten Werth an. 
Die Ordinaten w und y zusammengefasst heissen auch die berden 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Ebene, der Punkt O, 
in welchem sich die rechtwinkligen Axen der x und y schneiden, 
wird der Anfangspunkt der Coordinaten genannt. 

Wenn von dem Antangspunkte der Coordinaten O nach 
einem beliebigen Punkte ® der Ebene, der die Coordinaten x 
und y haben soll, eine gerade Linie gezogen wird, so findet sich 
das Mass fiir die Lange dieser Linie durch den Pythagordischen 
Lehrsatz. Die Linie OR ist die Hypotenuse eines rechtwink- 
ligen Dreiecks, dessen Katheten nach der vorhin gebrauchten 
Bezeichnung die auf der Axe der 2 liegende Strecke O$ und 
das auf diese Axe gefillte Perpendikel #38 sind. Da nun die 
Liinge der Strecke O%8 den absoluten Werth der Ordinate 2, 
und die Linge des Lothes i$ den absoluten Werth der Ordi- 
nate y bestimmt, da ferner das Quadrat einer positiven oder 
negativen Zahlengrésse gleich dem Quadrate ihres absoluten 
Werthes ist, so wird unter allen Umstiinden das Quadrat des 
Masses von O%$ durch # und das Quadrat des Masses von RP 
durch y? ausgedriickt. Daher gilt fiir den absoluten Werth r 
der Linge der Line OR allgemein die Gleichung 
(1) P= ey 

Die Betrachtung desselben rechtwinkligen Dreiecks BOR 
dient zu der Bestimmung des Winkels ©, welchen die von O 
nach dem Punkte St gezogene gerade Linie mit dem Theil der 
x-Axe bildet, dem die positiven Werthe von x eugehiren, und der 
bei der von uns gewiihlten Vorstellung nach der linken Seite 
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gerichtet ist. Stellt man sich vor, dass der Punkt # zuerst auf 
dem positiven Theile der z-Axe angenommen sei, und dass hierauf 
die Linie OR ohne Verinderung ihrer Liinge um den Punkt O 
in dem Sinne gedreht werde, der auf dem kiirzesten Wege von 
dem positiven Theile der w-Axe zu dem positiven Theile der 
y-Axe, das heisst in unserer Anschauung von der linken zu der 
rechten Hand geht, so durchliuft 9 alle Punkte eines um den 
Anfangspunkt O als Centrum beschriebenen Kreises, und zugleich 
durchlaiuft der in Rede stehende Winkel ©, von dem Werthe Null 
anfangend und fortwiihrend wachsend, nach einander die vier 
Quadranten, bis nach Vollendung derselben der Punkt 9% an 
seinen urspriinglichen Ort zuriickkehri. Wenn man auf der Linie 
OR auf derselben Seite von O, auf der sich der Punkt # be- 
findet, und in der Entfernung der Lingeneinheit von O einen 
Punkt R annimmt, von diesem Punkte aus auf die z-Axe ein 
Loth fallt, und den Fusspunkt desselben P nennt, so sind die 
Dreiecke POR und SOR wegen der Gleichheit der Winkel 
einander ahnlich. 

Die Katheten OP und RP des Dreiecks POR bestimmen 
vermége der Erérterungen des vorigen § den Cosinus und den 
Sinus des gegenwirtig mit © bezeichneten Winkels in der Weise, 
dass die gemessenen Liingen dieser Linien zufolge der dort an- 
gegebenen Regel das positive oder negative Vorzeichen erhalten. 
Diese Regel stimmt genau mit der Regel iiberein, von welcher 
die Vorzeichen der Ordinaten w und y abhingen. Daher folgen 
aus der Proportionalitit der Seiten in den dhnlichen Dreiecken 
POR und SO fiir den Cosinus und den Sinus des Winkels 
© die Ausdriicke 

x . 1 
(2) , cos O = Vinge sin Ve 

Die so eben erklirten Elementarbegriffe der analytischen 
Geometrie reichen aus, um die geometrische Darstellung der com- 
plexen Groéssen mitzutheilen, welche Gauss in der 1832 erschie- 
nenen zweiten Abhandlung: theoria residuorum biquadraticorum 
in die Analysis eingefiihrt hat. Diese Darstellung fliesst aus 
der Bemerkung, dass es freisteht, bei einer beliebig gegebenen 
complexen Grésse «+ yi die positive oder negative reelle Grisse 
x als die erste Ordinate, und die positive oder negative reelle 
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Grosse y als die zweite Ordinate eines Punktes einer unbe- 
grenzten Ebene in einem bestimmten System rechtwinkliger 
Coordinaten zu betrachten. Alsdann gehért zu jeder complexen 
Grisse ein bestimmter Punkt der Ebene, und in gleicher Weise 
gehért zu jedem Punkte der Ebene eine bestimmte complexe 
Grésse. Man darf jetzt sagen, dass eine complexe Grisse «+ y2 
durch denjenigen Punkt der Ebene reprisentirt werde, dessen 
erste Ordinate gleich z und dessen zweite Ordinate gleich y ist, 
und darf ferner diesen Punkt den Punkt «+y7 nennen. Der 
Anfainger erhilt von der Darstellung der complexen leicht den 
Eindruck, als ob hier Begriffe in eine Beziehung zu einander 
gvesetzt werden, die nichts mit einander zu schaffen haben. Doch 
verschwindet dieser Eindruck, sobald man mit der Darstellung 
vertrauter wird und Anwendungen derselben kennen lernt. 

Bei. der Gauss’schen Darstellung der complexen Griéssen 
wird die Null durch den Anfangspunkt der Coordinaten repri- 
sentirt, die vier Einheiten 

+1,4,—1, —i 
haben zu Vertretern diejenigen vier Punkte, welche in der Entfer- 
nung der Lingeneinheit vom Anfangspunkte der Coordinaten be- 
zvehungsweise auf der positiven Seite der ersten Axe, der positiven 
Seite der zweiten Axe, der negativen Seite dev ersten Axe und der 
negatiwen Seite der zweiten Axe liegen. Die reellen Werthe wer- 
den durch die Punkte der ersten Axe, die rein imaginiiren 
Werthe drrch die Punkte der zweiten Axe. dargestellt. Deshalb 
wird die erste Axe die Axe der reellen Werthe, die zweite Axe 
die Axe der imagindren Werthe genaunt. 

Zwei einander conjugirte compleze Gréssen x+ yi und 
x — yt bedeuten Punkte, deren Verbindungslinie auf der Axe der 
reellen Werthe senkrecht steht, und durch dieselbe halbirt wird. 
Denkt man sich die Axe der reellen Werthe als einen Spiegel, 
so wird der eine Punkt das Spiegelbild des andern. Zwei com- 
plexe Gréssen «+ yz und —x#—y? bezeichnen zwei Punkte, die 
auf derselben durch den Punkt 0 gehenden geraden Linie, aber 
auf entgegengesetzten Seiten von diesem Punkte und in gleichen 
Abstiinden von demselben liegen. 

Wenn von dem Punkte 0 nach dem Punkte # + yi eine 
gerade Linie gezogen wird, so hat der absolute Werth 7 der 
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Linge dieser Linie nach der Gleichung (1) den Ausdruck 

(3) r=Ve ry: 

derselbe ist also gleich dem analytischen Modul der complexen 
Grosse x+ yi. Der analytische Modul wird auch der absolute 
Betrag der complexen Grisse x+ yi genannt, oder noch kiirzer 
der Betrag der complexen Grosse x+ yi. Die Gestalt der com- 
plexen Grésse «+ y%, welche der Gleichung (7) des $ 30 ent- 
spricht, erhalt ebenfalls eine anschauliche Bedeutung. Denn 
vermége der Gleichungen (3) kommt 

(4) L+ Yyt=r (cos @ + isin O), 

und der Winkel © ist derjenige innerhalb eines vollen Kreises 
genau bestimmte Winkel, welchen die von dem Punkte 0 nach 
dem Punkte 7+ yi gezogene gerade Linie mit der positiven 
Halbaxe der reellen Wertlie bildet. 

Zwei beliebige complexe Gréssen a + bi und ¢ + di kiénnen 
durch die vier Grundoperationen der Rechnung mit einander 
verbunden werden, und es gewihrt ein besonderes Interesse, 
die geometrische Interpretation dieser Operationen aufzusuchen. 
Hiebei geniigt es, die Addition und die Multiplication zu be- 
trachten, da die Subtraction und die Division sich durch Um- 
kehrung des zugeordneten Verfahrens ergeben. Wenn a + bi 
und ¢ + di zu einander addirt werden, so dass 
(5) L+yt=at+bi+ec+ di 
ist, so kann man die erste Ordinate des Punktes «+ yz her- 
vorbringen, indem man die erste Ordinate des Punktes a + bi 
um die erste Ordinate des Punktes ¢ + di wachsen lasst und 
die zweite Ordinate des Punktes ~ + yz hervorbringen, indem 
man die zweite Ordinate des Punktes a+ bi um die zweite 
Ordinate des Punktes ¢ + di wachsen lasst. Das Wachsen einer 
Ordinate ist hier so zu verstehen, dass, wenn zu derselben eine 
positive Grésse hinzukommt, der Endpunkt der Ordinate um die 
betreffende Strecke nach der positiven Seite der in Rede ste- 
henden Axe hin fortriickt, dass dagegen, wenn zu der Ordinate 
eine negative Grésse hinzukommt, der Endpunkt der Ordinate 
um die betreffende Strecke nach der negativen Seite derselben 
Axe hin fortriickt. Hieraus ergiebt sich fiir die Lage des Punktes 
x + yi die folgende Construction. Man ziehe von dem Punkte 
0 eine gerade Linie nach dem Punkte a + bi und eine gerade 
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Linie nach dem Punkte ¢ + di, dann ziehe man von dem Punkte 
a+ bi eine gerade Linie so, dass dieselbe mit der von dem 
Punkte o nach dem Punkte ¢ + di gezogenen Linie gleich ge- 
richtet, parallel und gleich lang ist, so ist der zweite Endpunkt 
dieser Linie der durch (5) bestimmte Punkt # + y7. 

Damit das Product der complexen Griéssen a + bi und 
c + di einen Punkt repriisentiren kénne, ist dasselbe durch die 
Hinheit dividirt zu denken, und in diesem Sinne sei 
(6) “2+ yt =(a + Ot) (C + 2). 

Wir bilden nun fiir die complexen Gréssen a + b7 und 
c+ di die Gleichungen (7) und (8) des § 30 

a+ bi=o (cosp + ising) 
¢ + dt=o (cos x + isin y), 
deren geometrische Bedeutung bei der Eintiihrung des Winkels 0 
besprochen ist, und erhalten durch Ausfiihrung der Multiplication, 
wie an der citirten Stelle, die Gleichung 
x+yi=oo (cos(p +x) +7sin(g +y)). 

Wird ausserdem fiir diese Grésse x + yi die obige Glei- 
chung (4) aufgestellt, so folgt durch einen mehrfach gebrauchten 
Schluss, dass 

r= 00, cos O= cos (p + x), Sin O= sin (gp + x) 
ist. : 

Diese Gleichungen driicken aus, dass, wenn der Punkt 0 
nach einander mit den Punkten 1, a+ 07, ¢+di, und dem 
durch die Gleichung (6) bestimmten Punkte # + yi verbunden 
wird, die entsprechenden vier Linien respective die Lingen 
00 


haben, dass ferner der Winkel zwischen der ersten und vierten 
Linie erhalten wird, indem man zu dem zwischen der ersten 
und zweiten Linie befindlichen Winkel den zwischen der ersten 
und dritten Linie befindlichen Winkel hinzuaddirt. Da der 
Punkt 1 auf der positiven Seite der Axe der reellen Werthe in 
der Entfernung 1 vom Coordinatenanfangspunkte liegt, so fiallt 
die Richtung der in Rede stehenden ersten Linie mit der Rich- 
tung der positiven Halbaxe der reellen Werthe zusammen, und 
die auftretenden Winkel werden nach dem, was vorhin in Be- 
treff des Winkels © gesagt worden ist und ebenso fiir die Winkel 
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gy und x gilt, auf eine Drehung bezogen, die von der positiven 
Halbaxe der reellen Werthe auf dem ktirzesten Wege nach der 
positiven Halbaxe der imaginaren Werthe fiihrt. Sobald von 
dem Punkte 1 eine gerade Linie nach dem Punkte a+ bi und 
eine zweite gerade Linie nach dem Punkte ¢ + di gezogen wird, 
und ferner von dem Punkte a + bi eine gerade Linie nach dem 
durch (6) definirten Punkte 2 + y2, sobald ausserdem ein Dreieck 
durch die successive Nennung der Oerter seiner drei Eckpunkte 
bezeichnet wird, so sind die beiden? Dreiecke 
1, Ope + di 

und 

a+61,0,¢2+y1 
emander dhnlich wegen der Gleichheit der an dem Punkte 0 lie- 
genden Winkel und wegen der Proportionalitit der einschlies- 


: . oO. . A 
senden Seiten 1 und o im ersten, e und = im zweiten Dreieck. 


Wird das erste Dreick um den Punkt 0 so herumgedreht, dass 
die Seite 1 desselben in die Richtung von der Seite 0 des 
zweiten Dreiecks fallt, so fallt die Seite 0 des ersten Dreiecks 


in die Richtung der Seite = des zweiten Dreiecks. Demnach 


ist an der Verbindungslinie der Punkte 0 und a + b¢ ein Dreieck 
anzulegen, das dem Dreiecke 1, 0,¢ + di abnlich ist und eine 
Lage hat, die aus der Lage dieses Dreiecks durch eine um den 
Punkt 0 ausgefiihrte Drehung hervorgeht; hierbei ist fiir das 
neue iihnliche Dreieck der Punkt 0 festzuhalten und das Dreieck 
1, 0, e+ di nach einem solchen Massstabe zu vergrdsseren oder 
zu verkleineren, dass aus der Liingeneinheit die Verbindungslinie 
der Punkte 0 und a+0% wird. Die Ecke des construirten ahn- 
lichen Dreiecks, welche der Verbindungslinie des Punktes 0 mit 
dem Punkte a + bi gegeniiberliegt, ist dann der durch die Glei- 
chung (6) bestimmte Punkt x + yz. 

Auf gleiche Weise entsteht das Bild derjenigen Punkte, 
die durch die auf einander folgenden positiven ganzen Potenzen 
derselben complexen Grisse a + bi bezeichnet werden. Zieht 
man gerade Linien von dem Punkte 0 nach den Punkten 
1, a+ bi), (a+ bi)*, (a+b%)*,.. und verbindet durch gerade 


Linien den Punkt 1 mit dem Punkte a+ bi, diesen mit dem 
Lipschitz, Analysis. 10 
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Punkte (a + 04)? und tiberhaupt jeden Punkt mit dem ni&chst- 
folgenden, so sind die Dreiecke 
. 1,0, a+ b1 
a+ bi, 0, (a+ bi)? 
(a + bi)?, 0, (a+ 61)° 


alle unter einander ihnlich, und jedes schliesst sich an das 
niichstfolgende so an, dass sie eine gemeinschaftliche Seite haben. 
Man kann sich vorstellen, dass die Verbindungslinien des Punktes 
0 mit den Punkten 1,a+ bi, (a + bi)*,.. erhalten werden, indem 
man die positive Halbaxe der reellen Werthe bestindig in dem- 
selben oben definirten Sinne und um denselben Winkel dreht. 
Die Abstinde des Punktes 0 von den genannten Punkten bilden, 
wenn der absolute Betrag der complexen Grosse a+ 67 wieder 
mit @ bezeichnet wird, die Reihe 1, 0, 9’,..; sie nehmen also 
fortwihrend zu, wenn g die Einheit tibertrifft, sie nehmen fort- 
wihrend ab, wenn @ unter der Einheit liegt, und sie bleiben 
ungeindert, wenn eo gleich der Einheit ist. In dem letzten 
Falle liegen mithin die simmtlichen Punkte auf demjenigen 
Kreise, der mit der Einheit als Radius um den Punkt 0 be- 
schrieben ist. 

Man kann jetzt zu den » Wurzeln der reinen Gleichungen 
des nten Grades iibergehen. Die » Wurzeln der Gleichung 

wo = as 

oder die nten Wurzeln der Einheit reprisentiren nach dem so 
eben Gesagten diejenigen » Punkte auf der Peripherie des 
um den Punkt 0 mit der Liangeneinheit beschriebenen Kreises, 
welche, mit dem auf der Axe der reellen Werthe liegenden 
Punkte 1 beginnend, den Kreis in  gleiche Theile theilen. 

Die Verbindung von je zwei auf einander folgenden Thei- 
lungspunkten durch gerade Linien bringt das in den Kreis ein- 
geschriebene reguliire n-Eck hervor, und die Beziehung der nten 
Wurzel der Einheit zu der Aufgabe, den Kreis in » gleiche 
Theile zu theilen, tritt unmittelbar in Evidenz. 

Die Auflésung der allgemeinen reinen Gleichung des nten 
Grades 

o =A+ Bi 

entspricht der geometrischen Aufgabe, zwischen die beiden ge- 
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raden Linien, welche den Punkt 0 mit dem Punkte 1 und den 
Punkt 0 mit dem Punkte A+ Bi verbinden, dergestalt n ein- 
ander tibnliche Dreicke einzuschalten, dass alle Dreiecke den 
Punkt 0 zum Eckpunkt und dass immer je zwei auf einander 
folgende Dreiecke eine gemeinschaftliche Seite haben, dass die 
erste Seite des ersten Dreiecks mit der Verbindungslinie der 
Punkte 0 und 1 und die zweite Seite des letzten Dreiecks mit der 
Verbindungslinie der Punkte 0 und 4 + Bi zusammenfillt, und 
dass die Lagen der » Dreiecke durch Drehung des ersten dieser 
Dreiecke um den Punkt 0 hervorgebracht werden kiénnen. Der 
Eckpunkt des ersten’ dieser Dreiecke, welcher der die Punkte 
0 und 1 verbindenden Seite gegeniiber liegt, determinirt dann 
eine Wurzel w der in Rede stehenden Gleichung. 
In der Gleichung (2) des § 33 
A+ Bi= P (cos ® +7 sin @) 

driickt der absolute Betrag P der complexen Grésse A + Bi 
die Entfernung des Punktes 0 von dem Punkte A + Bi, und @ 
den Winkel aus, den diese Linie mit der positiven Axe der 
reellen Werthe macht. Durch die an dem Punkte 0 liegenden 
einander gleichen Winkel der erwahnten » Dreiecke wird der 
Winkel @ in n gleiche Theile getheilt, und die von dem Punkte 
0 ausgehenden Seiten der Dreicke reprasentiren durch ihre Liin- 
gen die ~ zwischen der Einheit und dem absoluten Betrage P 
der Grésse A+ Bi eingeschalteten mittleren Proportionalen. Das 
Vorhandensein der » von einander verschiedenen Wurzeln der 
Gleiching w — A+ Bi correspondirt mit’ dem Umstande, dass 
die aufgestelite geometrische Aufgabe auf n von einander ver- 
schiedene Arten aufgelost werden kann. Denken wir uns in 
Uebereinstimmung mit den bisherigen Anschauungen den Winkel 
@ als einen solchen, der einen vollen Kreis nicht iibertrifft, so 
lisst sich die betreffende geometrische Aufgabe zunachst so lésen, 
dass jeder der an dem Punkte 0 liegenden Winkel der erwahn- 
ten » ihnlichen Dreiecke der nte Theil dieses Winkels @ ist. 
Die  Dreieke liegen dann in der Weise neben einander, dass, 
wenn eine fortwihrend in demselben oben naher bezeichneten 
Sinne gedrehte Linie die an dem Punkte 0 liegenden Winkel 
der simmtlichen Dreiecke der Reihe nach durchlauft, diese Linie 
um den Punkt 0 Ein Mal herumgeht. Die geometrische Auf- 
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gabe gestattet aber insofern andere Auflésungen, als zu dem 
definirten Winkel @ ein voller Kreis und allgemein ein ganzes 
Vielfache eines vollen Kreises hinzugefiigt werden darf. Dieses 
Vielfache miége wieder wie in § 33 als das s fache bezeichnet 
werden; alsdann liegen die zugehérigen m thnlichen Dreiecke 
in der Art neben einander, dass, wenn eine fortwahrend in dem- 
selben oben niher bezeichneten Sinne gedrehte Linie die an 
dem Punkte 0 liegenden Winkel der simmtlichen Dreiecke der 
Reihe nach durchlauft, dieselbe um den Punkt 0 eime Zahl von 
Umgingen machen muss, die durch s +1 ausgedriickt wird. 
Die simmtlichen n Auflésungen der geometrischen Aufgabe ent- 
stehen, indem der Zahl s nach der Reihe die n Werthe 0, 1, 2,.. 
n—1 beigelegt werden. ; 

Das von Descartes angegebene in § 41 entwickelte Merkmal 
fiir diejenigen geometrischen Aufgaben, die mit Hiilfe des Lineals 
und des Zirkels allein construirt werden kénnen, findet bei der 
Gauss’schen Darstellung der complexen Gréssen durch die Punkte 
einer Ebene eine directe Anwendung, weil die zu einer com- 
plexen Grisse «+yi gehérenden Coordinaten 2 und y die mit 
positiven oder negativen Vorzeichen versehenen Masse der Liingen 
gewisser Linien sind. Da die Addition, Subtraction, Muitipli- 
cation und Division von zwei complexen Gréssen a + 6% und 
e+ di nur die Ausfiihrung derselben vier Operationen fiir die 
reellen Bestandtheile a, 6, c, d voraussetzt, so muss die Con- 
struction eines Punktes «+ y?, bei dem die complexe Grisse 
“+ yi aus den Gréssen a+ bi und ¢ + di beziehungsweise durch 
Addition, Subtraction, Multiplication und Division entstanden 
ist, wenn die Punkte a+ 67 und c+ di gegeben sind, eine mit 
Lineal und Zirkel construirbare Aufgabe sein. Deshalb konnten 
vorhin derartige Constructionen jener Grundaufgaben mitgetheilt 
werden. 

Was die reinen Gleichungen [des nten Grades, oder die 
Bestimmung der ten Wurzeln aus einer complexen Grisse 
A+ Bi anlangt, so ist in § 34 die Auflésung der reinen quadra- 
tischen Gleichung 

wo* = A+ Bi, 
oder die Bestimmung der Quadratwurzeln aus der complexen 
Grosse A+ Bi aut die Ausziehung von Quadratwurzeln aus po- 
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sitiven reellen Gréssen zuriickgefithrt worden. Es muss daher 
die Auflésung der entsprechenden geometrischen Aufgabe, wie 
die Auflésung jener vier Grundaufgaben mit Lineal und Zirkel 
construirt werden kénnen. Man gelangt zu einer solchen Con- 
struction durch die folgende Ueberlegung. 


Denkt man sich, wie friiher, das Dreick 
1,0, A+ Be 

so kommt es darauf an, den an dem Punkte 0 entstehenden 
Winkel desselben zu halbiren, die Halbirungslinie: von dem 
Punkte 0 aus nach beiden Seiten durchzuziehen, und auf jeder 
Seite einen Punkt in derjenigen Entfernung abzuschneiden, welche 
gleich der Quadratwurzel aus dem absoluten Betrage P der 
Grésse A + Bi ist. Alsdann repriasentiren die Endpunkte der 
beiden Strecken die beiden in Rede stehenden Quadratwurzeln 
aus der complexen Grésse A+ Bi, nimlich nach (2) des § 34 
die beiden complexen Gréssen 

V P(cos + isin oh ~ V P(cos @ + 4 sin a 

Wenn man auf der negativen Seite der Axe der reellen 
Werthe in der Entfernung P von dem Anfangspunkte einen 
Punkt annimmt, dem in der eingefiihrten Sprache die Bezeich- 
nung — P zukommt, so wird der Theil der Axe der reellen 
Werthe, welcher zwischen dem Punkte 1 und diesem Punkte 
— FP liegt, durch den Punkt 0 in zwei Abschnitte getheilt, 
deren Product gleich der Grésse P ist. Wenn man ferner die 
gerade Linie, welche den Punkt 0 mit dem Punkte A + Bi ver- 
bindet, tiber den Punkt 0 hinaus ritickwiarts verlangert, und hier 
in der Entfernung 1 von dem Punkte 0 einen Punkt annimmt, 
dem die Benennung eS eh 
Strecke, welche zwischen dem Punkte 4 + 67 und diesem Punkte 
liegt, durch den Punkt 0 in zwei Abschnitte getheilt, deren 
Product gleich der Grisse P ist. Da nun die beiden Punkte 


= = Dt iD 
V P(cos Le + isin $) — V P(cos > + 74sin 5) 


zugehért, so wird auch die 


2 
auf derselben durch den Punkt 0 gehenden geraden Linie liegen, 
und zwar so, dass das Quadrat des Abstandes zwischen jedem 
der beiden Punkte und dem Punkte 0 ebenfalls gleich der Grésse 
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P ist, so liegen diese beiden Punkte, deren Construction gesucht 
wird, sowohl mit den beiden Punkten 


1,—P 
wie auch mit den beiden Punkten 
. —A— Bi 
A 35 Be Sa ae 


auf demselben Kreise. Man hat daher durch drei von den letzt- 
genannten vier Punkten, etwa durch die Punkte 1, A+ Bi, —P 
einen Kreis hindurchzulegen, das Centrum dieses Kreises mit 
dem Punkte 0 zu verbinden, und die auf dieser Verbindungs- 
linie senkrecht stehende Sehne zu ziehen, so trifft diese Sehne 
den gezeichneten Kreis in den beiden Punkten, deren Construc- 
tion zu bewerkstelligen war. 

Wenn man je zwei anfeinander folgende von den vier 
Punkten 


1 V P(eos $ + 7sin =} A+ Bi, — V P(cos § Si + isin *) 


durch gerade Linien, und den letzten dieser Punkte mit dem 
ersten wieder durch eine gerade Linie verbindet, so sind diese 
vier Sehnen des angegebenen Kreises die dem Punkte 0 gegeniiber 
liegenden Seiten in den beiden Paaren von ihnlichen Dreiecken, 


welche nach der allgemeinen tiber die Gleichung w° = A+ Bi 
angestellten Erérterung fiir den Fall » = 2 zwischen den Ver- 
bindungslinien der Punkte 0 und 1 und der Punkte 0 und A+ Bi 
eingeschaitet werden sollten. 


§ 43. Zusammenhang zwischen einer ganzen Function eines 
beliebigen Grades einer Variable und den Werthen der Va- 
riable, fiir welche die Function verschwindet, oder den 
Wurzeln der zugehérigen Gleichung. 


Von der Betrachtung der binomischen Gleichungen des 
mten Grades wenden wir uns zu den allgemeinen rationalen 
ganeen Functionen des nten Grades einer Variable « xuriick, 
deren Bezeichnung, wie in § 23, diese sein mige 
(1) f(a) =a; i a ee a ae a, 
und zu den correspondirenden Gleichungen des nten Grades. 

Die Frage nach denjenigen Werthen der Variable x, welche 
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die Function f(#) zum Verschwinden bringen, wird gegenwiartig, 
wie es vorhin bei den binomischen Gleichungen geschehen ist, 
auf alle reellen oder complexen Grissen gerichtet, welche dieser 
Forderung geniigen. Die Einfiihrung der complexen Gréssen 
in die Rechnung entsprang aus der Untersuchung der rationalen 
ganzen Functionen des zweiten Grades einer Variable x, und gab 
die Méglichkeit, die beiden in § 28 enthaltenen Siitze aufzustel- 
len, dass jede solche Function als ein Product von zwei Factoren 
des ersten Grades in Bezug auf die Variable x dargestellt werden 
kann, und dass die zugeordnete Gleichung stets ewer Wurzeln 
hat. Zugleich zeigten die Erérterungen des § 28 den einfachen 
Zusammenhang, der zwischen diesen beiden Wurzeln und jenen 
beiden Factoren Statt findet. Es wird jetzt nachgewiesen werden, 
dass die Bestimmung der reellen oder complexen Werthe von z, 
welche die Function f(x) zu Null machen, oder die Bestimmung 
der Wurzeln der Gleichung 

(2) f (8) =0, 

zu der Zerlegung der Function f(x) in Factoren, die rationale 
ganze Functionen von x sind, in einer allgemeinen Beziehung 
steht. 

Sobald die Function f(a) fiir ein unbestimmtes x, wie hier 
immer verstanden wird, als ein Product von zwei rationalen gan- 
zen Functionen von « dargestellt werden kann, so braucht man 
von jedem der beiden Factoren den Ausdruck, dass derselbe ein 
algebraischer Theiler der Function f (x) sei, oder duss er in dre 
Function f (x) algebraisch aufgehe. 

Nach dieser Redeweise geht die rationale ganze Function 
des nullten Grades, die nach § 23 gleich einer reinen Constante 
ist, in jede rationale ganze Function f(x) auf, da f(x) eine ra- 
tionale ganze Function von 2 bleibt, nachdem die simmtlichen 
Coefficienten durch eine Constante dividirt sind. Bei einer 
Function f(x) wird das Vorhandensein eines algebraischen Thei- 
lers vom ersten Grade durch den folgenden Satz angegeben: 
(1) Wenn &, eine Wurzel der Gleichung f (§)=0 ist, so geht die 

Function f(a) durch die Differenz x—&, algebraisch auf. 

Setzt man in die Function f(z) statt der variablen Grosse 
x eine beliebige andere variable Grosse y, so dass nach (1) 

(Y=ay tay +..+a, y ta, 
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ist, dann entsteht durch Subtraction dieser Gleichung von (1) 

die Gleichung 

(3) f(a) (y=a,(a"— 9") + a, (2 —y")+.. +4, (ey). - 
Nun gilt fiir jeden positiven ganzen Exponenten s die durch 

directe Rechnung zu bestitigende Gleichung 

(4) e—y=(a—y la +a yt a oy +..tay +y )s 

wo in der Klammer der rechten Seite die Exponenten von « 

stets um eine Einheit fallen, die Exponenten von y stets um 

eine Einheit steigen. Fiir diese rationale ganze Function von 

x und y erhalt man, wofern nur nicht z=y angenommen wird, 

da jede von Null verschiedene Grisse als Divisor angewendet 

werden darf, die Bezeichnung 

oy 

my 


1 


(5) =i back oy oot ay fg: 


Mit Hiilfe von (4) kann man jede der Differenzen 2" — y", 


vc —y,.. als das Product der Differenz “x —y in eine ra- 
tionale ganze Function von x und y darstellen, und daher der 
Gleichung (3) die Gestalt geben 


n n n—1 n—1l 

x —y “x —y ao4 
6 on = — = oe 
©) fo—ro=@—w(a, S—" +0, +a} 
bei der die siimmtlichen auf der rechten Seite vorkommenden 

n n n—1 n—1 
; x— «— : ‘ 

Quotienten g ; eC Bedeutung von rationalen 


ganzen Functionen der Elemente x und y haben. Die ganze 
Klammer ist daher gleich einer rationalen ganzen Function der 
Elemente x und y. 


Die hodchsten Potenzen von x in den rationalen ganzen 


n n n—1 n—l 
0 : . Oe (aa x ara 
Functionen, welche durch die Quotienten y -,— y 
Ly CRT} 


yias 


dargestellt werden, sind bezichungsweise oy o ..; deshalb 

ist in der genannten Klammer die héchste Potenz von x die 

(m—1)te; sie erscheint nur in dem ersten Summanden, und zwar 

mit dem Coefficienten a, versehen, da dieser Summand gleich 
a, (eo Ee ge a ay Oe yt) 

ist. Die Gleichung (6) sagt demnach aus, dass die Differenz 

f(x) —f(y) fiir beliebige Werthe von zw und y gleich dem Pro- 
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duct der Differenz « — y in eine rationale ganze Function von 
x und y ist, bei welcher die héchste Potenz von x nur in dem 


Gliede a, av vorkommt. Wenn jetzt die Variable x unbestimmt 
bleibt, dagegen die Variable y gleich dem bestimmten Werthe &, 
gesetzt wird, der nach der Annahme des zu beweisenden Satzes 
(1) die Gleichung f(&)=0 befriedigt, so verwandelt sich die 
Differenz f(z) —f(y) in die Function f(x), die Differenz 2—y 
in die Differenz #— &,, und die rationale ganze Function der 
Elemente x und y, welche den zweiten Factor der rechten Seite 
von (6) ausmacht, in eine rationale ganze Function f, (x) der 
Elemente x und &,, bei welcher die héchste Potenz von a nur 


in dem Gliede a, a vorkommt. Also gilt die Gleichung 
(7) f (a) = (#—&,) f, (@), 

und die Function f(x) wird fiir ein unbestimmtes x gleich dem 
Product der Differenz 2 — &, in eine rationale ganze Function von 
x, wie behauptet worden war. Das angewendete Verfahren be- 
stimmt ausserdem diese Function f, (x) als eine Function des 


(n—1)ten Grades, deren héchstes Glied den Ausdruck a, x hat. 

Der so eben bewiesene Satz (1) bildet den Ausgangspunkt 
fiir mehrere Reihen von Sitzen; es folgt jetzt der Satz: 

(2) Wenn & und §& zwei von emander verschiedene Wur- 
zeln der Gleichung f (§) == 0 sind, so geht f (x) durch das Product 
der zwei Factoren (a — &,) (27—&,) algebraisch auf, und wenn 
allgemein &,, &,.- F lauter von einander verschiedene Wurzeln 
der Gleichung f(x) =0 sind und die Zahl @ kleiner oder hichstens 
gleich der Zahl n des Grades der Function f(x) ist, so geht f(x) 
durch das Product der @ Factoren (~—&,) (7—é&,).. (o's, J 
algebraisch auf. 

Aus der Gleichung (6) war fiir eine Wurzel &, der 
Gleichung f(g) =0 die obige Gleichung (7) abgeleitet worden. 
Wofern nun &, eine von &, verschiedene Wurzel der Gleichung 
f(é)=0 ist, so ergiebt die Substitution des Werthes &, fiir x 
in (7) die Gleichung 
(8) f &) =(& — E)F AE) =0. 

Vermége des Satzes, dass ein Product von zwei Factoren 
nur dann verschwinden kann, wenn einer der beiden Factoren 
gleich Null ist, muss von den beiden Factoren &,—§, und 
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f, (&,) eimer gleich Null sein. Der Factor £,— &, ist nicht 
gleich Null, da nach der Voraussetzung §, von &, verschieden 
sein soll; also ist nothwendig f, (§,)=0. Hiermit wird aus- 
gedrtickt, dass & eine Wurzel der Gleichung /, (§)=0 ist. 
Weil aber /, («) eine ganze Function des (7 — 1) ten Grades ist, 


die mit dem Gliede in & beginnt, so findet auf dieselbe der 
Satz (1) Anwendung, und es besteht die der Gleichung (7) nach- 
gebildete Gleichung 
(8) f, (@)=(a—&,)f, (2), 
in der f, (x) eine mit dem Gliede a, az" beginnende rationale 
ganze Function von x vom (w—2)ten Grade ist. Setzt man 
diesen Ausdruck von /,(x) in die Gleichung (7) ein, so entsteht 
die Gleichung 
(9) f(a") = (w@— §,)(a@—§,)f, (2). 

Durch dieselbe wird der erste Theil des Satzes (2) be- 
wiesen, und zwar ist der letzte Factor der rechten Seite f, (x) 


eine mit dem Gliede acu anfangende rationale ganze Fune- 
tion von x vom (n—2)ten Grade. 

Der Beweis des allgemeinen Satzes lisst sich auf den 
Schluss griinden, dass, wenn aus der Giiltigkeit des Satzes fiir 
o—-1 Wurzeln seine Giiltigkeit fiir @ Wurzeln folgt, derselbe 
fiir jeden gegebenen Werth der Zahl @ gelten muss. 

Von dem auf zwei Wurzeln &, und & beziiglichen Satze 
kann man zu dem fiir auf drei Wurzeln &,, §&, §, beziiglichen 
Satze tibergehen, und diesen Schritt so oft wiederholen, bis man 
zu dem gegebenen Werthe der Zahl e@ gelangt. 

Man habe fiir @— 1 Wurzeln &,, " -. &_1 die Gleichung 


(10) f(x) =(@ — §,) (@—§)...@@—§,_1) fo_,@), 

wo die Function f, ,(v) eine rationale ganze Function von # 
vom (n—e@+1)ten Grade ist und mit dem Gliede A ln_p 41 
beginnt. Die Gleichung (10) fillt fiir @ = 3 mit der Gleichung 
(9) zusammen. Da nun die Wurzel & der Gleichung /(§)= 

von den simmtlichen Wurzeln §,, &,,.. &)_, verschieden sein 


soll, so ist aus der Gleichung 


(11) FE) = (Ey — 8.) Ey — &) Ep Epa hp a (Ep) = 9 
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vermége des bei der Gleichung (8) angegebenen Grundes zu 
schliessen, dass, weil die sammtlichen Differenzen Cpe 


So sles ee &—§_, von Null verschieden sind, und weil das 
Product dieser Differenz in den Ausdruck f, (§,) verschwindet 


dieser Ausdruck verschwinden muss. Hieraus folgt- gemiss der 
Gleichung (7) die Gleichung 


(12) toa (7) = (@ — £0) fo (#)s 

in welcher ie (x) eine rationale ganze Function von 2 vom 
(n—o)ten Grade mit dem Anfangsgliede a,x ° ist, und die Sub- 
stitution des Ausdrucks von fos () in (10) erzeugt die Gleichung 
(13) f(a) = (w@—§,)(a—&,)... (@— &) fo(), 

welche mit der Gleichung (10) die’ gleiche Gestalt hat und sich 
a0 oy Wurseln EF oS. go bezieht. Demnach gilt die Gleichung 


(13) fiir einen beliebigen Werth der Zahl e, und auf diese 
Weise ist der Satz (2) vollstindig gerechtfertigt. 

In dem Satze (2) ist fiir die Zahl @ die Beschrankung an- 
gegeben, dass sie kleiner oder héchstens gleich der Zahl n des 
Grades von f(x) sein soll. Wenn e@ =7 ist, so wird die in (13) 
erscheinende Function f, (x) des (7—o)ten Grades mit dem An- 
fangsgliede a, av ° gu einer Function des nullten Grades mit 
dem Anfangsgliede a, und geht daher in die Constante a, selbst 
iiber. Mithin entsteht in diesem Falle die Gleichung 


(14) f (2) =a, (w— §,)(% —§,) .. (@— &). 

Es ist nothwendig, hier eine allgemeine Bemerkung ein- 
zuschalten. Die in der Gleichung (1) des gegenwirtigen § ge- 
gebene Definition der rationalen ganzen Function f(x) ist aus 
dem § 23 entnommen, und dieser § geht der Einfiihrung der 
complexen Gréssen in die Rechnung vorher. Es bedeuten daher 
in § 23 die Coefficienten a,, a a, reelle Gréssen, und von 


i. Panag 
dem Coefficienten a, ist ausdriicklich gesagt, dass derselbe von 
der Null verschieden sein soll; durch die letzte Bedingung wird 
bewirkt, dass f(z) von keinem niedrigeren Grade als dem mten 
Grade sein kann. Dem entsprechend bezieht sich der Satz 
(1) dieses § zuniichst auf die Voraussetzung, dass 4,, 


a,,.--@, reelle Gréssen sind und a, nicht gleich Null ist, 


ye? 


156 Ganze Function eines beliebigen Grades mit einer Variable. § 43. 


Fiir die Wurzeln der Gleichung f(z)=0 sind aber reelle und 
complexe Werthe zugelassen worden, bei der Zerlegung einer 
rationalen ganzen Function von « in Factoren diirfen die ra- 
tionalen ganzen Functionen von w, welche die Factoren bilden, 
complexe Gréssen zu Coefficienten haben, und der Satz (1) er- 
streckt sich gleichmiissig auf die Voraussetzung, dass §, eine 
reelle Groésse und dass €, eine complexe Grisse sei. Es michte 
dem Anfinger zu rathen sein, dass derselbe den Beweis des 
Satzes (1) zuerst unter der Annahme eines reellen Werthes von 
& fiihre, und hierauf unter der Annahme eines complexen 
Werthes von &, wiederhole. Hierbei braucht kein Wort des 
Beweises geindert zu werden, weil alle erforderlichen Ope- 
rationen fiir reelle und fiir complexe Gréssen laut § 26 und 27 
nach gleichlautenden Gesetzen ausgefiihrt werden. 

Zwischen der Voraussetzung, dass §, eine reelle und dass 
E eine nicht reelle Grosse sei, erwaichst ein Unterschied nur fiir 
die Beschaffenheit der Coefficienten der Function f,(7), die in 
der Gleichung (7) auftritt, und deren vollstiindiger Ausdruck 
der folgende ist 


2 


7 —l — ~n—2 —l 
(15) f,(#)=a,(e +a" E+... ta +& 
n—3 ;. n—2\ 


+a,(a~ Ae BE be norte Ele} 5, Ohta ek ee 


Bei einem reellen &, sind die Coeffieienten von f, (x) ver- 
mége der angenommenen Realitit der Gréssen a,, a,,..a, selbst- 
verstindlich alle ebenfalls reell, bei einem nicht reellen &, darf 
man dies nicht voraussetzen. Wofern man nun annimmt, dass 
die simmtlichen Grossen §,, &,...§, reell sein sollen, so wird 
bei der Beweisfiihrung des Satzes (2) das Gebiet der reellen 
Gréssen nicht verlassen und es ist wohl zu beachten, dass man 
unter dieser Annahme den Satz (2) mit Hinschluss der Gleichung 
(14) beweisen kann, ohne dass tiberhaupt die complexen Grissen 
im die Rechnung eingefiihrt sind. 

Wenn aber &, eine micht reelle Grosse und mithin die aus 
den reellen Grossen @,, a,,...a, nach der Formel (15) ge- 


bildete Function f, (x) eine Function von « ist, bei der man 
nicht voraussetzen darf, dass alle ihre Coefficienten reell sind, 
so entsteht das Bediirfniss, sich davon zu tiberzeugen, dass der 
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Satz (1) auch fiir eine Function von a giiltig bleibt, deren 
Coefficienten complexe Gréssen sein diirfen. 

Das angewendete Beweisverfahren des Satzes (1) bleibt 
auch fiir eine solche Function f(x) in Kraft, deren Coefficienten 
a,, 4,,-.@, complexe Gréssen sind, und zwar aus dem schon 
vorhin geltend gemachten Motiv, dass die zur Anwendung kom- 
menden Operationen fiir reelle und complexe Grissen nach gleich- 
lautenden Gesetzen ausgefiihrt werden. Es besteht demnach 
die Gleichung (7) auch fiir eine Function f(x), deren Coefficienten 
complexe Gréssen sind. 

Es lasst sich nun ferner leicht erkennen, dass der gefiihrte 
Beweis des Satzes (2) und der Gleichung (14) ebenfalls bei der 
Voraussetzung Stich halt, dass die Coefficienten a,, a,,..a, von 
_f (a) beliebige complexe Gréssen sind. Daseigentliche Fundament 
dieses Beweises ist der Satz, dass ein Product von zwei Factoren 
nur dann verschwinden kann, wenn einer der beiden Factoren 
gleich Null ist, und der Beweis dieses Satzes fiir complexe 
Gréssen findet sich in § 26. Daher gilt der Satz (2) und die 
Gleichung (14) in dem so eben bezeichneten Umfange. 

Fiir eine Function f(a), deren Coefficienten complexe 
Gréssen sind, wie fiir eine Function, deren Coefficienten siimmtlich 
reell sind, bringt*es die Definition mit sich, dass der Coefficient 
a, nicht verschwinden darf, wofern f(%) von keinem niedrigern 
als dem nten Grade sein soll. Erwiigt man aber die in dem 
gegenwirtigen § angestellten Erérterungen, so ist an keiner 
Stelle die Voraussetzung gebraucht worden, dass a, von Null 
verschieden sein miisse; die nachgewiesenen Satze gelten daher 
fiir solche Functionen des mten Grades, bei denen ein Ver- 
schwinden des Coefficienten a, oder eine Erniedrigung des 
Grades nicht ausgeschlossen ist. Auf die gleiche Voraussetzung 
bezieht sich der Satz: 

(3) Wenn eine rationale ganze Function des nten Grades von 
_ x, deren Ooefficienten reelle oder complexe Grossen sind, fiir 
mehr als n von einander verschiedene reelle oder complexe 

Werthe der Variable x verschwindet, so sind die sdmmt- 

lichen Coefficienten der betreffenden Function gleich Null. 

Von den unter einander verschiedenen Werthen der Variable 
x, welche die gegebene Function f(x) gleich Null machen sollen, 
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miégen zuerst m genommen werden, &,, &,... §,. Dann besteht 


unter Anwendung der friiheren Bezeichnungen die Gleichung (14) 
f (x)=a, (a —&,)(a—&,)...(@—&,). Sobald nun noch eine 


einzige von &,, &,...§, verschiedene Grosse € ,, die Eigen- 
schaft hat, die Function f(a) zum Verschwinden zu bringen, 
so muss ' 
(Ss3)— @ (Eon 5 So ees) 

gleich Null sein. Da in dem auf der rechten Seite befindlichen 
Product die Differenzen &,,,—&,, .+1—§4)-++$n41 —§, Sammt- 
lich nach der Annahme von Null verschieden sind, so muss 
vermége des mehrtach benutzten Satzes der Factor a, gleich 
Null sein. Daraus folgt aber mit Hiilfe der Gleichung (14), 
dass die Function f(x) fiir jedes beliebige « den Werth Null 
haben muss, und das kann nur auf die Weise geschehen, dass 
die simmtlichen Coefficienten der Function f(x) gleich Null 
sind. Wollte man namlich annehmen, dass irgend ein Coefficient 
der Function f(z) einen von Null verschiedenen Werth habe, 
so wiirde ein Widersprueh entstehen. Da das Verschwinden 
von a, nachgewiesen ist, so konnte nur von einigen der folgen- 
den Coefficienten vorausgesetzt werden, dass sie nicht ver- 
schwinden. Gesetzt es wire a, der Coefficient der héchsten 


Potenz von x, der nicht gleich Null ist, dann wiirde die Fune- 
tion f(x) die Gestalt haben 
f@)=age 4 Ay % 


nu 


+.. +4, 

Wenn man jetzt von den n—w+1 von einander ver- 
schiedenen Werthen &,, §.,---§:-u41 Gebrauch macht, welche 
die Function f(z) zum Verschwinden bringen, so fiihrt die An- 
wendung des so eben benutzten Verfahrens zu der Consequenz, 
dass der Coefficient a, gleich Null sein muss, wiihrend derselbe 


nach der getroffenen Supposition gerade von Null verschieden 
sein sollte. Diese Supposition muss also verworfen werden, und 
damit ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen, dass unter 
den in Rede stehenden Bedingungen die siimmtlichen Coeffi- 
cienten der Function f(x) nothwendig gleich Null sind. 

Wofern der Inhalt des Satzes (3) auf das Gebiet der 
reellen Gréssen beschrinkt wird, so wird die mitgetheilte 
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Beweisfiihrung von der Anwendung der complexen Gréssen un- 
abhingig, wie dies auch bei dem Satze (2) und der Gleichung 
(14) der Fall war. 


§ 44. Fortsetzung. 


Der Satz (3) des vorigen § erlaubt mehrere Folgerungen 
von grosser Bedeutung. 

(1) Wenn zwei rationale ganze Functionen der Variable x mit 
reeilen oder complexen Coefficienten fiir ein unbestimmtes a 
emander gleich sind, so sind in diesen Functionen noth- 
wendig die Coefficienten der gleich hohen Potenzen von x 
beziehungsweise enander gleich. 

Da nach der im § 23 aufgestellten Definition jede rationale 
ganze Function einer Variable x von einem endlichen Grade sein 
muss, so darf man bei der Betrachtung von zwei rationalen 
ganzen Functionen beide als Functionen desselben Grades an- 
nehmen, wenn man nur die Méglichkeit offen lasst, dass der 
Grad der einen Function durch Verschwinden von Coefficienten 
herabsinke. Es sei demnach die Gestalt der beiden Functionen 


p(x) und q(x) die folgende 
p(x)=b, a2 + bao +... $Op14 +On) 
Paley ese coe en. Gna Ci, 


(1) 


wo b., b,,..b; und c¢,, ¢,,...¢, bestimmte reelle oder complexe 


Constanten bedeuten. Durch die Subtraction entsteht fiir die 
Differenz p (x) —q{x) der Ausdruck 


(2) 


ak 


p@—qda“=O,+¢,)e +b,—¢,) 2 +6. 
HED ie ote Cm peste ( by i 0%): 


- Weil nun die Functionen p(x) und q(z) fiir ein unbe- 
stimmtes x einander gleich sein sollen, so kénnen immer beliebig 
viele, also auch 2+ 1 von einander verschiedene reelle oder com- 
plexe Werthe &,, §&,...& 4, von x angegeben werden, fir 
welche 

p (“)— q(x) =0 
wird. Damit es mdglich sei, 2+ 1 solche Werthe aufzustellen, 
bedarf es nicht der Voraussetzung, dass fiir alle Werthe der 
Variable x tiberhaupt die Gleichung p (a) — q(x) =0 bestehe; 
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es geniigt vielmehr die Voraussetzung, dass diese Gleichung fir 
alle Werthe eines beschrankten Bereichs giiltig sei, etwa nur fir 
alle reellen Werthe von x, die zwischen zwei von emander ver- 
schiedenen festen reellen Werthen « und 8 legen; denn zwischen 
den reellen Werthen @ und f lassen sich beliebig viele von eim- 
ander verschiedene reelle Werthe annehmen. Hat mannun” + 1 von 
einander verschiedene reelle oder complexe Werthe &,, §,.- §:41 
welche p (x) —q(x) zu Null machen, so findet auf diese Differenz, 
welche selbst gleich einer rationalen ganzen Function des nten 
Grades von der Variable x ist, der Satz (3) des vorigen § di- 
recte Anwendung, und lehrt, dass die simmtlichen Coefficienten 
derselben Function gleich Null sein miissen. Diese Coefficienten 
sind die Differenzen 


DO Oa Co at A gee 

und daher bestehen die Gleichungen 

(3) Dig Cx, b,=¢,,...6,=4, 

welche den Inhalt des zu beweisenden Satzes darstellen. 

(2) Sobald eine rationale ganze Function f(x) fiir ein unbe- 
stimmtes x als ein Product von zwei oder mehreren rationalen 
ganzen Functionen der Variable x dargestellt ist, so betrdagt 
die Sumume der Zahlen, welche den Grad der einzelnen Fac- 
toren bezeichnen, cbenso viel, als der Grad der Function 
f (2). 

Ks sei, da der Beweis in gleicher Weise fiir beliebig viele 

Factoren, wie fiir drei Factoren gefiihrt werden kann, 

f (@) = 9 (a) x(a) wa), | 
dabei habe f(a) die in (1) des § 43 angegebene Gestalt, ferner sei 
p(w) =e,x°" HORST Pen 


4 (a) =fya" + fie +. +f 


y(a)=9.0 +9, 2" 


etal. ects Ip 

Weil es sich hier um die wirklichen Zahlen handelt, die 
- den Grad der vorkommenden Functionen ausdriicken, so ist an- 
zunehmen, dass die Coefficienten der héchsten Potenzen fiir alle 
Functionen, niimlich a,, ¢,, f,, g, von Null -verschieden sind. 
Bei der Multiplication der Factoren (x), x(a), w(x) wird das 
die héchste Potenz von x enthaltende Glied durch die Multipli- 
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cation der drei Anfangsglieder erhalten, und bekommt dem- 
nach den Ausdruck e,f,g, «’t'+”. 

Die Function f(x) hat das Glied vom héchsten Exponenten 
a,“ . Weil nun nach dem Satz (1) des gegenwiirtigen § in 
den beiden Darstellungen von f(x) die Coefficienten gleich hoher 
Potenzen von «# einander gleich sein miissen, so sind in den 
beiden Darstellungen die wirklich vorhandenen Glieder vom 
héchsten Exponenten nothwendig einander gleich, und da weder 
a, noch das Product e,f,g, gleich Null sein darf, so gelten 
die Gleichungen 

U=A A td, CoC be Go > 
deren erste bewiesen werden sollte. 

Aus dem Satze (2) ergiebt sich das Corollar, dass eine 
rationale ganze Function einer Variable x keinen algebraischen 
Theiler haben kann, der in Bezug auf x von hiherem Grade ist, 
als die beziigliche Function. Man hat ferner den Satz: 


(3) Eine Gleichung des nten Grades kann niemals mehr als n 
von emander verschiedene Wurzeln haben. 
Die Function des nten Grades, welche, gleich Null gesetzt, 
die Gleichung des mten Grades hervorbringt, sei wieder die 
Function 


n teil 
f(z)=a,0 +a," +...+4, ,7+4,, 


1 
in der a, von Null verschieden sein muss, damit der Grad sich 
nicht erniedrigen kann. Das Vorhandensein von +1 ver- 
schiedenen Wurzeln é,, &,... § 4, der Gleichung /(§)—=0 zieht 


aber vermdge des Satzes (3) des vorigen § das Versehwinden 
der simmtlichen Coefficienten a,, a,,..@, mach sich. Also 


kann die Gleichung f(§)=0 nicht +1 von einander verschie- 
dene Wurzeln haben. 


§ 45. Fortsetzung. 


Wie in §43 bemerkt worden ist, lasst sich der dortige 
Satz (1) auf mehr als eine Art ausdehnen. Nachdem aus dem 
Vorhandensein einer Wurzel &, der Gleichung f(§)=0 die in 
jenem § mit (7) bezeichnete Gleichung abgeleitet ist 

f (@)=(% —§,)f, (a); 


Lipschitz, Analysis. 11 
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wo f, (a) eine mit dem héchsten Gliede a, c beginnende ra- 
tionale ganze Function bedeutet, mége & eine Wurzel der 
Gleichung f,(v)=0 sein. Dann ist aus dem angegebenen 
Grunde 

fs (a) = (@ —§,)f, () 


und f, («) eine mit dem héchsten Gliede a, av” beginnende ra- 
tionale ganze Function. Es sei ferner &, eine Wurzel der 
Gleichung f,(7)==0, und dieser Process lasse sich immer 
weiter fortsetzen. Man erhilt alsdann eine Reihe von Glei- 
chungen, die mit bestimmten Gleichungen des § 43 den 
gleichen Ausdruck, jedoch insofern einen verschiedenen Inhalt 
haben, als dort die Werthe &,, €,,... siimmtlich von einander 
verschieden angenommen waren, hier aber die Méglichkeit offen 
bleibt, dass mehrere derselben unter einander gleich sind. 
Unter der Voraussetzung, dass es zulissig ist, fiir jede neu auf- 
tretende Function eines niedrigeren Grades eine zugehdrige 
Wurzel anzugeben, entsteht zuletzt die folgende Darstellung der 
Function f(x), die mit der Gleichung (14) des § 43 gleich- 
lautend ist : 

(1) f(a) = a, (@— §,) (@—§,)..- (w—§) ). 

Durch dieselbe wird die rationale ganze Function des nten 
Grades {(x) fiir ein unbestimmtes x gleich einem Product aus n 
Factoren des ersten Grades. Hieran schliesst sich der Satz: 

Eine Zerlegung der Function f(x) in. Factoren des ersten 
Grades hat die ausgezeichnete Higenschaft, wenn sie tiberhaupt 
moglich ist, nur auf eine einzige Weise méglich ew sein. 

Gesetzt, man habe fiir die Function f(z), bei der der 
Coefficient a, als von der Null verschieden vorausgesetzt wird, 
irgend eine andere Zerlegung in Factoren des ersten Grades 
(2) f(x) =(a,x%+ B,) (a, 2+ 8)... 

WoO @,, @,.., 8,,,, .. Constanten sind, so muss nach dem 
Satze (2) des vorigen § die Anzahl der Factoren nothwendig 
gleich der Zahl n des Grades der Function f(z) sein. Da 
ferner das Glied vom héchsten Exponenten in der Function / (2), 
nimlich a,w , und das Glied vom hichsten Exponenten in dem 


entwickelten Product c,o,..0, 2 nach dem Satze (1) des vo- 
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rigen § nothwendig in Bezug auf ihre Coefficienten iiberein-. 
stimmen, so ist 

SO Oe cn Oe 
und weil a, nach der Annahme von Null verschieden ist, so 
kann auch keine der Grissen «,,«,,..¢, gleich Null sein. Es 
ist daher gestattet, die Ausdriicke des ersten Grades a, HES oa 8 
a 2+ 8,,..¢ ¢+ 6 beziehungsweise durch «,, a,,..o, zu di- 


vidiren, und fiir f(~) den Ausdruck zu bilden 


(3) fi)ma,(e+ 2 (a+ te)-{ +2 } 


Offenbar wird die Function f(x) gleich Null, sobald man 
der Variable x einen der » Werthe 
(4) ao eee 


1 2 n 


beilegt. Diese Werthe sind demnach Wurzeln der Gleichung 
f()=0. Hs kinnen nun die n Werthe (4) von den n vorhin 
angenommenen Werthen 


(5) Ser oa) WG on 


nur in der Anordnung verschieden sein, und, was damit zu- 
sammen fillt, die Darstellung von f(a) im (1) kann sich 
von der Darstellung von f(a) in(3) nur durch die Anord- 
nung der Factoren des ersten Grades unterscheiden. Denn 


wollte man annehmen, dass der Werth — A keiner der 


1 
Gréssen (5) gleich wire, so wiirde daraus ein Widerspruch 


folgen. Auf der einen Seite miisste das vermége der Dar- 


stellung (1) den Werth f dlaes ausdriickende Product 
8 3 


af -a)(-B apf +4) 


leich Null sein, weil — 381 cerne Wurzel der Gleichung f(é) =0 
8 a 


£ 1 , 
ist. Auf der anderen Seite kénnte dieses Product nicht ver- 


schwinden, weil keiner seiner Factoren verschwinden darf. Es 


muss daher — : 1_ nothwendig mit einer der Gréssen (5) zu- 
1 
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sammenfallen, und da auf die Anordnung derselben nichts an- 


kommt, so darf vorausgesetzt werden, dass — fre, sei. Da- 
a 


mit ist fiir die Darstellungen von f(z) in (1) und (3) die Ueber- 
einstimmung des ersten Factors nachgewiesen. Dividirt man 
beide Darstellungen durch diesen Factor, so entstehen fiir die 


f(«) 


Function 7, (#7) = pp die beiden Darstellungen 


f, (%) =, OS) CRONE a), 
f(a) =a,(2+ £2)... (0+). 
Hs, ap 
Auf dieselben kann die gleiche Schlussweise angewendet 


werden, und fiihrt zu dem Ergebniss, dass der Werth ss 


2 
nothwendig einem bestimmten unter den (m—1) Werthen 
&,...& gleich sein muss. Dieses Verfahren ist nun so lange 


B, ce. a 


? yin 
2 2 ay 


simmt- 


zu wiederholen, bis die » Werthe 


- 


lich erschépft sind; da aber die Werthe &, &,...§ in der- 


selben Anzahl vorhanden sind, so sind gleichzeitig auch die 
letzten erschépft und darin liegt der Beweis des in Rede ste- 
henden Satzes, dass die Zerlegung einer rationalen ganzen Func- 
tion des nten Grades von x in Factoren des ersten Grades, wenn 
sie tiberhaupt méglich rst, nur auf eine einzige Weise médglich ist. 

Man wird in diesem Satze, welcher fiir eine Function des 
aweiten Grades am Schlusse des § 28 aufgestellt ist, eine ge- 
naue Uebereinstimmung mit dem Satze (2) des § 7 erkennen, 
dass jede ganze Zahl nur auf eine einzige Weise als ein Pro- 
duct von Primzahlen dargestellt werden kann. Wiéhrend aber 
im Eingange des $7 gezeigt worden ist, dass es immer méglich 
ist, eine gegebene ganze Zahl als ein Product von lauter Prim- 
zahlen auszudriicken, so haben wir bis jetzt noch nicht festgestellt, 
ob es immer méglich sei, eine gegebene rationale ganze Func- 
tion einer Veriinderlichen 2 in Factoren des ersten Grades zu 
zerlegen, und werden uns mit der Entscheidung dieser Frage 
an einer spiiteren Stelle beschiittigen. 

Bei der rationalen ganzen Function f(z), fiir welche die 


- 
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Zerlegung in Factoren des ersten Grades gegeben ist, kann man 
solche Factoren des ersten Grades, welche einander gleich sind, 
zu einer positiven ganzen Potenz vereinigen. 

Es sei bei der Darstellung (1) der Function f(x) die Be- 
zeichnung der Wurzeln so gewiihlt, dass &,, &,...& die von 
emander verschiedenen Werthe unter den Werthen (5) ausdriicken, 
es sei gleichzeitig a, die Anzahl der Factoren x — &,, a, die 
Anzahl der Factoren x — &,,.. endlich a, die Anzahl der Fac- 
toren x—&,, welche in f(x) enthalten sind, dann ist die Summe 
aq, +a,+..+ a, gleich der Zahl m und es entsteht fiir die 
Function f(x) die vollkommen bestimmte Darstellung 


(6) f (©) =a, (a —§,)" @—E,)" ..(@-&)?. 
Die Zahl a, bezeichnet hier die héchste Potenz von x —&,, 


welche in f(x) aufgeht; denn sollte f(x) auch durch (vw — &,)** +? 
theilbar sein, so miisste & einer der Groéssen &,,..&, gleich 


sein, was der Annahme widerstreitet. Das entsprechende gilt 
fiir die anderen Factoren. 

Die Benennung einer Wurzel & der Gleichung /(§)=0 
richtet sich nach dem Exponenten der héchsten Potenz des 
Factors «—&, welche vermdge der vorliegenden Darstellung in 
die Function f(x) aufgeht. Bet dem Eaponenten Eins heisst & 
eine einfache, bei dem Exponenten 2, 3, 4,..eme zweifache, drei- 
fache, vierfache Wurzel der Gleichung f(§)=0. Aut diese Weise 
werden die 2 Wurzeln dieser Gleichung durch die m Gréssen (5) 
so vertreten, dass jede Wurzel in der ihr zugehérigen Anzahl 
von Malen erscheint. 


§ 46. Symmetrische Verbindungen der gegebenen sammtlichen 
Wurzeln einer Gleichung. Binomischer Lehrsatz fiir ganze 
positive Exponenten. 


Eine der wesentlichsten Anwendungen des Satzes (1) aus 
§ 44 besteht darin, dass man in der Gleichung (1) des vorigen 
§ das Product der rechten Seite entwickelt, und die auf beiden 
Seiten auftretenden Coefficienten der gleich hohen Potenzen von « 
einander gleich setzt. Da das erwihnte Product den von Null 
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verschiedenen Coefficienten a, als Factor enthilt, so darf man 
auf beiden Seiten durch diesen Coefficienten dividiren, und er- 
halt dann die Darstellung 


a 
Ay 


(1) 


f(a) =(@—§,) (@ —&).--(@— &n)- 
Die Wurzeln der Gleichung f (§)=0 fallen mit den Wurzeln 
der Gleichung _- f(é)=0 zusammen. Demgemiiss werden die 


0 
in dem Ausdrucke 


1 a n—1 An : ay 
Li ey 1 = 
oy tt Ee) ee oe 
erscheinenden Quotienten 
a a as 
(3) Ls 
Ay? A ° a 


die Coefficienten der Gleichung f(§)=0 genannt. Bei der Ent- 
wickelung des Products (w«—&,)(#— &)...(«--§,) wird der 


. . . n—l : 
Factor von # gleich der Einheit, der Factor von gleich der 
negativ genommenen Summe aller » Gréssen &,, &,...& 


-n? 


n—2 : Or) 
der Factor von x ~ gleich der positiv genommenen Summe aller 
Producte aus je zwei verschiedenen von diesen Gréssen, all- 


gemein der Factor von x “ gleich der mit der Einheit (— 1)’ 
multiplicirten Summe aller Producte aus je qg von einander ver- 
schiedenen von den betreffenden » Grissen, und der Factor von 


x° oder das von a freie Glied gleich dem mit der Einheit (—1)" 
multiplicirten Product &, & ...&. 


Die so eben definirten Aggregate lassen sich in der Weise 
bezeichnen, dass ein Summenzeichen YX eingefiihrt wird, welches 
beziehungsweise mit einem Zeiger a, mit zwei Zeigern a, ~, mit 
drei Zeigern a, 8, y, u. s. f. versehen ist, und wo die Zeiger 
die Bedeutung haben, dass « alle ganzen Zahlen yon 1 bis » 
durchliiuft, dass « und ? alle Paare unter einander verschiedener 
ganzer Zahlen aus der Reihe von 1 bis » durchlaufen, u. s. f. 
Bei diesen Notationen bringt die in (1) auszufiihrende Gleich- 
setzung der gleich hohen Potenzen von x das folgende System 
von Gleichungen hervor 


? 
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a, a 

ian a, = 2, Su 
a é 
i a, B Su SB 

(4) a, Say: ; 
e a Au, 8, y 5a 5p Sy 
y Ay ¢ Py 
(—1) ; 2 ane 


1) 


Dasselbe geht fiir die allgemeine Gleichung des zweiten 
Grades in die beiden Gleichungen (8) des § 28 iiber. 


Die Verbindungen, welche auf der rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichungen erscheinen, sind rationale ganze Ausdriicke 
der ~ Elemente &,, &,...&, welche ausser diesen Elementen 
keine anderen Elemente enthalten, und deren Coefficienten lauter 
ganze Zahlen namlich simmtlich gleich der Einheit sind. 
Unter diesen Verbindungen ist die erste gleich der Summe, die 
letete gleich dem Product der » Elemente. Nach einer allge- 
meinen Grundeigenschaft der Gréssen, welche fiir die positiven 
ganzen Zahlen im Anfange des ersten Abschnittes, fiir die reellen 
Gréssen im Verlaufe desselben Abschnittes und fiir die complexen 
Gréssen in § 26 dieses Abschnittes entwickelt ist, sind die 
Summe und das Product von der Anordnung ihrer Bestandtheile 
unabhangig. Man kann aber aus einer bestimmten Anzahl von 
gegebenen Elementen noch andere rationale ganze Ausdriicke 
bilden, die sich bei einer beliebigen Vertauschung der Elemente 
unter emmander nicht dndern. Diese werden symmetrische Aus- 
driicke genannt, und man tiberzeugt sich leicht, dass die sdmmt- 
lichen aus den Elementen &,, &,..&, zusammengesetzen Verbin- 


dungen in (4) jene Eigenschaft besitzen, und desshalb symme- 
trische Verbindungen der n Elemente &,, &,,.. §, sind. 


Das Bildungsgesetz der Aggregate 3, &,, 2.6 §a&s - 
schreibt vor, die Elemente &,, &,..&, auf gewisse Arten zu 
combiniren. Die Anzahl der in jedem Aggregate enthaltenen Glieder 
wird deshalb durch combinatorische Betrachtung gefunden. Wenn 
n Elemente auf » Plitze vertheilt werden sollen, und eine be- 
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stimmte Vertheilung als die erste angesehen wird, so heisst im 
eigentlichen Sinne jede Aenderung dieser Vertheilung eine Per- 
mutation; man pflegt aber diejenige Vertheilung, bei der jedes 
Element seinen urspriinglichen Platz behiilt, als eine Permutation 
mit zu zihlen, und dann fallt die Frage nach der Zahl der 
simmtlichen Permutationen mit der Zahl der simmtlichen ver- 
schiedenen Anordnungen der m Elemente zusammen. Da jedes 
einzelne Element auf jeden der  Plitze gebracht werden darf, 
so bleiben, wenn man mit einem bestimmten Element beginnt, 
und dieses als das erste auffasst, fiir das nichste oder zweite 
Element noch n—1 Plitze verfiigbar, fiir das folgende oder 
dritte Element ~—2 Plitze, und so fort, bis das letzte Element 
nur noch einen Platz frei findet. Die Zahl der stémmtlichen Per- 
mutationen ist daher gleich dem Product n(n —1)(n—2).. 2.1. 
Dieses Product der natiirlichen Zahlen von 1 bis» wird n-Facultdt 
genannt, und durch das Zeichen 
n! 

angedeutet. Die Combination der gegebenen Elemente kann 
damit begonnen werden, dass man das Element selbst als eine 
Verbindung auffasst. Jedes der m Elemente, einzeln genommen, 
heisst eine Union, und die Anzahl der Unionen ist selbst- 
verstindlich gleich der Zahl ». Wenn ein Element mit einem 
andern combinirt wird, so heisst die Verbindung eine Ambe, 
eine Verbindung von je drei verschiedenen heisst eine Zerne, 
u. 8. f. ; 

Bei den vorzunehmenden Verbindungen wird jetzt voraus- 
gesetzt, dass dieselben von der Reihenfolge der Combination 
der Elemente unabhiingig sind. Um die siimmtlichen Amben 
zu bekommen, ist jedes der » Elemente mit einem der (x — 1) 
iibrigen zu verbinden; dadurch entstehen n(—1) Verbindungen. 
Weil aber jede Verbindung durch Vertauschung ihrer Elemente 
ungeiindert bleiben soll, und weil jede Verbindung von 2 Ele- 
menten 1.2 Permutationen erlaubt, so betrigt die Zahl der ge- 
glee Allgemein wird jede Verbindung 
von q Elementen erhalten, indem man respective das erste 
Element » mal, dass zweite Element (»—1)mal, und in derselben 
Weise fortfahrend das gte Element (n — gq +1)mal abwechselt. 


suchten Amben 
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Dies giebt n(n — 1) (n—2)..(n—q+1) Verbindungen; 
jede von diesen Verbindungen lisst aber 1.2.3..q Permu- 
tationen zu, und diese Permutationen sollen auf die betreffende 
Verbindung keinen Einfluss ausiiben, also ist die Zahl der ge- 
suchten Verbindungen von q Elementen gleich 


n(m = 1) (n—=2)...m—9@-F 1) 


Lehrore. g 
Man kann dieser Zahl auch den Ausdruck geben 
1.2.3...(m—1)n n! 


ars asents 1. SE Beesie) qi(n—q)! ’ 

und derselbe lehrt, dass die Anzahl der Verbindungen von g 
Elementen, und die Anzahl der Verbindungen von (n—gq) Ele- 
menten einander gleich sind. Aus diesen Erérterungen ergiebt 
sich fiir die Frage nach der Anzahl der Glieder, die in den 
Aggregaten 3, epee eSa&,-- enthalten sind, die folgende 
Antwort : 

Die Summe der Elemente =,,&, enthilt n Glieder, die 


Summe der Producte aus je zwei verschiedenen Elementen 


Xu, See Se enthdalt 2 Glieder, und allgemein die Summe 

der Producte aus je q verschiedenen xu, Bier Ie: Pe og 
nl 

enthalt Glieder. 


gin—q!l 

Mit Hiilfe des Systems von Gleichungen (4) wird es méglich, de- 
jenige Function des nten Grades einer Variable x zu bestemmen, welche 
ein gegebenes System von n Werthen &,, &,,..§, euthren n Wurzeln 
hat, sobald die n symmetrischen Functionen der Wurzeln =, 5, | 


Ss See gay: ..&, & ..& gegeben sind. Durch die n symmetrischen 


EE ...E werden die Quotienten 


1 ~2 


4 
Functionen =, &,; ain, p Sc S31 


a a : : 3 
(1 ©2 = mit abwechselnden Vorzeichen unmittelbar ausge- 


0 0 


driickt, und man erhdlt die Darstellung der Function 
Gee | at 
0 ar 
Wenn man voraussetzt, dass die siimmtlichen Werthe 
E, &,..& einem einzigen Werthe gleich sein sollen und 
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diesen mit —h bezeichnet, so verwandelt sich das Product 
(x —é,) (a—&,).. (w—&,) in die nte Potenz des zweigliedri- 
gen Ausdruckes oder Binomiwms x+h. Gleichzeitig verwandelt 
sich jedes Glied der Summe 3, &, in die Grisse —h, jedes 


Glied der Summe 2 ,«,,. 0g § ele 3h in die Grisse (—1)* h*- 


ay ~Og 
Die betreffenden Summen werden daher gleich Producten aus 
der Anzahl] der vorhandenen Glieder in den Werth des jedes- 
maligen einzelnen Gliedes, und es entsteht fiir die positive ganze 
nte Potenz des Binomiums x + h die nach den Potenzen der Grosse 
az und h fortschreitende Entwickelung 
(5) n(n— 1) 


n—279 
i ee ¥e 


(ath) =a + a a h+ 
n(n—1)..(n—q +1) 
A Doo wag 
diese Gleichung heisst der binomische Lehrsatz. Die Coet- 
ficienten der Producte aus den Potenzen von 2 und h, welche 
Binomialcoefficienten genannt werden, sind vermége der mitge- 
theilten Ableitung Anzahlen von gewissen Combinationen, folglich 
positive ganze Zahlen, und zwar fallt der Coefficient des Gliedes 


+ a ht. +h’; 


a . we . — 
x ~h' mit dem Coefficienten des Gliedes x h” * zusammen. 


§ 47. Reelle und complexe Factoren des ersten Grades einer 
Function einer Variable. 


Die Betrachtungen, welche bis jetzt in Betreff der ganzen 
Functionen einer Variable und der zugeordneten Gleichungen 
angestellt sind, bezogen sich gleichmiissig auf reelle und com- 
plexe Gréssen. Doch war es nicht nothwendig, bei der Bezeich- 
nung der complexen Grissen den reellen und den imaginiren 
Theil zu trennen. Indem dies gegenwiirtig geschieht, migen 
die Coefficienten der Function f(z) die Ausdriicke 
(1) a= C, + D4, a,=C,+ Dt. .a,=C, + Di, 
und die nach einander eingefiihrten Wurzeln der Gleichung 
f(§&)=0 die Ausdriicke 


(2) §.=@, + 0,4, §=0, + 9,4,.. & =n t ont 
erhalten. Substituirt man eine Wurzel, etwa &,, in die Function 
f(a“), so muss bei dem resultirenden Ausdruck 
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(3) (C, + D,i) (e, + 0,1) +(C, + D,i) (0, + 0,i) 4+... 
+C,+ Di=r+ si 

der reelle und der imaginire Theil fiir sich gleich Null werden. 
Nun ist der Ausdruck (3) aus den Elementen O,+D,%, C,+D,i,.. 
C_+D,7 und dem Element e,+0,i mit Hiilfe von Additionen 
und Multiplicationen abgeleitet, und daher folgt aus einem in 
§ 27 bewiesenen Satze, dass, wenn jedes dieser Elemente durch 
die entsprechende ihm conjugirte Grésse ersetzt’ wird, das her- 
vorgehende Resultat gleich der zu r+ s7 conjugirten Grosse 
ry —si werden muss. Weil aber in dem vorliegenden Falle r=0 
und sO ist, so wird auch die Grésse r— si nothwendig gleich 
Null. 

Werden die zu den Gréssen in (1) und (2) conjugirten 
Gréssen durch Hinzufiigung eines Striches characterisirt, so dass 
(4). .0, = C—Diya', = C,— D4, ...0,= GD, 4, 

(5) E',=0, —9,1, ES 0, 6}. S20, — O24 

ist, und wird die Function 

(6) g(a) =a, a +a +..40,48 +0), 

gebildet, so kann das gefundene Resultat den Ausdruck erhal- 
ten, dass 

(3*) Vea) — 0, 

oder, dass &, eime Wurzel der Gleichung g (&')=0 ist. Es folgt 
daraus vermige der Gleichung (7) des § 48 die Gleichung 

(7) g (2) = (@ — #4) 9, (@), 

wo aufs neue vermége des angefiihrten Satzes die Coefficienten 
der Function g, («) zu den Coefficienten der Function /, (x) be- 
ziehungsweise conjugirt sind. Wenn daher ein Werth &, die 
Function 7, (~) zum Verschwinden bringt, so wird aus den ent- 
wickelten Griinden die Function g, (7) durch Substitution des 
conjugirten Werthes &', zu Null gemacht. Dieser Vorgang wie-, 
derholt sich mit jeder neu auftretenden Wurzel &,, &,..&, und 
es entsteht schliesslich fiir die Function g (7) die Gleichung 
(8) g (2) =a', Ca Coe B's) a6 (een ); 

welche der Gleichung (14) des § 43 und der Gleichung (1) des 
$45 zugeordnet ist. Es ist hiermit nachgewiesen, dass die 
n Wureeln &,, &,... &, der Gleichung g (§')=0 denn Wurzeln 


x 
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E,&,-- & der Gleichung f(§)=0 in der Weise entsprechen, dass 
zu je ciner Wurzel der letztern je eine Wurzel der erstern con- 
jugwt ist. 

Kin Beispiel fiir diesen allgemeinen Satz haben uns die 
binomischen Gleichungen geliefert. Um dieselben hervorzubrin- 
gen, ist die Function f(~) durch den Ausdruck 

f (a) = x2" —(A + Bi) 
zu definiren. Die Function g(x), deren Coefficienten die respec- 
tive conjugirten Werthe haben sollen, erhilt dann die Gestalt 
I= ~A= Bo. 

Am Ende des § 39 wird nun nachgewiesen, dass je eine 
nte Wurzel der Grisse A — Bi je einer mten Wurzel der Grosse 
A+ Bi so zugeordnet werden kann, dass die entsprechenden 
Wurzeln einander conjugirt sind. Dies ist aber der Inhalt des 
in Rede stehenden Satzes, da die vorliegende Function f(z) 
durch die » von einander verschiedenen nten Wurzeln der Grosse 
A+ Bi, und die correspondirende Function g(x) durch die » 
von einander verschiedenen mten Wurzeln der Grésse A— Bi 
zum Verschwinden gebracht wird. ; 

In der gegenwiartigen Erérterung macht sich fiir dieje- 
nigen Functionen f (x), bet denen die stmmtlichen Coefficienten 
Gy, Gy+-- a, reelle Gréssen sind, ein besonderer Umstand gel- 
tend. Ist eine Wurzel €, =o, + 0,7 der zugehirigen Gleichung 
eine nicht reelle Grdsse, also der Factor o, der Grosse i von der 
Null verschieden, so fillt die Function, deren Coefficienten be- 
ziehungsweise mit den Coefficienten der Function f(z) conjugirt 
sind, mit der Function f(z) selbst zusammen, dagegen ist der 
au &, conjugirte Werth &,=o,—0,i% von &, nothwendig ver- 
schieden, und die obige Gleichung (3*) nimmt die Gestalt an 
(9) f(#,) = 0. 

Das heisst in Worten: 

Wenn eine rationale ganze Function f (a), deren sdémmtliche 
Coefficienten reelle Grossen sind, durch einen nicht reellen Werth 
0, +0,% von x eum Verschwinden gebracht wird, so wird die 
Function f (x) auch durch den conjugirten Werth o,—o,i von « 
zum Verschwinden gebracht. 4 

Da also bei einer in ihren Coefficienten reellen Function 
f(x) der nicht reelle Werth 9,+0,2 und der demselben con- 
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jugirte Werth zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung f (E) = 0 
darstellen, so muss nach dem ersten Theile des Satzes (2) in § 43 
die Function f(~) das Product der beiden Factoren des ersten 
Grades 

(10) (— e,—4,1) (4—o, +0,1) 

zum algebraischen Theiler haben. 

Dieses Product ist aber gleich einer Function von x vom 
zweiten Grade 
(11) (2.03) 03, 
deren Coefficienten reell sind. 

Die Gleichung (9) des § 43 wird demnach zu der folgenden 
(12) f (2%) = ((e—e@,)? +04) fo (2), 
wo die Function des (n — 2)ten Grades f, (x), wie die Function 
f(x), lauter reelle Coefficienten haben muss. Die Function des 
zweiten Grades (11) gehért, weil die reelle Griésse o, nach der 
Voraussetzung nicht gleich Null ist, zu denjenigen Functionen 
des zweiten Grades, welche fiir keinen reellen Werth der Va- 
riable x zum Verschwinden gebracht werden kénnen, und fiir 
die nach einem in § 25 bewiesenen Satze eine Darstellung als 
Product von Factoren des ersten Grades auf dem Gebiete der 
reellen Grissen unméoglch ist. Die Rechnung mit complexen 
Groéssen ist gerade eingefiihrt worden, um mit deren Hiilfe fiir 
diejenigen Functionen des zweiten Grades, welche fiir keinen 
reellen Werth der Variable x gleich Null werden, die Zerlegung 
in zwei Factoren des ersten Grades zu bewerkstelligen. Es darf 
daher mit Benutzung der gegebenen Entwickelungen der Satz 
ausgesprochen werden: 

Wenn eine rationale ganze reelle Function f(x) durch einen 
nicht reellen Werth e,+06,% von « eu Null gemacht wird, so ist 
dieselbe durch die auf dem Gebiete der reellen Groéssen unzerleg- 
bare Function des zweiten Grades (x—e,)? +07 algebraisch theil- 
bar. Wenn umgekehrt die betreffende Function f(x) einen auf dem 
Gebiete der reellen Gréssen unzerlegbaren Factor des zweiten 
Grades “2? +6, 2+, hat, so zerfallt dieser bet der Anwendung 
der complexen Grissen in das Product 


a4 2 — iY B=) (4 4 Pat 
(2+ ys A Laon tas! 1 ) 


und die Gleichung f(a) =0 wird durch die beiden complexen conjugir- 


174 Reelle und complexe Factoren ersten Grades. § 47. 


.1/4b, — bo? b, .4/4b,— 
ten Wureeln — Doman 2 r fe und meat 2 


2 
erfuillt. 

Es kann nicht zweifelhaft sein, dass, wenn bei einer ra- 
tionalen ganzen Function f(7) mit lauter reellen Coefficienten 
eine reclle Wurzel & der Gleichung f(&)=0 gegeben-ist, nach 
Abtrennung des zugeordneten Factors z—é& als zweiter Factor 
eine rationale ganze Function des (»—1)ten Grades mit lauter 
reellen Coefficienten zuriick bleibt. Wenn daher fiir eine solche 
Function f(z) das in §45 auseinandergesetzte Verfahren aus- 
gefiihrt werden kann, so erzeugt jede auftretende reelle Wurzel 
einen entsprechenden reellen Factor des ersten Grades, jede 
auftretende nicht reelle Wurzel wird aber immer von der zu 
ihr conjugirten Wurzel begleitet, und bringt deshalb einen reel- 
len Factor des zweiten Grades hervor. Somit wird unter der 
angegebenen Voraussetzung die rationale ganze Function f(x) in 
reelle Factoren des ersten oder zweiten Grades zerlegt, von denen 
die letetern auf dem Gebiete der reellen Grossen unzerlegbar sind. 

Unter den Factoren des ersten Grades kénnen mehrere 
unter einander gleiche vorkommen und zu einer Potenz vereinigt 
werden; fiir die betreffenden Factoren des zweiten Grades gilt 
das gleiche. Weil aber die letztern auf dem Gebiete der reel- 
len Gréssen unzerlegbar sind, so bleiben sie von den genannten 
Factoren des ersten Grades villig getrennt. Die Darstellung 
der Function f(a) m (6) des § 45 darf von der so eben beschrie- 
benen Darstellung nur in der Anordnung der Factoren verschie- 
den sein und erhdli demnach vermége der obwaltenden Bedin- 
gung, dass die Coefficienten der Function f (x) sdémmtlich reell 
sind, die Igenschaft, dass neben jeder nicht reellen Wurzel der 
Gleichung f (&) eime zu thr conjugirte Wurzel steht, und dass fiir 
je zwei conjugirte Factoren des ersten Grades die zugeordneten 
Potenzexponenten einander gleich sind. 


oe 
4 


§ 48. Aus dem Gebiete der reinen Gleichungen entnommene 
Beispiele fiir die Zerlegung einer Function einer Variable in 
Factoren des ersten Grades. 

Die Function des nten Grades 


(1) oss 
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kann vermége des Satzes (2) in § 43 in » Factoren des ersten 
Grades zerlegt werden, weil die zugeordnete Gleichung 

(2) w' —1=0 

m von einander verschiedene Wurzeln hat, niimlich die nten Wur- 
zeln der Kinheit, deren Ausdriicke in (2) des § 35 gegeben sind. 
Da die Coefficienten der genannten Function reell sind, so 
miissen die nicht reellen Wurzeln der Gleichung (2) einander 
paarweise conjugirt sein, was auch schon am Schlusse des § 35 
bemerkt worden ist. Es sei die eine Wurzel 


2 Eo ey 
(3) @, = cos fain aes 
nv n 


so lassen sich die simmtlichen ~ Wurzeln als Potenzen von w, 
ausdriicken; der Potenzexponent ¢ durchliuft die Reihe der 
ganzen Zahlen von 0 bis n—1, und zwei Wurzeln w und a" 
sind zu einander conjugirt. Demnach entsteht fiir die Function 
(1) die Zerlegung 

(4) a —1=(2 —1) («—wo,) (e@—w?).. (e@— De wh 

Der reelle Factor z—1 lasst sich stets von den iibrigen 
Factoren absondern; wenn in der Gleichung (4) des § 43 die 
Zahl s durch die Zahl » und die Grésse y durch die Einheit 
ersetzt wird, so kommt 
(5) Ls EY Ca Ce ee rae oe oe eB 
und die so eben gebildete Function des (m— 1)ten Grades, deren 
Coefficienten wieder ganze Zahlen sind, wird gleich dem Product 
der iibrigen Factoren 
(6) @ 4a 4..4+204+1=(e—,)(e—o?2)..(a—o. ). 
Es geniigen desshalb die sémmtlichen nten Wurzeln der Einhett, 
mit Ausnahme der positiven Einheit selbst, der Gleichung 
(6*) ea) fe Hi ole 0, 

In dem auf der rechten Seite von (6) stehenden Producte 
sind vermége der in Betreff der Wurzeln der Gleichung ange- 
fiihrten Regel der erste und letzte Factor einander conjugirt, 
ebenso der zweite und der vorletzte, und so fort; bei einem un- 
geraden Werthe der Zahl » ordnen sich auf diese Weise alle 
Factoren zu Paaren, bei einem geraden Werthe der Zahl x bleibt 

n 


der Factor please welcher gleich x+1 und somit reell ist, 
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in der Mitte iibrig. Die Multiplication von zwei conjugirten 
Factoren erzeugt den auf dem Gebiete der complexen Gréssen 
nicht zerlegbaren Factor des zweiten Grades 


(7) (r— 0) (eo) = («co z oil 


bia é 
) + sin? ——, 
nN 


welcher auch die Gestalt annehmen kann 
ONE HE 


Che) x" — 2 &% COs 18: 


Die Function 2” +a" +..a2+1 wird daher, je nach- 
dem » eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, auf die folgende 
Weise als ein Product von reellen Factoren dargestellt, das 
Zeichen IT mége die Bildung eines Products andeuten, bei dem ¢ 
fiir den einzelnen Factor innerhalb der beigefiigten Grenzen die 
Reihe der natiirlichen Zahlen durchlautt, 


| fies : n—! n—2 
) (firnungerade;e.. A@ooch +. +1 


2 es Qt 
= I * (a 200s us +1), 
iw | 
(8) as igs 
fiir n gerade, x” ROE ET 
oe 2 ¢ 
=] ° (2*—22 cos + 1) (e+ 1). 
t= 2 


Wenn in der Gleichung (6) die Variable x durch die Hin- 
heit ersetzt wird, so bildet die rechte Seite das Product aller 
Differenzen zwischen der Einheit und den tibrigen Wurzeln der 
Gleichung (2) oder den tibrigen nten Wurzeln der Einheit. Die 
linke Seite wird gleich der Zahl » selbst, und es entsteht das 
Resultat 
(9) n= (1— w,) (Towa? Tien 
Dieselbe Substitution, auf die Gleichungen (8) angewendet, fiihrt 
au Resultaten, in denen nur reelle Gréssen auftreten. Der all- 
gemeine Factor der Producte darf den Ausdruck erhalten 


Qin tm 


2 — 2cos ==4sin? 


? 


und es leuchtet ein, dass im ersten Falle die Zahl 4 in der 
n— 1 —2 


> ten Potenz, im zweiten Falle die Zahl 4 in der ” 


Potenz vorkommt; diese Potenz ist in dem zweiten Falle noch 
mit der Zahl 2, die aus dem Factor «+ 1 hervorgeht, zu multipli- 


ten 
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ciren. Hierdurch ergiebt sich fiir beide Fille der Zahlen-Coef- 
ficient 2" ', und man erhilt 


n—i 
=  iass er Tee 
fiir » ungerade, m= 2" IT ? gin? —, 
=I] 
(10 Ce 
ae Ne = i Dian 
fiir » gerade, n= 2 one 
Go 


Diese Formeln sind dadurch besonders merkwiirdig, dass 
die stimmtlichen Sinusfunctionen sin ab welche hier vorkom- 
men, sich auf Winkel beziehen, die positiv sind und hiéchstens 


doe Werte a oder “— 
2” 2n 


2 a haben, folglich unter dem 


Werthe oe liegen. Die Sinusfunctionen sind deshalb lauter po- 


sitive Gréssen, und darum erzeugt die Ausziehung der positiven 
Quadratwurzel aus den auf beiden Seiten befindlichen positiven 
Gréssen die Gleichung 


é be Dee eee in 
fiir n ungerade, Vn =2 ? Fe * sin =e 

(10%) n—1 ene 
fiir gerade, Vn =2 ? Jt, > sin a 


Die Ergebnisse, welche den speciellen Werthen » = 3. und 
n= entsprechen, nimlich 
V3=2 sin A 

und 


M 9 
V5=4 sin sin ie 


kénnen durch die in § 41 entwickelten. Ausdriicke der betref- 
fenden Einheitswurzeln bestiitigt werden. Aus den dortigen 
Gleichungen (5) folgen durch Erhebung auf das Quadrat die 
Gleichungen 


is hep dae 
cos + sina + Vs 1, 


3 2 
1 sma <7 1+V5 yr ; 
Yaa ghes Ried SO aia 
cos B + 7510 5 4 8 a 


Die erste derselben liefert unmittelbar die in Rede stehende 


2 
Lipschitz, Analysis. 1 
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Darstellung der Groésse sin wet mit der zweiten ist die Gleichung 
(7) des § 41 zu verbinden 


a ie he rd 
on Haat dah 1 ES 


Re as a= 
ica Ae 4 


um die Gleichung 
ey es 5—V5 V B+ VA 
sin = = ein 2 a 


1 = 
zu erhalten, deren rechte Seite den angegebenen Werth ree 
liefert. 


§ 49. Transformation einer ganzen Function einer Variable 

durch Einfiihrung einer neuen Variable. Entwickelung, die 

nach den Potenzen der neuen Variable geordnet ist. Ablei- 
leitungen einer ganzen Function. 


Eines der wirksamsten Hiilfsmittel zum Studium der alge- 
braischen rationalen Functionen besteht darin, dass angenommen 
wird, bei einer solchen Function oder bei mehreren solcher 
Functionen solle die Variable, von der sie abhiingen, oder sollen 
die Variabeln, von denen sie abhingen, als bestimmte rationale 
Functionen von einer oder von mehreren neuen Variabeln be- 
trachtet werden. Das Ersetzen der urspriinglichen Variabeln 
durch die bezeichneten Functionen der neuen Variabeln heisst 
eine Substitution; die urspriinglich gegebenen Functionen der 
urspriinglichen Variabeln werden dadurch in bestimmte Functio- 
nen der neuen Variabeln verwandelt, oder erfahren eine Trans- 
formation. 

Fiir eine rationale ganze Function einer Variable 2 wird 
eine sehr einfache Transformation erhalten, indem man vor- 
schreibt, die Variable x mége gleich dem Aggregat einer neuen 
Variable 2 und einer Constante & sein. Bei der Gleichung 
(1) e=e+tk 
gehirt zu jedem beliebig gegebenen Werthe der neuen Variable 
2 ein villig bestimmter Werth der Variable x, und da aus (1) 
die Gleichung 
(2) 2=a—k 
folgt, so entspricht umgekehrt jedem beliebig gegebenen Werthe 
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der urspriinglichen Variable x ein viéllig bestimmter Werth der 
neuen Variable ¢. Durch die Substitution (1) geht die wie friiher 
zu notirende Function des nten Grades f(a) in die Function 
(3) p(2)=f(e+h)=a,(e+k) +a,(e+h)” +..44,_(e +h) +a, 
iiber, welche eine rationale ganze Function von 2 ist. Die ein- 
zelnen Potenzen des Binomiums z+ kénnen durch den in § 46 
angegebenen binomischen Lehrsatz nach den Potenzen der Va- 
riable ¢ entwickelt werden. Da nur die Potenz (¢+k) das 
Glied z” enthilt, so ist die rationale ganze Function ¢ (z) eine 
Function des mten Grades und liefert deshalb die nach den 
Potenzen der Variable z geordnete Entwickelung 
(4) g(z)=e, 2 +¢, ii SpE IA alia 

Die Anwendung des binomischen Lehrsatzes auf (3) giebt 
die Darstellung 


n n n—1 n(n—1) n—2 72 etch pal n 
pe=a( 2 2 [eae 5 e k++ 1 zk +) 
aA a 2 EA hes pu id 
+a, (2 ee a area ee ‘ 
+ a, (2 +b ek! ees ean) 
+ 5 
+ a,_,(¢ +4) 
Fa. 
Demnach bestimmen sich die Coefficienten c,, ¢,,...¢ 
der Potenzen von z in @ (2) folgendermassen: 
Cy = 4, 
ag a k+a, 
—1 1 “ 
0, =O Vanes ™ a, hk + a, 
(5) apes n—2 oaks é 2) n—3 
Cho = Oe: ok + oD Uk Senta bien bs 
on —1 —% us 3 
C= pak he pak tba hibianOr aay 
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Die erste von diesen Gleichungen lehrt, dass der Coefficient 


von 2 in g (z) dem Coefficienten von x in f(a) gleich ist, dass 
folglich, wenn die Function f(z) in Bezug auf « von keinem 
niedrigeren Grade als dem ten ist, die Function @ (4) in Be- 
mg auf z ebenfalls von keinem niedrigeren Grade als dem ten 
sein kann. Die rechte Seite der letzten Gleichung entsteht 
offenbar aus der Function f(a”), indem der Variable x der Werth 
x=k beigelegt wird. Von dieser Beobachtung ausgehend soll 
jetzt das Bildungsgesetz der simmtlichen Coefficienten in der 
Entwickelung von @ (¢) untersucht werden. 


Aus dem Coefficienten c, lasst sich der Coefficient ¢, | 


dergestalt ableiten, dass mit jedem Summanden’ a, ky von C. 
auf dieselbe Weise verfahren wird. Man bildet aus der Potenz 
hk” “ den Ausdruck (n — uw) kb“ und fiigt den Factor a, hinzu, 


so dass das Glied (n—w) a, k’“™ entsteht. Nach dieser Regel 
ist auch der letzte Summand von c,, naimlich a, k° zu behan- 
deln und giebt dann fiir c, , den Betrag Null. Ich werde die- 


jenige Function von x, welche bei der Einsetzung des Werthes 
x =k den Coefficienten Cos hervorbringt, mit f’ (2) bezeichnen, 
diese Function die erste Ableitung der Function f(x) nennen und 
ihren Ausdruck neben die Function f(x) stellen, so ist 

; n n—1 
a | f(@) =a, « TH hn Pe Fa 


|F@=na, a + (n—1) a Cal ore as. 


Die erste Ableitung f‘ (xz) der Function f(x) ist eine ratio- 
nale ganze Function von # von einem um eine Einheit niedri- 
geren Grade als f(z). Man kann nun von dieser Function aber- 
mals nach derselben Definition die erste Ableitung nehmen, und 
erhilt eine rationale ganze Function f‘‘(~) von x, die um zwei 
Kinheiten niedriger. ist, als f(~). Durch jede Wiederholung der 
eingefiihrten Operation entsteht eine um eine Einheit niedrigere 
Function von z, so dass zuletzt eine Function des nullten Grades 
oder eine Constante erhalten wird. Man bekommt auf diese 
Weise die Reihe von Functionen 
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f" (#) =n(n—1)a, a+ ea he ey ae 
fi De Sone tne 2). SOM: 
-+ (wn — 1) (1 —2)(n—3)..24 t+ (n—2)(n—3)y sha, 
(a)=n(n—1)(n—2)..3.2a,0+(n—1)(n—2)..2. la, 
: (x) = n(n—1) (n— 2)..38.2.14,. 

Dieselben médgen respective die zweite, dritte, . . (n— 2)te, 
(n—l)te, nte Ableitung der Function f(x) genannt werden. 
Diese Functionen von x zeigen zu den in (5) dargestellten Coef- 
ficienten c . ¢, die Beziehung, dass, wenn in den 


(7): 


> 


n—2? Cv 4 
ersteren der Reihe nach der Werth «=k eingefiihrt wird, nur 
die Division durch. einen Zahlenfactor erforderlich ist, um aus 
denselben der Reihe nach die in Rede stehenden Coefficienten 
zu erhalten. Die betreffenden Zahlentactoren bestimmten sich 
dadurch, dass die in (5) enthaltenen Ausdriicke der Coefficienten 
Cy, Cn—ir +++) Cy, Cy respective mit den Gliedern a, M_1,.-+, 
@,, a, Sschliessen, wahrend die Endglieder von f(x), f(a), 


yy & 


f'(x),. . f°” (a) respective die folgende sind 


@,,1!a_,, 2!a_,..-(w—2)! a, , (m—1)!a,, nla 


0 . 
Demnach entstehen fiir die genannten Coefficienten die 


Ausdriicke 


(8) | 2)! 
=. (ee (k) 
n—2 86)! 
ors Ph) 
\c¢ =f (h). 


n 


Die Finftihrung derselben in (4) giebt, wenn die Glieder in 
der umgekehrten Weise geordnet werden, die Darstellung 
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9) pe)=fe+H=f(® +f‘ (h) eee 


fo? i) oa ha (k) 

(n—1)! wa! ok 

Vermige der mit (1) bezeichneten Substitution «=2+ k gilt 
somit die Transformation 

(10) f(x) = 9 (4) =f +f). 

Aus der Gleichung (9) kann sogleich dadurch Nutzen ge- 
zogen werden, dass man die Voraussetzung erwiagt, es sei die 
Grésse k eine Wurzel der Gleichung f (¢)—=0. Dann verschwindet 
auf der rechten Seite von (9) das erste Glied f(%), und da die 
iibrigen Glieder respective in die erste, zweite, ..nte Potenz 
von 2 multiplicirt sind, so sind sie simmtlich durch ¢ alge- 
braisch theilbar, und daher ist es auch die Function ¢(z) selbst. 
Dieser Satz ist seinem Inhalte nach nicht neu, sondern fallt mit 
dem Satze (1) des § 43 zusammen. Der letztere bezieht sich 
auf eine Wurzel der Gleichung 7(§)=0, und lehrt, wofern eine 
solche Wurzel jetzt & genannt wird, dass die Function f(z) 
gleich dem Producte der Differenz «—k in eine rationale ganze 
Function von z ist. Nun geht durch die Substitution «=z2+kh 
fiir jeden beliebigen Werth von w die Function f(x) in die 
Function g (2), die Differenz «—k in die Variable z, und die 
rationale ganze Function von 2, welche den zweiten Factor des 
erwihnten Products bildet, nach den gegebenen Erérterungen 
in eine ganze rationale Function von ¢ des gleichen Grades 
iiber. Also wird p(z) gleich dem Product von z in eine rationale 
ganze Function von z, wie es sich so eben gezeigt hat. 

Wir sind aber auch darauf aufmerksam geworden, dass, 
nachdem eine Wurzel k den Factor x—k angezeigt hat, die von 
diesem Factor befreite Function f(x), welche durch den Bruch 


f(a) 
a—k 


els 


angedeutet werden darf, unter gewissen Verhiltnissen 


nochmals durch den Werth & zu Null gemacht werden kann. In 


f(2) 


diesem Falle wird —~— oa eine ganze Function von 2, und die 


Beurtheilung der in der gleichen Weise auf einander folgend 
erhaltenen Functionen von w lisst sich fortsetzen, bis man zu 
der hichsten Potene des Factors x—k gelangt, durch welche 
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f(a) algebraisch theilbar ist. Diese Potenz, welche die ate sein 
mége, wird durch eine Gleichung 

(11) f(2)=(e@—ky f, (2) 

charakterisirt, wo f (a) eine rationale ganze Function von « und 
zwar nach dem Satze (2) des § 44 eine Function vom (m—a)ten 
Grade ist, und die Eigenschaft haben muss, fiir den Werth 
“2==k nicht zu verschwinden. Denn wiire dies der Fall, so 
wiirde f (x) wieder durch «— ik algebraisch theilbar sein und 
mithin f(a) durch die Potenz (a—k)"~’ aufgehen, so dass die 
Potenz (x =k) nicht die héchste Potenz von x — k bezeichnete, 
durch die f(z) algebraisch aufgeht. Wenn jetzt auf die beiden 
Seiten der Gleichung (11) die Substitution «=z2+k angewendet 
wird, so verwandelt sich f (x) in eine rationale ganze Function 
von 2 vom (7% —a)ten Grade, welche fiir den Werth «=k, das 
ist, fiir den Werth ¢=0, nicht verschwinden darf, und ¢, (¢) 
heissen mége, und es kommt ; 

(12) gy (2) =2" @, (2). 


Bei der Vergleichung dieser Darstellung der Function (2) 
mit der allgemeinen in (9) enthaltenen Darstellung folgt aus 
dem Satze (1) des § 44, dass‘in den beiden Darstellungen die 
Coefficienten der gleich hohen Potenzen der Variable z einander 
gleich sein miissen. Unter den obwaltenden Bedingungen ver- 
schwinden daher mit dem ersten Gliede f(<) zusammen die 
Coefficienten der sammtlichen niedrigsten Potenzen von 2 bis 
mu dem Coefficienten von 2” einschliesslich; dagegen darf der 


Coefficient vonz nicht verschwinden. Damit nimlich das Ag- 
gregat der in (9) noch iibrig bleibenden Glieder mit dem Aus- 
drucke 2° gy, (2) zusammenfalle, muss der erwihnte Coefficient 
von z in (9) gleich dem von @ freien Gliede in der rationalen 
ganzen Function ¢, (2) sein und wenn dieses Glied gleich Null 
wire, so wiirde g(#) gegen die Annahme fiir ¢—0 ver- 
schwinden. 

Es miissen also in dem vorliegenden Falle die Gleichungen 
gelten 
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(13) F@=0, f/*H)=O, Wo, 7" @ =0, 
und gleichzeitig darf f(%) nicht gleich Null sein. 
Die Voraussetzung, dass die Function f(x) durch die Po- 


tene («—k) und durch keine héhere Potene der Differenz x—k 
algebraisch theilbar sei, ist in §45 mt dem Namen bezerchnet 
worden, dass k eine afache Wurzel der Gleichuny f(§)=0 set. 
Fiir das Eintreten dieser Erschemung besteht, wie wir soeben ge- 
sehen haben, die nothwendige und hinreichende Bedingung darin, 
dass durch den betreffenden Werth k ausser der Function f(z) 
auch die iti derselben 


f'(@) fF" @) f° ™ (@) 
zum Verschwinden gebracht werden, dagegen dié Ableitung f(x) 
nicht zum Verschwinden gebracht wird. 


§ 50. Besondere Transformation. 


Die Ableitungen f‘(z), f(x),.. aa (x) der Function f(z) 
sind rationale ganze Functionen von x2, deren Grad respective 
der (7—1)te, (n—2)te,.. nullte ist, und dem entsprechend 
enthalten die Coefficienten c¢,, ¢,, €,,..-Cn—1, €, der Function 
gp (2) die Grosse & im nullten,’ ersten, zweiten, ..(m—1) ten, 
nten Grade. Es lasst sich deshalb die in der Substitution (1) 
des vorigen § auftretende Constante k eindeutig durch die For- 
derung bestemmen, dass der Coefficient von z in der Function 
p (2) 

(1) ¢,=na,k+a, 

gleich Null werde. Die Grosse a, ist nothwendig von Null ver- 
schieden, wenn f(x) in der That vom nten Grade sein soll, und 
die Constante k erhdlt den bestimmten Werth 


9 oti Gs 
(2) k <a 
—] s 
im der 
0 

durch a, dividirten Function f(x) 
: 1 r = ee 
(3) f(a) =o) ee Be Saye Rl Gt 

A A, 0 a, 
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diese geht durch die Substitution z=2 +k, weil nach (5) des 
vorigen § die Grésse c, =a, ist, allgemein in die Function von 
‘ ai 
(4) —p(e)ase+ 4, eee my Bs 
G5 e 8 C, 
iiber. Durch die in (2) enthaltene Bestimmung der Constante / 


verschwindet nun der Coefficient —~ und erhalten die folgenden 


a 


0 


Coefficienten vermige der Gleichungen (8) des vorigen § die 


Ausdriicke 
ma) ay 
Co i f ( Ny alg 
Cth Oe (1 — 2)!. - 
po (Be 
(5) Cape Na, ] __ b 
ve a. (n— 3)! ce 
Cat v1 was ras , 
\ Cy ap Ay r( a isi op 


Es entsteht somit aus (4) die Darstellung 
1 n n—2 n-< 
(6) 7 Pe) = 8 aD CilpackyD ce be shi, 


und auf Grund der Gleichung (10) des vorigen § die zugehérige 
fiir jede rationale ganze Function f(x) geltende Transformation 
=~ f(a) == 9 (2). 
Hy ey 

Wenn die rationale ganze Function f(”) irgendwie durch 
die Substitution ~=z+h in die rationale ganze Function ¢(¢) 
transformirt ist, so gehért offenbar zu jedem Werthe von z, der 
die Function g(z) zum Verschwinden bringt, ein solcher Werth 
von «, welcher f(z) zu Null macht, und umgekehrt. Man er- 
hilt deshalb aus jeder Wurzel € der Gleichung g (C)=0 eine be- 
stimmte Wurzel & der Gleichung f(§)= 0 vermittelst der Gleichung 
(7) E=C+h, 
und umgekehrt aus jeder Wurzel & der Gleichung f(§)=0 eine 
bestimmte Wurzel © der Gleichung o(¢)=0. 

Aus diesem Grunde ist es zulissig, bei der Untersuchung © 
der Wurzeln einer Gleichung f(§)=0 die Function f(#) in eine 
Function g(¢) zu transformiren, und die Wurzeln der zuge- 
gehorigen Gleichung p(¢)=0 au studiren. Die Coefficienten 
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1 

der Gleichung f(&)=0, die Coefficienten der in (4) entwickelten 
1 
Co 
Durch die Gleichung (2) wird die Constante / gleich dem 
negativ genommenen ten Theile des Coefficienten der (n—1)ten 
Potenz der Unbekannten in der Gleichung f(§)=0. Wir 
kénnen also bei einer Erérterung der allgemeinen Gleichung des 
nten Grades f(~)=0 von der Gleichung ¢ (¢)=0 ausgehen, bei 
welcher die betreffende Function durch die obige Gleichung (6) 
definirt ist, dass heisst, bei welcher die (n—1)te Potenz der 

Unbekannten den Coefficienten Null hat. 


der in (3) entwickelten Function f(x) sind die Coefficrenten 


Function pp (z) die Coefficienten der Gleichung om: 


§ 51. Allgemeine Auflésung der Gleichung des dritten Grades 
mit einer Unbekannten. 


Wenn man die besprochene Transformation auf die Pune- 
tion des zweiten Grades anwendet, so giebt die Gleichung (2) 
des vorigen § die Bestimmung 
= ay 
k= — Qa, 3 
ferner das System (5) den Ausdruck 
a eer Ate 
ce 4a% 
Es wird daher die zu gebrauchende Substitution diese 


—=b,. 


Le ne 
Tr 9 


1 


a, 


und die Function 


f(“) verwandelt sich in die Function 

gr 4 140% — 4 
4 as 

Diese Transformation fallt mit der Darstellung der Function 


i! . ‘ 
om f(x) m (4) des § 24 zusammen, und erinnert eugleich 
oO 


daran, in welcher Weise die Auflisung der allgemeinen quadra- 
tischen Gleichung von der Auflisung der reinen quadratischen 
40, A,—@ 
403 


2 
1 


Gleichung C? + =0 abhingt. 


§ 51. Auflosung der cubischen Gleichung. 187 


Indem wir uns jetzt zu der Auflisung der allgemeinen Glei- 
chung des dritten und vierten Grades wenden, setzen wir voraus, 
dass die allgemeine Function des dritten oder vierten Grades f (x) 
nach den Vorschriften des vorigen § in die Function @ (2) 
transformirt sei, deren Gestalt daselbstin (6) angegeben ist, und 
beschiftigen uns mit der zugeordneten Gleichung 
(1) 4b o +b, 0 + .. +b, =, 
in der nach einander gleich Drei und gleich Vier zu setzen ist. 

Hier muss iiber den Sinn, in welchem das Auflésen einer 
Gleichung zu verstehen sei, eine Bemerkung gemacht werden. 
Wir sahen, dass die Auflisung der allgemeinen quadratischen 
Gleichung in einer Zuriickfiihrung auf die Auflisung einer reinen 
quadratischen Gleichung besteht. Das heisst, nachdem die be- 
zeichnete reine quadratische Gleichung aufgelést ist, werden 
die Wurzeln der vorgelegten allgemeinen quadratischen Gleichung 
durch die-Coefficienten derselben und durch die Wurzeln jener 
reinen quadratischen Gleichung mit ausschliesslicher Hiilfe von 
rationalen Operationen, nimlich von Addition, Subtraction, Multi- 
plication und Division ausgedriickt. Die Auflisung der Gleichungen 
des dritten und vierten Grades, welche jetzt entwickelt werden 
soll, wird ebenfalls in einer Zuriickfiihrung auf reine Gleichungen 
bestehen. Wir stiitzen uns hierbei auf die Lehre von den reinen 
Gleichungen, wie sie von § 29 ab vorgetragen ist, und sehen die 
n Wurzeln jeder reinen Gleichung des 7 ten Grades als Gréssen an, 
die auf eine bekannte Weise dargestellt werden kénnen. 

Indem wir in (1) die Zahl »=3 nehmen, erhalten wir die 
zu untersuchende Gleichung des dritten Grades oder die cubische 
Gleichung 


(2) G+ 6,0 +b, =0. 

Es werde ¢ gleich dem Aggregate von zwei Gréssen gesetzt 
(3) C=pt+4q, 
so giebt die Hinfiihrung dieses Ausdruckes in (2) die Gleichung 
(4) p+ 3p?q+ 3pq? + q+ b,(p+q) +6,=0. 


Da die Summe der beiden Glieder 3p’? q+ 3pq? gleich dem 
Producte der Verbindung 3pq in die Summe p +¢ ist, so kann 
man die drei Glieder 3p’?q+3pq?+6,(p+q) zu dem Aus- 
drucke 
(5) (3pq + b,) (p+q) 
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vereinigen, und die Gleichung (4) in der Weise erfiillen, dass 
vorgeschrieben wird, es solle erstens die Summe der iibrig 
bleibenden drei Glicder fiir sich gleich Null sein, und es solle 
zweitens der Ausdruck (5) zum Verschwinden gebracht werden, 
indem sein erster ‘Factor verschwindet. Auf diese Weise be- 
kommt man fiir die beiden Gréssen p und q, deren Aggregat 
die Wurzel ¢ giebt, die beiden Gleichungen 
(6) jp? +g’? +b,=0, 
\ 8pq+6,=0. 
Aus der ersten derselben folgt fiir die Gréssen p und g, 
dass die Summe ihrer dritten Potenzen p*® + q° gleich dem Werthe 
; : b : 
—b,, und dass ihr Product pq gleich dem Werthe = 37 sein 
muss. Man darf deshalb von den dritten Potenzen p*® und q° 


sagen, dass ihre Summe gleich —b,, und dass ihr Product gleich 
3 


der dritten Potenz des Werthes — 3 oder gleich — a 


gegeben sei. 

Nun ist im § 46 hervorgehoben, dass, wenn fiir 2 Gréssen 
die Summe, die Summe der Producte zu je zweien und so fort, 
bis zu dem Producte der n Gréssen gegeben ist, vermidge des 
dortigen Systems von Gleichungen (4) diejenige Function des 
nten Grades gebildet werden kann, welche, gleich Null gesetzt, 
jene » Gréssen zu ihren ~ Wurzeln hat. In dem gegenwitrtigen 
Falle kann demnach diejenige Function des zweiten Grades einer 
Variable t gebildet werden, welche gleich Null gesetzt, die Gréssen 
p* und q® zu thren beiden Wurzeln hat. 

Der Coefficient von ¢ ist gleich dem negativ gesetzten 
Werthe der Summe, also gleich 0,, und das von ¢ freie Glied 


3 


gleich dem Werthe des Products —-3 zu nehmen, so dass 
die betreffende Function von ¢ die folgende wird 

2 _ 2s 
(7) bette a. 

Die beiden Grissen p* und q*® sind demnach als die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung bestimmt, die verlangt, 
dass der vorstehende Ausdruck (7) gleich Null werde. Das 
Charakteristische dieser Bestimmung liegt in dem Umstande, 
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dass die Wurzeln der quadratischen Gleichung, zusammen ge- 
nommen, zwei vollig determinirte Gréssen sind, dass aber kein 
Anhalt gegeben ist, zwischen denselben cinen Unterschied zu 
machen, und dass daher, wenn die eine Wurzel 7, und die an- 
dere Wurzel +, genannt wird, die Voraussetzungen 


(8) p=t,,¢ =, 
und die Voraussetzungen 
(SFlii: p=t,qg=t, 


durchaus gleichberechtigt sind. Dasselbe Sachverhiltniss spricht 
sich aus, wenn man die reine quadratische Gleichung einftihrt, 
von deren Auflésung die Darstellung der Wurzeln c, und 7, 
abhiingt. Es sei w eine Wurzel der reinen quadratischen Gleichung 


b3 b? 
Sige, EE Ty 3 
(9) Ou 27 + oie 


so ist —w die andere Wurzel derselben, und die Grissen 7, 
und t, haben die Ausdriicke 
(10) a z +o und a co. 

Sobald unter w eine bestimmte von den beiden Wurzeln der 
reinen Gleichung (9) verstanden, und von den beiden Ausdriicken 
(10) der erste 7,, der zweite 7, genannt wird, so sind dieselben 
vollstiindig definirt. Wenn dagegen hierauf unter @ diejenige 
Wurzel der reinen Gleichung (9) verstanden wird, welche von 
der friiher ins Auge gefassten verschieden, und daher derselben 
entgegengesetzt gleich ist, und wenn zugleich, wie vorhin, der 
erste Ausdruck in (10) 7, und der zweite c, genannt wird, so 
haben diese beiden Gréssen im Vergleich zu der friiher ge- 
troffenen Definition ihre Bedeutung unter einander vertauscht. 

Wesentlich ist es, nachdem fiir «w ein bestimmter Werth 
unter den beiden zulissigen Werthen gewihlt ist, diesen durch 
die ganze Untersuchung fest zu halten. Auf Grund dieser Vor- 
aussetzung liefern die Gleichung (8) und (8*) fiir p® und q° 
entweder die Bestimmung 


b 
(11) p=— 2+ 0,g=— Zo, 


oder die Bestimmung 


b b 
(11*) De atea dae On Wee ee ony ite: 
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Die erste Gleichung (11) bildet jetzt fiir die Grosse p selbst 
eine reine Gleichung des dritten Grades 


b 
(12) p= — 2 + 0. 


Nun haben nach § 39 die reinen Gleichungen des dritten 
Grades stets drei Wurzeln, welche aus einer beliebigen von 
diesen Wurzeln erhalten werden, indem man dieselbe mit den 
drei dritten Wurzéln der Einheit multiplicirt. Die drei dritten 
Wurzeln der Einheit sind nach § 35 die drei Gréssen 

27 4a 
1, cos ae ee - ee a = ear 


oder nach § 41 Formel (6) beziehungsweise die drei Grésssen 
l,—= 9 ty =V3 i, —5—sV3 4 


Ferner sind die beiden nicht reellen dritten Wurzeln der 
Einheit nach §48 Formel (6*) zugleich die beiden Wurzeln der 
quadratischen Gleichung 

e* +o P20: 

Da die Zahl Drei eine Primzahl ist, so ist nach einer am 
Ende des § 36 gemachten Bemerkung, jede der beiden nicht re- 
ellen dritten Wurzeln der Einheit zugleich eine primitive dritte 
Wurzel der Einheit, das heisst, wenn eine der beiden nicht re- 
ellen dritten Wnrzeln der Einheit mit @ bezeichnet wird, so sind 

ly oe? : 
die drei dritten Wurzeln der Einheit. Man sieht dies tibrigens 


sofort ein, da bei der Annahme 0 =cos ss + isin — ‘die 
drei angefiihrten’ Werthe 


27 2m 4a 4 
1, cos -—— + isin —,, cos —— + isin— = 


3 3 3 Oe 
4n 
und bei der Annahme @ = cos ae asin —— die drei Werthe 
An gee BPE 82 8n 
1 An An Biyt asSR. 
, COS —— + dsin—s—, cos—— + isin : 


erhalten werden, wiihrend 


8x ees OTE 27 ee tg Oia 8 
cos ——— ——_- = ae mae. Ye 
3 +2810 3 cos 3 + 2s1n 3 Ist. 
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Wenn demnach mit @ eine bestimmte von den drei Wurzeln 
der reinen Gleichung (12) und, wie schon bemerkt, mit @ eine 
bestimmte der beiden nicht reellen dritten Wurzeln der Einheit 
bezeichnet wird, so entsteht fiir die drei Wurzeln der Gleichung 
(12) die Darstellung 
(13) P, PQ, PQ 

Hiermit sind dann zu gleicher Zeit die drei Werthe der 
Grésse p gefunden, welche aus der ersten Gleichung (11) ab- 
geleitet werden kénnen. Fiir die Grisse g, welche einer be- 
stimmten Grésse p zugehért, hat man vermége der zweiten 
Gleichung in (6) die Vorschrift 


b 
DN Seteese 
wihrend zu der Determination von p* und g* nur die Gleichung 
b? 
Sioa eee 


verwendet worden war. Es ergiebt sich also zu jedem von der 
Null verschiedenen Werthe der Grosse p ein einziger zugeord- 
neter Werth qg durch die Gleichung 

1 
(14) , aes re 
und die drei in (13) angegebenen Werthe der Grisse p fiihren 
der Reihe nach respective zu den folgenden Werthen der Griésse 
q, beidenene =o, @ =e gesetat ist 

b b, b 
(15) ma on ae 
Diese drei Werthe reprisentiren ‘dann zugleich die drei 

Wurzeln der reinen Gleichung des uo Grades in (11), 


welcher die Grésse q geniigen muss, 
b 
(16) ei ian 


Die Voraussetzung, dass kein der Grésse p beigelegter 
Werth gleich Null sei, ist stets erfiillt, sobald die Grésse b, 
einen von Null verschiedenen Werth hat. Es darf aber, ohne 
der Allgemeinheit der Betrachtung zu schaden, angenommen 
werden, dass 0, nicht gleich Null sei; denn wofern 6, gleich 
Null ist, wird die vorliegende Gleichung (2) zu einer reinen 
cubischen Gleichung und ihre Auflésung ist bekannt. 


Q. 
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Die Verbindung eines jeden der drei Werthe von p aus 
(13) mit dem zugeordneten Werthe von q aus (15) bringt nun- 
mehr vermige der Gleichung C= p+ q fiir die Wurzeln der 
aufzulésenden Gleichung (2) die Ausdriicke hervor 


ee by 
= 3Q 
p= a 2 2 
(17) eet Bomar AL 
aes Bt. 2 
C, =o? BY Q. , 


Es bleiben jetzt noch die Gleichungen (11*) in Riicksicht 
zu ziehen. Die Werthe von p, welche aus der ersten der beiden 
in Rede stehenden Gleichungen folgen, sind die drei Wurzeln 
der reinen Gleichung (16). Wenn man eine derselben mit w 
bezeichnet, so werden nach dem schon benutzten Satze alle 
drei Wurzeln durch Multiplication mit den drei Einheitswurzeln 
dargestellt und sind daher 
(18) Ww, We’, We. 

Nun miissen aber diese drei Wurzeln mit den drei Aus- 
driicken (15) zusammenfallen, und zwar geschieht dies der 


: b : 
Reihe nach, wofern zw =— Bas genommen wird. Da ausserdem 


fiir jeden Werth von p das zugehérige q durch die Gleichung 
pqy=— gefunden wird, so leuchtet es ein, dass fiir die 


drei Werthe von p in (18) der Reihe nach die zugehorigen 
Werthe von g in (13) angegeben sind. Es vertauschen deshalb 
in dem Ausdrucke C=p-+q der gesuchten Wurzeln die Gréssen 
p und g ihre Rollen mit einander, und die Gleichungen (11*) 
erzeugen dieselben drei Werthe ¢,, ¢,, ¢,, deren Ausdriicke in 
(17) mitgetheilt sind. 

Mit Hinzuzichung der Bedingung g y= — = kann 
man denselben ferner die Gestalt geben 


G=p +y 
(19) C= ge + wo? 
C, =o? + we. 


Diese Darstellung gilt auch in dem Falle, dass oge=0idpts 
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denn alsdann muss entweder ~* oder w* gleich Null sein, und 
wenn zum Beispiel y°= 0 ist, so verschwinden alle drei Werthe, 
die fiir yw genommen werden kénnen und es bedarf keiner 
Auswahl durch die Gleichung gw = — — . 

Um aus den drei Gréssen ¢,, ¢,, ¢, drei Werthe von x 
abzuleiten, welche die allgemeine Function des dritten Grades 


a a a 
f(a) = 2? + —* 9? + 2 ep —* 
: Hy A, Ay 


zu Null machen, ist zu beriicksichtigen, dass dieselbe durch die 
Substitution 


in die Function 
<9 (=e +b,2+, 


iibergeht. . Die Coefficienten 6, und 6, erhalten vermige der 
Gleichungen (5) des vorigen § die Ausdriicke 


| b= a as 
2 3 2 
(20) a narenee 
b.= 2 ay pe a, as . 
155 -27G3 = esa * a, 


und die drei Wurzeln der Gleichung f(§)=0 werden folgender- 
massen dargestellt 


a, 
cag Wat +wW 
(21) &—=—S + pe + Wo? 
a 3a, 
a, 5 
or aN iaaa + po? + Wo 


§ 52. Fortsetzune. 


Die Aussage, mit der wir den vorigen § geschlossen haben, 
bedarf noch einer Rechtfertigung. Durch den Satz (3) des § 44 
ist festgestellt, dass die Gleichung des dritten Grades niemals 
mehr als drei von einander verschiedene Wureeln haben kann. 
Man muss sich also die Sicherheit verschaffen, dass die drei 


gefundenen Ausdriicke &,, &, &, nicht blos der Form nach, 


Lipschitz, Analysis. 13 
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sondern in der That unter einander verschieden sind, wenn aus 
dem erwihnten Satze geschlossen werden soll, dass die Gleichung 
des dritten Grades durch diese drei Werthe und nur durch 
diese drei Werthe befriedigt wird. 

Um zu untersuchen, ob zwei der Ausdriicke &,, §, &, zu- 
sammenfallen oder nicht, bilden wir die dre: Differenzen 

Fr - =. Ss we Sas ee = S; 

und nehmen von diesen das Product. Sobald dieses Produet 
von Null verschieden ist, kann keine der Differenzen gleich 
Null und daher auch keine der drei Grissen &,, &, §, einer an- 
deren gleich werden. Aus (21) des vorigen § folgt 

oy Te, aa (t—=@) ri wl =o") 
(1) E,— =p (1—e’) + Hl —9) 

&, — 5 = 9 (e—e*) + wlo*—e). 

Die Factoren von gm und w sind hier Differenzen aus dritten 
Wurzeln der Einheit, und deshalb einer Vereinfachung fibig. 
Wegen der im vorigen § angefiihrten Gleichung 

e+et+1l=—d0 
findet sich 
1-9? = (Ue) 8) = EG (La Oh, 
und daher auch 
Ten — elo"): 


&,—§,=(1—e) (» — eo’) 
(2) §, —§,=(1—e°) (p — ey) 
&, p= (@ + 0") (p—w). 

Nun haben wir, wenn in (4) des § 48 die Zahl n= 3 ge- 
setzt wird, fiir die Function v°— 1 die Zerlegung in Factoren 
des ersten Grades 

29 — 1 = (#—1) («—g) (w@—¢?). 
Ersetzt man die unbestimmte Variable « durch den Werth 


Es ist deshalb 


ih und multiplicirt auf beiden Seiten mit w*, so entsteht die 
Relation 
(3) p> —w* = (p—w) (p—ew) (p — 0? Y). 


Wenn daher die drei Differenzen &—é,, &,—&,, &,—é, 
mit einander multiplicirt werden, so ergicbt das System (2) die 
Bestimmung 


(4) (5, —§,) (6, —§5)(§ —§,) =(1— @) (1 — 9) (9 - 0°) (G°@—y’). 
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Die drei ersten Factoren der rechten Seite sind drei Diffe- 
renzen aus den verschiedenen dritten Wurzeln der Einheit, und 
ihr Product hat einen nothwendig von Null verschiedenen Zahlen- 
werth; in Folge der Gleichung (9) des § 48 ist (1 — @) (1 — 0?) =3, 
ferner wird g@ — Q® gleich der in 7 oder —¢ multiplicirten V 3, 
mithin (1 — e@)(1—e?)(e— @”) gleich 31/3 %. Die linke 
Seite von (4) kann somit nur verschwinden, sobald die Diffe- 
renz g®—y?® gleich Null wird. In Folge der Gleichungen (12) 
und (16) des vorigen § ist aber 
(5) g* — ye? =20. 

Weil nun die Grésse w als eine Wurzel der dort mit (9) 
bezeichneten reinen quadratischen Gleichung 


definirt ist, so kann dieselbe niemals verschwinden, wofern 
nicht die Verbindung 


(6) Sait 


gleich Null ist.. Unter der Voraussetzung, dass diese Verbindung 
eimen von Null verschiedenen Werth hat, sind daher die drei ge- 
fundenen Ausdriicke &,, &,, &, nothwendig von emander verschieden, 
Damit die Verbindung (6) gleich Null werde, muss zwischen 
den Coefficienten der in Rede stehenden Gleichung eine be- 
stimmte Beziehung eintreten. Wofern diese Beziehung nicht 
obwaltet, reprisentiren die drei Ausdriicke §,, &,, €, die dre 
von einander verschiedenen Wurzeln der allgememen cubischen 
Gleichung, und fiihren nach dem Satze (2) und der Gleichung 
(14) des §43 zu der Zerlegung der betreffenden Function des 


dritten Grades in drei Factoren des ersten Grades 
(1) p++ Pat = (e—£) (w—§,) oS). 
Qo Ao Ao 


Die Gleichungen zwischen den Coefficienten der gleich- 
hohen Potenzen von 2, 


a, 
Coie oa aE 
(8) jah teres 1s, Seog 8 


— 4 —&, Ge +3 


A 
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welche gelten miissen, sobald die Verbindung (6) einen beliebigen 
von Null verschiedenen Werth hat, kénnen aber ihre Giiltigkeit 
nicht verlieren, sobald diese Verbindung den Werth Null annimmt. 
Daher besteht die in (7) angegebene Zerlegung der Function 
des dritten Grades und die zugehérige Darstellung der drei 
Wurzeln €,, &,, &, fiir alle Falle. 

Wie im vorigen § im voraus bemerkt worden ist, erfolgt 
die Auflésung der allgemeinen cubischen Gleichung durch die 
Zuriickfiihrung auf reine Gleichungen. Die betreffenden reinen 
cubischen Gleichungen werden aus den Coefficienten der ge- 
gebenen cubischen Gleichung und der Wurzel einer reinen 
quadratischen Gleichung durch rationale Operationen gebildet, 
und hierauf werden die drei Wurzeln der gegebenen cubischen 
Gleichung vermége der Wurzeln der reinen cubischen Glei- 
chungen und vermége der Coefficienten der gegebenen cubischen 
Gleichung rational dargestellt. Der bessern Uebersicht wegen 
mibge der ganze Hergang noch einmal zusammengefasst werden. 
Aus den Coefficienten der Function 

Auge wag guitar 2p Saig y Set 
Ay a a 


0 0 0 


sind nach (20) des vorigen § die Ausdriicke 


|.=— aris 
3a5 a, 


2a% a, a a 

| 5 ih a7 a8 rP 302 ae a 
abzuleiten. Dann ist nach (9) desselben § die reine quadra- 
tische Gleichung 
b3 b2 
a7 ta 
aufzustellen, und fiir eine bestimmte aber beliebig zu wiihlende 
Wurzel w derselben nach (12) und (16) desselben § die reine 


cubische Gleichung 


«2 = 


l 
p=— = +o 


und die reine cubische Gleichung 


pussies 4 


zu bilden. Mit einer bestimmten aber beliebig zu wiihlenden 
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Wurzel der einen von diesen beiden reinen Gleichungen hat 
man hierauf diejenige Wurzel der anderen zu verbinden, fiir 
welche die Gleichung 


b, 
Gu leer is 


erfiillt ist, und erhialt mit Hiilfe einer nicht reellen dritten 
Wurzel der Einheit o fiir die drei Wurzeln der cubischen 
Gleichung f(§) die Ausdriicke (21) des vorigen §: 


a 
E=—St+p + 
1 3a, Pp w 
2a a, 2 
on a Pe + Wo 
a, 5 2 
os 5 aa 8 + We. 


§ 53. Discussion der Beschaffenheit der Wurzeln bei einer 
cubischen Gleichung, deren Coefficienten reell sind. 


Es sollen jetzt die Ausdriicke der drei Wurzeln der cu- 
bischen Gleichung angewendet werden, um bei einer Gleichung, 
deren Coefficienten reelle Gréssen sind, zu beurtheilen, wnter 
welchen Bedingungen drei reelle Wurzeln oder ewme reelle Wureel 
und zwei complexe conjugirte Wurzeln auftreten. Denn nach 
$47 existiren keine anderen Méglichkeiten, da mit einer nicht 
reellen Wurzel zugleich stets die conjugirte Grésse als Wurzel 
vorkommt. Aus der reellen Beschaffenheit der Coefficienten 
bei der Gleichung /(§)=0, oder, was dasselbe ist, bei der 


Function f(x) folgt die gleiche Eigenschaft der Coefficienten 
1 
Cy 
schied zwischen dem Reellen und Imaginiren macht sich erst 


bei der Auflésung der reinen quadratischen Gleichung 


0 


b, und b, bei der zugeordneten Function 


g(z). Ein Unter- 


aa: 
eee Sie eos 
OO her od 


Bes Be 


geltend, und zwar dadurch, dass die Verbindung on tulngm 


welche nach: der Voraussetzung einen reellen Werth hat, entweder 
positiv oder negativ oder gleich Null sein kann. Diese Unter- 
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scheidung lisst sich auch so ausdriicken, dass die quadratische 
Gleichung, welche in dem Nullsetzen des Ausdruckes (7) in 
§ 51 besteht, in dem ersten Falle zwei reelle und verschie- 
dene, in dem zweiten Falle zwei complexe conjugirte, und 
in dem dritten Falle zwei reelle einander gleiche Wurzeln 
liefert. F 


2 
Es sei erstens as + a positiv, dann wird w durch die 


Ausziehung einer Quadratwurzel aus einer positiven Grosse er- 
halten, und hat zwei numerisch gleiche und dem Vorzeichen 
nach entgegengesetzte reelle Werthe; bei der Fortsetzung des 
Auflésungsverfahrens darf jeder von beiden genommen werden. 
Was nun die reinen cubischen Gleichungen 
gai e+ wo, y= Bao 

anlangt, so weiss man durch § 29, dass aus jeder positiven oder 
negativen reellen Grésse eine und nur eine reelle dritte Wurzel 
gezogen werden kann, wihrend ausser dieser nur zwei nicht 
reelle Wurzeln vorhanden sind. Wenn daher fiir @ die reelle 
dritte Wurzel des ersten, und fiir w die reelle dritte Wurzel 
des zweiten Ausdruckes genommen wird, so liefern dieselben 
ein reelles Product, und geniigen deshalb der Bedingung 


b tic : : . 
py=— arr Bei dieser Verfiigung wird der fiir &, angegebene 
Ausdruck . 
a 


gleich einer reellen Grosse. In den fiir &, und &, aufgestellten 
Ausdriicken kann der reelle und imaginire Theil leicht ge- 
trennt werden, indem man fiir die nicht reelle dritte Wurzel 
der Einheit @ ihren Ausdruck setzt. 
Es ist dann aber nothwendig, zwischen den beiden zu- 

lassigen Werthen von @. zu wihlen, und man nehme 

e = cos" + isin Se ot Le 
mithin 

, yee 

Gor OOM Fao sn pee i 


4m Lat ak 
2° 
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Demgemiiss kommt 


Its 


oe a i V3 : 
= as gr gle IP) +5 (p—y)i 
a 1 V3 : 

c= a tee PWS. 

Diese beiden Grésssen sind complex und zu einander con- 
Jugirt; der Factor von ¢ kann nicht verschwinden, weil aus 
der Gleichung y=w die Gleichung p*= wy? folgen wiirde, und 
weil diese Gleichung nicht eintreten kann, ohne dass w gleich 

L 3 2 

Null witrde, was gegen die Annahme ¥2- 4 %8 

Die gegebene cubische Gleichung hat daher, sobald die Verbindung 
bs b2 


a7 Te positiv ist, eme reelle und zwei complexe conjugirte 


Wurzeln. 


> 0 verstésst. 


Es sei zweitens pad ti : 

27 4 

w rein imaginiir, nimlich gleich einer in +72 oder in — 7 multi- 

plicirten Quadratwurzel aus einer positiven Grosse, und die 
reinen cubischen Gleichungen 


“negativ. In diesem Falle ist 


pa toy =— to 


enthalten die beiden complexen und zu einander conjugirten 
: b : 
Gréssen — +o und — ae —o. Es wird daher noth- 


wendig, die Auflésung der reinen cubischen Gleichungen in 
demjenigen Umfange anzuwenden, in welchem dieselbe oben 


entwickelt worden ist. 
Nach der Vorschrift des § 33 ist die complexe Grisse 


Sa “p+ w in die Gestalt zu bringen 

— 92 + w= P(cos @ + isin ®), 
wo mit P der absolute Betrag der complexen Grosse, mit D cm 
innerhalb des Intervalls einer ganzen Kreisperipherie vollstindig 
bestimmter Winkel bezeichnet wird. Hieraus folgt fiir die con- 
jugirte complexe Grosse die Gleichung 


— 3 — w= Pleos @ — isin ), 
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Die reelle positive Grisse P ist durch die Gleichung 


se —w? = P? 
3 b2 . 
bestimmt. Weil aber w? = ah aie 7 ist, so kommt 
b3 
h 2 or, = Pp, 


und es leuchtet ein, dass in dem gegenwirtigen Falle 6, eine 
negative Grésse sein muss. Um die drei dritten Wurzeln aus 


b - : 
der Grésse — 2 +o darzustellen, hat man erstens die posi- 


tive Cubikwurzel aus der positiven Grésse P zu bestimmen, und 
zweitens die Theilung des Winkels ® in drei gleiche Theile 
auszufiihren. Nun ist gegenwirtig P’ gleich der dritten Potenz 
der positiven Grosse — 2, folglich wird die positive Cubik- 
wurzel aus der positiven Grésse P gleich der positiven Quadrat- 


aie ES b : ; 
wurzel aus der positiven Grésse — —2~-- Die drei Werthe der 
v 


Grésse gm werden deshalb mit Hiilfe der nicht reellen dritten 
Wurzel der Einheit @ folgendermassen dargestellt 


y—2: cos asi es V- bs Oe tin 
3 3 ns : 3 COS Ft CRM 3 2, 
pea es eabare ips : 
3 3 vS1 3 Q. 


In § 39 ist gezeigt worden, dass die mten Wurzeln einer 
complexen Grisse 4+ Bi zu den xten Wurzeln der conju- 
girten Grisse A— Bi paarweise conjugirt sind. Demzutfolge 
hat die Grosse w die folgenden drei Werthe, welche den auf- 
gestellten Werthen der Grésse m der Reihe nach conjugirt sind 


eee y—2: “age tes 
y/ 3 (cos oi “T ), —42(cos $—isin $ | a7, 
y- 32 (cos $ ae 
3 3 tin }e. 


Auf diese Weise wird, indem man den ersten Werth der 


ersten Reihe fiir y, den ersten Werth der zweiten Reihe fiir w 
nimmt, der Forderung Geniige geleistet, dass das Product mw den 


reellen Werth — “2 haben soll; denn dieser Werth fallt hier 
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mit der gemeinsamen Norm der complexen conjugirten Gréssen 
g und w zusammen. Weil nun sowohl die Grissen m und yw, 
wie auch die Grissen me und we’, wie auch die Grissen go? 
und We einander conjugirt sind, so heben sich die imaginiren 
Theile in den drei Ausdriicken &,, & &, fort und die drei 
Wurzeln der cubischen Gleichung erweisen sich als reell. Man 


erkennt hieraus, dass die gegebene cubische Gleichung, wofern 


2 


; : b; b pn, : 
die Verbindung a7 ah ae negatiw ist, dre. reelle Wurzeln hat. 


# 
Fiir die Darstellung der drei Wurzeln ist es zweckmissig, wieder 
einen bestimmten unter den beiden zuliissigen Werthen der 
dritten Wurzel der Einheit @ in die: Rechnung einzufiihren. Es 


€ 


Sodbyt 1 Me git : 
sei wie oben 9=cos 3. + isin ag dann nehmen die zn- 


sammengehirigen Wurzeln der beiden reinen cubischen Glei- 
chungen diese Gestalt an 
oh n(?57)) 


=| Oe ve Hy itt 00s (75 
eo oa isin— 3 3 


Ve b, @ @ Vale ee on 
Ss(cos isin =o COs 3 “sin 3 ; 
V—2( cos( )—isin( 244) | 
3 3 3 


wofern der Winkel © in dem Intervall zwischen 0 und 27 ge- 
withlt ist, so fallt der Winkel ®+ 27 in das Intervall zwischen 
2a und 47, der Winkel ®+4z in das Intervall zwischen 
47 und 67. Die drei Ausdriicke §, &,, € gehen somit in die 
folgenden tiber 


arg ee. ys © 
ee ee + 2 3 COS 3 
| Pa eed a, € i b, D+2n 
Se Qo + 2 3 3 
ae LEP Ps ae fp 4n 
oo a 3 3 


Es ist aber auch gestattet, dem Winkel ® ein anderes 
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eine ganze Kreisperipherie betragendes Intervall anzuweisen; 
schreibt man zum Beispiel vor, dass der Winkel ® in dem 
Intervall von 27 bis 47 enthalten sein soll, so tritt die Aende- 
rung ein, dass das friihere &, zu dem neuen &,, das friihere 
£, zu dem neuen &, und das friihere €, zu dem neuen &, wird. 
Durch eine neue Verfiigung tiber den Winkel @ kann nur eine 
Vertauschung der Ausdriicke &,, &, §, unter einander hervor- 
gerufen werden. : ‘ 

Sowohl in dem Falle, dass die Verbindung st =F “+ positiv, 
wie auch in dem Falle, dass dieselbe negativ ist, mtissen die drei 
Wurzeln der gegebenen cubischen Gleichung unter einander ver- 
schieden sein. Denn es ist im vorigen § bewiesen worden, dass 
ein Gleichwerden von je zweien der Ausdriicke &,, &, & nur 
dann eintreten kann, wenn die betreffende Verbindung gleich 
Null wird. Weil aber aus dem am Schlusse des vorigen § an- 
gefiihrten Grunde die drei Wurzeln der cubischen Gleichung in 
allen Fallen durch die drei Ausdriicke &,, &, &, dargestellt 
werden, so wird eine vollstiindige Discussion der cubischen 
Gleichung mit reellen Coefficienten erhalten, indem wir die Be- 
schaffenheit der Ausdriicke &,, & &, noch fiir den Fall erértern, 
b2 
27 

Unter dieser Annahme hat die Grisse w nur den einen 
Werth Null, und fiir die Gréssen ~ und w entstehen die mit 
einander zusammenfallenden Gleichungen 


in welchem die Verbindung + Pe gleich Null ist. 


. 20 
Es erhalt demnach ¢ als einzigen reellen Werth die reelle 
Cubikwurzel aus der reellen Grisse — 2, welche vermiége der 
: b3 bs ; : d 
Gleichung a Se gleich der mit dem Vorzeichen der Grosse 
—b, zu versehenden Quadratwurzel aus der positiven Grosse 


Os 
Sete ist, und der zugeordnete Werth von w muss wegen der 


Gleichung y y= — <2 derselbe sein, 


Um diesen Werth der Gréssen y und w in die Ausdriicke 
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&,, &,, § einzufiihren, notiren wir denselben durch das gemein- 
same Zeichen und erinnern uns daran, dass e@ + e?=— 1 ist. 
Dann nehmen &,, &,, & die Gestalt an 


a 
'=— 3a + 29 
a 
= gt —¢ 
a, 
udae teal —®@. 


Ks findet sich somit das Resultat, dass, wenn die Verbindung 
boa O, , : A , 
a7 er gleich Null ist, die gegebene cubische Gleichung drei 
reelle Wurzeln hat, von denen zwei einander gleich sind. 

Die drei Falle, welche bei der Beurtheilung der Realitit 
der drei Wurzeln einer cubischen Gleichung, deren Coefficienten 
reell sind, zu sondern waren, unterscheiden sich auch durch die 


zur Darstellung der Wurzeln der Gleichung erforderlichen Hiilfs- 
“alll 3 2 


operationen. In dem ersten Falle, in dems + a positivist, 


muss zuerst eine Quadratwurzel aus einer gegebenen positiven 
Grosse, dann eine Cubikwurzel aus einer gegebenen positiven 
b? ye 
2 3 


Grésse gezogen werden; in dem zweiten Falle, in dem ome 


negativ, muss zuerst eine Quadratwurzel aus einer gegebenen 

positiven Grésse gezogen, dann ein gegebener Winkel in drei 

gleiche Theile getheilt werden, in dem dritten Falle, in dem 
3 2 

st +3 gleich Null ist, geniigt es, eine Quadratwurzel aus 

einer gegebenen positiven Grésse zu ziehen. 


§ 54. Ausdriicke der Wurzeln einer cubischen Gleichung 
durch Anwendung von Wurzelzeichen. Allgemeine Deutung 
der Wurzelzeichen. 


Bei Gelegenheit der Auflésung der reinen Gleichung 
w = A+ Bi ist in § 39 erwihnt, dass die » Wurzeln dieser 
Gleichung mit dem Namen der nten Wurzeln aus der complexen 
Grisse A + Bi bezeichnet werden. Es ist aber an jener Stelle 
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nicht angefiihrt, dass auch fiir die Notation dieser nten Wurzeln 
das Wurzelzcichen 

n 

VA+Bi 
gebraucht wird. In der That liegt darin ein gewisser Missstand, 
dass das Wurzelzeichen in einer doppelten Weise zur Anwendung 
kommt. Ich habe bis jetzt das Wurzelzeichen nur in dem Sinne 
angewendet, welcher in $18 und § 20 definirt ist, so dass ftir 
einen reellen positiven Werth C die eindeutig bestimmte reelle 
positive Wurzel der reinen Gleichung 


wo =C 
durch VC dargestellt wird. Die zweite Art der Anwendung, 
von der gegenwirtig zum ersten Male gesprochen wird, besteht 


darin, dass durch das Zeichen V A + Bi jede beliebige von den 


. . n . ee 
n Wurzeln der reinen Gleichung © =A+Bi ausgedriickt werden 


soll. Nach der ersten Art der Anwendung wird durch das 
n 


Wurzelzeichen VY nur eine bestimmte Grosse repriisentirt, nach 
der zweiten Art der Anwendung wird durch das Wurzelzeichen 
eine beliebige unter n bestimmten Grdssen reprisentirt. Man 


n 

sagt deshalb, dass das Wurzelzeichen V in dem ersten Falle cin 
emdeutiges, in dem zweiten Falle ein mehrdeutiges und gwar 
n-deutiges sei. Hierbei muss aber festgehalten werden, dass ein 
Zeichen, insofern es in einer Rechnung vorkommt, jedes Mal 
immer nur eme Grosse bedeuten kann, und dass, wenn ein 
Zeichen, das mehrdeutig ist, in einer Rechnung vorkommt, damit 
vorgeschrieben wird, die Rechnung mehrere Male auszufiihren, — 
und dabei jenes Zeichen nach einander durch die verschiedenen 
Gréssen zu ersetzen, welche das Zeichen vertritt. 

Dieses Sachverhiltniss richtig zu erfassen, ist fiir den An- 
fanger meistens schwierig; die an und fiir sich vorhandene 
Schwierigkeit wird aber bei der Anwendung des Wurzelzeichens 
durch die Méglichkeit der Verwechselung zwischen den beiden 
angegebenen Definitionen noch vergréssert. Eine solehe Ver- 
wechselung tritt vorzugsweise dann leicht ein, wenn es sich um 


eine reine Gleichung w =A-+ Bi handelt, in der die Grisse 
A+ Bi gleich einer reellen positiven Grosse C ist. Dasselbe 
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n 

Zeichen /C hat alsdann nach der ersten Definition nur eine 
Bedeutung, nach der zweiten Definition dagegen n verschiedene 
Bedeutungen. Dieser Unterschied liuft bei der Quadratwurzel 
darauf hinaus, dass /C vermoége der ersten Definition einen 
bestimmten postitiven Werth, vermiége der zweiten Definition 
entweder den erwiihnten positiven oder den gleichen und ent- 
gegen gesetzten Werth bedeutet. 

Unter Zugrundelegung der zweiten Definition des Wurzel- 
zeichens entstehen fiir die beiden Wurzeln der allgemeinen 
quadratischen Gleichung 


; 2 a, Ay 
+164 20 
5 ay § Qy 
nach § 28 die Ausdriicke 
exten Cais V/ 44,4, +4; 
es 2a, eb 4a? } 
oy Yr tHe tat 
— 2a, i 4a? 


Ferner nehmen die drei Wurzeln der allgemeinen cubischen 
Gleichung 
a a a 
Go oh Strobe ad 0 
a, Gsahe o 


0 0 
te rare 
nach § 52 diese Gestalt an, indem w mit V2 + om ferner 
Gi 3 3 : 
be? ; V/ bo be 
pa iss ess eons pe Rss Bee 2 ZSBe 2 
wit \ eve 2,» wit V 2 2 jak Ashlie 
ae 
zeichnet wird und Pl sein muss, 
3 3 
eh Aly Os ye bs 5, 4/52, Os 
= eae \ Seto ae 2 a7 14 
3 3 . 
2 pV Vere 3 a ae 
S. a4 Tage A pay aa all 2 a7 °° 4 
8 } 3 
i nate Ake \— ae 
See lags eV— 4 Of ea. ee 2 a7 t 4: 


Fiir die im vorigen § erérterte Annahme, dass die Coeffi- 
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cienten der cubischen Gleichung reelle Gréssen sind, enthalt 
der vorstehend mit &, bezeichnete Ausdruck die Auflisung 
der cubischen Gleichung durch die Cardanische Regel. Das 
Quadratwurzelzeichen und das Cubikwurzelzeichen sind hier- 
bei im reellen Sinne zu interpretiren. Damit dann der in 
Rede stehende Ausdruck reell sei, muss die Verbindung 


3 2 


oe 2 positiv oder gleich Null sein, was dem ersten und 


dritten Falle des vorigen § entspricht. Der Fall, in dem die 
genannte Verbindung einen negativen Werth hat, und der mit 
dem zweiten Falle des vorigen § zusammentrifft, schien anfangs 
der Cardanischen Regel zu wiederstehen, und wurde deshalb der 
casus wreducibilis genannt. Nachdem eine vollstindigere Er- 
kenntniss in die Auflésung der reinen Gleichungen gewonnen 
war, fiigte sich auch dieser Fall dem allgemeinen Gesetze. 

Zum Schlusse mégen fiir die Auflésung der cubischen 
Gleichung zwei Beispiele behandelt werden. Es sei erstens _ 

f(x) =2°— 627+ 154—13; 
dann geht durch die Substitution 
e=2+2 
die Function f(#) in die Function 
g (e)=22 +3241 

iiber, indem 6,= 3, b,=1 wird. Jetzt kommt die Gleichung 


w=, 
mithin ist w = 2 V5, und daher 
1 1 = 1 l,;= 
Se besh oe ae 
S. aes + 9 V5, te te 9 oe 


Die cubische Gleichung f(&)=0 hat demnach eine reelle 
und zwei complexe conjugirte Wurzeln, und deren Werthe sind 


SK Se eee S SRT 
—1+V5 —1 V5 
8 8 
A —1 5 en Fe 
§= 2+ (eae Ree 
3 


: Fi 1% ae ey: 
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Man habe zweitens 
f(x) = 2° + Oa? + 9a 4+ 3. 
Dureh die Substitution 
Ge — 2+ 2 
verwandelt sich f(a) in die Function 
Cie) — 2 32 4 1, 


-wobei b, = — 3, b, = 1 ist. Es findet sich nun die Gleichung 
3 3 
ve == — 4? 


so dass w = a V3 wird. Deshalb ist 
gat B35, w= —5-iV8. 
Die cubische Gleichung f(g) =0 ba qt drei von 
einander verschiedene reelle Wurzeln, welche durch Radikale 
folgendermassen dargestellt werden: 


3 
= 2+ mers V-+ a sl 


3 
if V es 1 — 


8 3 
ani V Lg 4h 8 
toh a1 shat sti 
& 2+0 9 + 3 ial 9 5° 
Um dieselben in reeller Gestalt auszudriicken, bemerken wir, dass 


ieee 
2 2, 


ist, dass also bei der in $53 gebildeten Gleichung — oa. +o= 


P(cos ®+ isin@) die Grisse P=1, der Winkel © gleich = 


: : ; DP An O 
wird. Man bekommt daher die Bestimmung oS a igcirat ni = 


Sa OD 4n 14a 


a de its ig AG und fiir die drei reellen Wurzeln der 
gegebenen cubischen Gleichung die Darstellung 
Dai 
& =—2+ 2 cos ane 
82 
Ea 2 oe 2 COS ~~ 


. 14a 
- §,= — 2 + 2008 —— 
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§ 55. Allgemeine Auflésung der Gleichung des vierten Grades 
mit einer Unbekannten. 


Wir wenden uns jetzt zu der Behandlung der Glev- 
chung des vierten Grades oder der biquadratischen Gleichung, 
welche aus (1) des $51 durch die Annahme »=—4 hervorgeht, 


niimlich 

(tyr C4 +b, 0+b,64+6,=0, 

und setzen € gleich einem Aggregat von drei Gréssen 
(2) C=pt+q+r. 


Das Ergebniss der Einfiihrung dieses Ausdruckes in die 
Gleichung (1) lisst sich in einer dem vorliegenden Zwecke an- 
gemessenen Weise ordnen, wenn man fiir die folgenden symme- 
trischen Verbindungen der Gréssen p, g, 7 und der Groéssen 
p?, v, vr besondere Zeichen anwendet 


(3) DP TAGS Toes, 
| patpr+qr=s, 

Pq’ =Ss; 

(4) pP+gtr=4«, 


pg? +p ir? rr =u, 
Bad une) Be 
Die Erhebung von p+q+y auf das Quadrat giebt 
ie C= pr +g +r? + 2pqt+ 2pr+ 2qr, 
s is 
Cu, +2s,. 
Hieraus fogt 
C=ui+4u,s, +482. 
Man hat aber 
F SH=VPVr+tr+gqr+2pqr(pt+qtr), 
oder 


SPs 425, 5,, 
und deshalb ‘ oe 


ue 


Cui + 4u,s, +4u, +85, 5,. 
Demnach verwandelt sich, die Gleichung (1) in die folgende 
(5) ui t4u,s,+4u, +8s,s, +b, (u, + 2s,)+ 6,5,+6,=0. 
Dieselbe kann in der Weise erfiillt werden, dass erstens 
das Ageregat der Glieder, welche in s, multiplicirt sind, zweitens 
das Aggregat der Glieder, welche in s, multiplicirt sind, und 
drittens das Aggregat der noch tibrigen Glieder zum Ver- 
schwinden gebracht wird. So erhiilt man die drei Gleichungen 
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(6) 85,+6,=0, 4u,+2b,=0, uw? + 4u, +b,u,+b,=0, 
durch welche sich die Verbindungen w,, w,, s, folgendermassen 
bestimmen : 


U,= p+ Qtr = 
(7) = peg? + per? t gira 18 — be 
16 4 

b 

Ss YT —_— — _ 3 

3 PY g 


Hierzu kommt durch Quadriren der letzten Gleichung die 


Bestimmung 
2 


PS Py ct 2 

(8) UP A aaah 

Vermége des Umstandes, dass die drei symmetrischen Ver- 
bindungen w,, u,, wu, der drei Grissen p?, g?, r? durch die Coef- 
ficienten der Gleichung (1) ausgedriickt vorliegen, lisst sich 
jetzt nach dem auch fiir die Auflésung der cubischen Gleichung 
benutzten Satze des § 46 diejenige Function des dritten Grades 
einer Variable u aufstellen, die, gleich Null gesetzt, die Grissen 
p’, g, r? als thre drei Wurzeln liefert. Es ist dies die Function 
(9) we eat + (TE Su bs 

2 16 4 64 

Demnach hingt die Bestimmung der drei Gréssen p’, q’, 7? 
von der <Auflésung der zugeordneten cubischen Gleichung ab. 
Durch das vorhin entwickelte Verfahren werden die drei Wurzeln 
91, No» N, Aieser cubischen Gleichung vermittelst der successiven 
Auflésung von reinen Gleichungen des zweiten und dritten Grades 
dargestellt, und man hat p? gleich der einen, g® gleich einer 
zweiten, r? gleich der dritten Wurzel zu nehmen. Es sei 
(10) p=, (== 1,, r=, 
dann ist zu der Determination von p, q, 7 selbst nur noch die 
Auflisung der reinen quadratischen Gleichungen 
(11) OT Oy 8, = We 
zu bewirken. Hierbei ergeben sich fiir die erste Gleichung zwei 
Werthe, die mit ©, und — O, bezeichnet werden kénnen und 
auf gleiche Art fiir die zweite Gleichung zwei Werthe ©, und 
— @,, fiir die dritte Gleichung zwei Werthe ©, und —@O,. Weil 


nun fiir das Product pqr durch die letzte Gleichung (7) der 
14 


Lipschitz, Analysis. 
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b ; ; ; L 
Werth — ap vorgeschrieben ist, so kann man von den Je zwel 


Werthen, die sowohl fiir p, wie auch fiir q, wie auch fiir 7 zu- 
lissig sind, bei der ersten Grosse p und bei der zweiten Grosse 
q eine beliebige Wahl treffen, erhilt aber den Werth der dritten 


Grésse v durch die Gleichung p qr=— 3, wofern 6, nicht 


gleich Null ist und in Folge dessen weder p noch a noch r 
eleich Null sein kann. 

Von der Grésse b, darf hier ohne Verletzung der All- 
gemeinheit angenommen werden, dass dieselbe von Null ver- 
schieden sei; wenn niimlich 6,0 ist, so geht die Gleichung 
(1) in eine quadratische Gleichung fiir © iiber, und die Lésung 
folgt aus dem bisher Mitgetheilten. Es mége nun ©, und 0, 
beliebig gewahlt, und der Werth ©,, dessen Vorzeichen verfiigbar 
ist, So angenommen sein, dass die drei Werthe ©,, 0,, ©, die 
Bedingung 

b 


(12) 0, 0,0, = 


erfiillen, dann lassen sich die zusammengehirigen Werthe von 
Pp, % 7, deren Product unverindert den Werth ©, ©, ©, haben 
muss, nach dem so eben Gesagten auf die folgenden vier Arten 
determiniren 


pHt+G@, q=+0,, r=4+ @, 


(13) p=—9,, q=— 9,, r=— @, 
pre; q=+ O,, ee EF 
p= 6), gS Yoo r]+) 05 


Hierdurch liefert die Gleichung (=p + q +r fiir die Wurzeln 
der aufzulisenden Gleichung (1) die folgenden vier Ausdriicke 
'C,=+6,4+0,4+ 0, 
C= i Gh io 
C£.=—9,+9,4+ 96, 
¢, =—6,—90,+ 9,. 
Man erkennt zugleich, dass, wofern die drei Wurzeln 
Vy» Nx, Hy Aer aufgestellten cubischen Gleichung auf irgend eine 
Art unter ecinander vertauscht werden, was auf 6 verschiedene 
Arten méglich ist, hieraus eine entsprechende Vertauschung der 


(14) 
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_ drei Werthe ©,, ©,, ©, hervorgeht, dass bei jeder dieser 
Vertauschungen C, ungedndert bleibt, dagegen ¢,, ¢,, C, unter 
sich die Bedeutung wechseln, und dass deshalb dieses Ver- 
fahren keinen neuen Ausdruck einer Wurzel zu den vier ge- 
fundenen hinzufiigt. 

Aehnlich wie bei der cubischen Gleichung ist hier die Be- 
merkung hinzuzufiigen, dass die Ausdriicke C,, ¢,, ¢,, C, auch 
bei der Annahme 6,0 anwendbar bleiben. Durch diese An- 
nahme verschwindet das Product ©2626? und deshalb einer 
seiner Factoren. Wenn etwa 0;=0 ist, so verschwindet + 0, 
und —@,, und es wird iiberfliissig und unméglich durch die 


Gleichung 0, 0, 0,——"s zwischen den Werthen + ©, und 


— @, eine Entscheidung zu treffen. 
Die Werthe von x, welche die allgemeine Function des vierten 
Grades 


1 a a a a 
— f (x) == at + at 4+ Po? + 2 ot — 
Ob, a, a, Ay a, 
zum Verschwinden bringen, werden aus den gefundenen Aus- 
driicken abgeleitet, nachdem diese Function durch die Sub- 
stitution 
ay 


L=2— 
44, 


in die Function 
9 (2) == 29-03 2? beers b, 


transformirt ist. Die Coefficienten 6,, 6,, >, bekofhmen nach 
den Gleichungen (5) des § 50 die Ausdriicke 


eae EE es a, 
= 8a? Qy 
ae a,a a 
15 ides oa ee Pay ries 
Soa bs 8 a2 2a? a, 
kee 3.5 fr a: a, oll 4, Te 
s 256 as 16 aj 4a‘ ay 


Demnach haben die vier Wurzeln der Gleichung f(§)=0 
diese Ausdriicke 
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(16) SO, EO, O, 
a, 

c= 4a, +O, Pieler 

= — 4a AO 0, 

# edly hate othe seal ig) 

34 4a T 2 a2 


welche sich aus den Coefficienten der gegebenen Gleichung und 
den drei Wurzeln von reinen quadratischen Gleichungen 
O,, 9,, 9, rational zusammensetzen; die Grossen Of = 9,, 
6?=y7,, O2=7, sind die Wurzeln einer cubischen Gleichung, 
deren Coefficienten rationale Verbindungen aus den Coef- 
ficienten der gegebenen biquadratischen Gleichung / (§) =0 
sind, und lassen sich in der angegebenen Weise darstellen. 

Die biquadratische Gleichung kann ausser diesen vier 
Ausdriicken keine andere Wurzel haben, wofern diese vier Aus- 
driicke von einander verschieden sind. 

Damit dies festgestellt werde, betrachten wir, wie dies bei 
der cubischen Gleichung geschehen ist, das Product der scémmt- 
lichen aus den Ausdriicken &,, &, §, §, eu bildenden Differenzen 
E,— §s, bei denen der Zeiger a kleiner ist als der Zeiger 8, so 
dass von den beiden aus denselben Elementen entstandenen 


Differenzen care se und &;—&, immer nur die eine auttritt. 


Aus den Gleichungen (16) folgen die Gleichungen 


E,—-§,=20,+26,,&,—é,=20,+20,,& —&,=20, + 20, 
(17) &—&,=—20,—20,,§,—§=20,—20, 
E,—£,=20, —26,. 


Daher erhilt das in Rede stehende Product IT (¢,, — §,) die 
Darstellung 
(18) (E,, —&,) = 2° (6? — 63) (03— 63) (2— 03). 

Wir werden dadurch auf die merkwiirdige Erscheinung hin- 
gewiesen, dass das betreffende Differenzenproduct gleich dem 
Product aus der Zahl 2° in das Differenzenproduct der drei 
Wurzeln OF, ©3, GO; derjenigen cubischen Gleichung ist, durch 
deren Auflésung die Darstellung der Ausdriicke Sos RS 
gewonnen ist, und die durch das Nullsetzen der obigen Func- 
tion (9) entsteht. Das Differenzenproduct der Wurzeln einer 
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cubischen Gleichung ist aber nach der Formel (4) des § 52 
gleich dem Product des Zahlenfactors +33 7 in die Differenz 
g?— wy? der beiden Wurzeln von derjenigen quadratischen 
Gleichung, von der die Lisung der cubischen Gleichung ab- 
hangt. Die Differenz der beiden Wurzeln der betreffenden qua- 
dratischen Gleichung ist endlich gleich dem doppelten Werthe 
der Quadratwurzel aus einer rationalen Verbindung der Coef- 
ficienten dieser quadratischen Gleichung. Also wird das aus 
den vier Ausdriicken &,, &,, &, € gebildete Differenzenproduct 
IT(5,— §) gleich dem Product aus dem Zahlenfactor 2°, dem 
Zahlenfactor +3/3%, dem Zahlenfactor 2 und der Quadrat- 
wurzel aus der zuletzt bezeichneten Verbindung, die durch eine 
Reihenfolge von rationalen Operationen aus den Coefficienten 


der Function af (~) abzuleiten ist. Diese Verbindung. erhilt 


fiir beliebige Werthe dieser Coefficienten einen von Null ver- 
schiedenen Werth, und deshalb sind die gefundenen Ausdriicke 
E, &, &, §, sobald die genannte Verbindung nicht verschwindet, 
von einander verschieden. Diese vier Ausdriicke repriésentiren 
also, wofern die in Rede stehende Verbindung nicht gleich Null 
ist, die vier von einander verschiedenen Wurzeln der biquadra- 
tischen Gleichung f (§)=0, und vermitteln daher nach dem Satze 
(2) und der Gleichung (14) des § 43 die Zerlegung der Function 


tay (x) in vier Factoren des ersten Grades 
ay 


ee ee ge erty ee 
(19) a ors a ie , ny 


=3 (2 =) (x = 53) ce 5) (@ Eat ANE 
Auch hier findet eine Bemerkung ihren Platz, die in ahnlicher 
Weise fiir die Function des dritten Grades gemacht worden ist. 
Aus (19) folgen die Gleichungen 


a < 

1 => & 
a, au 
A, __ = 
7g, Fes p 508s 
A 


a ee ae 
Te Se aie y 58 Sy 


“era 5, §3 5, 
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unter derjenigen Voraussetzung, unter der die Zerlegung ab- 
geleitet worden ist, dass nimlich die characterisirte Verbindung 


ek { 1 
der Coefficienten der Function at): deren von Null ver- 


9) 


schiedener Werth die Verschiedenheit der vier Ausdriicke 
&, &, &,, &, zur Folge hat, nicht gleich Null sei. Weil aber 
die Gleichungen (20) auch dann giiltig bleiben, wenn jene Ver- 
bindung den Werth Null annimmt, so besitzt die in (19) aus- 
gedriickte Zerlegung der Function =f) und die zugehérige 


0 


Darstellung der vier Wurzeln &,, &, &, €, eine unbedingte 
Giiltigkeit. 


§ 56. Discussion der Beschaffenheit der Wurzeln bei einer 
biquadratischen Gleichung, deren Coefficienten reell sind. 


Sobald die Coefficienten der Function des vierten Grades 
_-f (x) reelle Grossen sind, so kann die zugeordnete Gleichung 


des vierten Grades f(§)=0 vermége § 47 nur entweder vier 
reelle Wurzeln, oder zweiz reelle und eim Paar von complexen 
conjugirten Wurzeln, oder zwei Puare von complexen conjugirten 
Wurzeln haben. Die reelle Beschaffenheit. der Coefficienten 
a f(a) zieht die reelle Beschaffenheit der Coefficienten der 


0 


rr! : 1 § : 
Function rat (z), in welche rs f (x) transformirt worden ist, nach 
0 


0 
sich, und die Criterien dafiir, ob die Wurzeln einer gegebenen 
biquadratischen Gleichung mit reellen Coefficienten in die erste, 
zweite oder dritte Kategorie gehdren, sind von der cubischen 
Gleichung zu entnehmen, deren Wurzeln im vorigen § mit 7,, 
Ho, Ys, bezeichnet worden sind, und die aus dem Nudllsetzen der 


Function 
2 
wt Bute (ey bs 


1g 64 
hervorgeht. Da die Grésse 6,\gegenwiirtig reell angenommen ist, 
: ‘ b? 
so kann das von wu freie Glied — rv niemals einen positiven 
Werth haben, und muss, wenn wir in Uebereinstimmung mit 
einer im vorigen § gemachten Bemerkung von jetzt ab den 
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Werth 6, =O ausschliessen, negativ sein. Das Glied — oe 
ist stets gleich dem negativ genommenen Product der drei 
Wurzeln 7,, 7,, 7, der vorliegenden cubischen Gleichung. Wenn 
daher diese Gleichung drei reelle Wurzeln hat, so miissen die- 
selben, um ein Product von positivem Vorzeichen zu liefern, 
entweder alle drei positiv sem, oder ewei derselben negativ, und 
emme positiv; wenn jene Gleichung dagegen eine reelle und zwei 
complexe conjugirte Wurzeln hat, so muss die reelle Wurzel zu- 
gleich posit sein; denn das Product der beiden complexen 
conjugirten Wurzeln ist gleich der gemeinsamen Norm derselben 
und deshalb stets positiv, und bei einer negativen reellen Wurzel 
wiirde das Product der drei Wurzeln negativ ausfallen, was mit 
der geltenden Voraussetzung im Widerspruche steht. Aus diesen 
Griinden hat die betreffende cubische Gleichung stets wenigstens 
eine reelle und positive Wurzel; nennen wir diese n,, so ist 0, 
immer eine reelle Grésse. Die gesuchte Entscheidung ergiebt 
sich nun folgendermassen: 

Wenn ,, {x N, sdmmtlich posit sind, so werden O,, O,, 
O, sémmtlich reell, und die vier Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung &,, &, §, §, alle reell. 

Wenn 7, positiv ist, dagegen n, und yn, negativ und von 
einander verschieden sind, so werden @, und ©, rein imagmdar 
und nothwendig von einander verschieden, folgltich die vier Wurzeln 
der biquadratischen Gleichung complex, und zwar wird nach der 
eingefiihrten Bezeichnung §, mit & conjugirt, und § mit &, 
conjugurt. 

Wenn 7, positiv ist, n, und y, negativ und emander gleich 
sind, so kommt ein Paar von complexen conjugirten, und em Paar 
von emander gleichen reellen Wurzeln. 

Wenn », positiv ist, 7, und n, complex und conjugirt sind, 
so kinnen @, und ©, so gewdhlt werden, dass sie einander eben- 
falls conjugirt sind, und damit ist das Vorzeichen der reellen 
Grosse ©, bestimmt. Dann werden in der eingefiihrten Bezeich- 
nung &, und & reelle, dagegen &, und &, complexe und conju- 
girte Grossen, so dass die biquadratische Gleichung ewei reelle 
und ewei complexe conjugirte Wurzeln erhiilt. 

Ausserdem erlaubt die Gleichung (18) des vorigen § die Fol- 
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gerung, dass die Wurzeln der biquadratischen Gleichung &,, &,, 
£,, €, unter einander verschieden sind oder zwei einander gleiche 
enthalten, je nachdem die drei Wurzeln der zugehorigen cubischen 
Gleichung 7,, 7,, 7, unter einander verschieden sind, oder zwei 
einander gleiche enthalten. 


§ 57. Verbindungen der Wurzeln einer Gleichung des zweiten, 
dritten und vierten Grades, die eine bestimmte Beziehung 
zu der Auflésung der betreffenden Gleichung haben. Anzahl 
der Werthe dieser Verbindungen bei vollstandiger Ver- 
tauschung der Wurzeln unter einander. 


Nachdem die allgemeine Auflésung der Gleichungen des 
zweiten, dritten und vierten Grades in der Weise entwickelt 
worden - ist, dass die Wurzeln der betreffenden Gleichung mit 
Hiilfe der Wurzeln von reinen Gleichungen dargestellt sind, ge- 
wihrt es ein Interesse, nach einander die Wurzeln der Glei- 
chungen des zweiten, dritten und vierten Grades als gegeben 
zu betrachten, und durch die gegebenen Wurzeln die bei der 
Auflésung der zugehérigen Gleichung eingefiihrten Hiilfsgréssen 
auszudriicken. 

Die allgemeine Auflésung der quadratischen Gleichung ist 
in den Gleichungen (6) des § 28 enthalten 


& ers ie + 
(1) ‘ 
é ag) Sen eee 
= 2a, , 


wo « die Wurzel emer reinen quadratischen Gleichung bedeutet. 
Vermittelst der Addition und der Subtraction dieser Gleichungen 


werden a und w dureh §, und &, folgendermassen aus- 
gedriickt 

a, a 
(2) \ Cieaaiae i 


Die erste dieser Gleichungen enthilt den schon bekannten 
Satz, dass die Swmme der beiden Wurzeln, die erste der in § 46 
auftretenden symmetrischen Verbindungen, gleich dem negatiy 
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genommenen Coefficienten ts ist. Die zweite Gleichung lehrt, 


dass der doppelte Werth der Grésse gleich der Differene der 
beiden Wurzeln &,—&, ist. “Nun sind die gegebenen Wurzeln 
einer Gleichung immer als unter einander gleichberechtigte 
Gréssen aufzufassen. Man darf daher in den Gleichungen (1) 
mit den Wurzeln &, und &, die einzige Vertauschung vornehmen, 
deren zwei Gréssen fahig sind, und &, mit &, verwechseln. 


1 


: es : : a 
Diese Verwechselung dussert sich bei der Darstellung von - 
X 


und w in (2) auf die Weise, dass die Summe &,+&, als sym- 
metrische Verbindung ungeindert bleibt, dass dagegen die Diffe- 
renz, &—&, sich in die Differenz —£,+ &,, das heisst in 
den mit der negativen Einheit multiplicirten friiheren Werth 
verwandelt. Wenn bei einer aus einer gegebenen Anzahl von 
.Elementen gebildeten Verbindung, die wir uns als ee rationale 
ganze Verbindung der Elemente denken wollen, alle méglichen 
Vertauschungen der Elemente vorgenommen werden, und wenn 
die Anzahl der von einander verschiedenen Werthe, welche die 
Verbindung hierbei annehmen kann, mit m bezeichnet wird, so 
heisst diese Verbindung eime m-werthige Verbindung. Nach 
dieser Definition wird jede symmetrische Verbindung der Ele- 
mente auch eine einwerthige Verbindung der Elemente genannt. 
Die Differenz &, —&, ist aber eine zweiwerthige Verbindung, bei 
welcher der eine Werth durch Multiplication mit der negativen 
Einheit in den anderen Werth iibergeht. Durch diese zwer- 
werthige Verbindung €,—&, wird in (2) die Grosse 2 dar- 
gestellt. 

Das Quadrat der Verbindung §,— &, kann nur einwerthig 
sein, da die positive wie die negative Einheit, auf das Quadrat 
erhoben, gleich der positiven Einheit ist. Bildet man daher die 
Gleichung 
(3) 40% (E,—£,)’, 
so folgt aus derselben, dass 4 w® gleich einer einwerthigen oder 
symmetrischen Verbindung der Gréssen €, und §, sein muss. Es 
ist aber w die Wurzel einer reinen quadratischen Gleichung, und 
zwar hat w? nach {7) des § 28 die Bestimmung 
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—4a,a,+a? 
a 
Folglich ist die symmetrische Verbindung (§,— &,)* gleich dem 
vorstehenden rationalen ganzen Ausdrucke der Coefficienten der 
betreffenden quadratischen Gleichung 
(a) (E,—& =O 

Die allgemeine Auflésung der cubischen Gleichung wird 
durch die Gleichungen (21) des § 51 dargestellt, in denen @ eine 
nicht reelle dritte Wurzel der Einheit, p eine dritte Wurzel 
aus einer gewissen Gréssenverbindung, w ebenfalls eine dritte 
Wurzel aus einer gewissen Gréssenverbindung bedeutet, ferner 


OF 
405= 


wy mit m durch die Gleichung gy y= — Ss verbunden ist, 
a, 
sf eee cy Musee 4 
5 ite cea tae 
(5) bj 7 
j= faites + @oQ* +We 


Sobald diese drei da a zu einander addirt werden, 
so verschwindet sowohl der Factor von @ wie von w wegen 
der Gleichung 0? +o0+1=0. Wenn die erste mit 1, die 
zweite mit e*, die dritte mit @ multiplicirt und hierauf die Ad- 
a, 
3d, 
aus der angegebenen Ursache gleich Null, der Factor von w, 
da 1+ 0? + 0‘ =1+ 0+ 0? ist, ebenfalls gleich Null, und der 
Factor von @ gleich der Zahl 3. Wenn die erste Gleichung 
mit 1, die zweite mit @, die dritte mit e® multiplicirt und dann 
die Addition ausgefiihrt wird, so verschwinden der Factor von 


dition vorgenommen wird, so wird der Factor von — 


oe und von , wihrend der Factor von w den Werth 3 


erhalt. Man findet somit die drei Bestimmungen 


a ts 
os aes a a4 gs oY 


(6) Ks 
] 895.4 0S. + Os. 
3y= Ne ‘Meo 
von denen die erste die von friiher her bekannte Eigenschaft 
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der symmetrischen Verbindung —,+&,+&, ausspricht. Wir 
denken uns jetzt die 3 Gréssen &,, &, &, auf alle Arten unter 
einander vertauscht, und untersuchen die Verwandlungen, welche 
dadurch bei der Verbindung &, + 9? &,+9&, hervorgerufen 
werden. Um einem Missverstindniss vorzubeugen, erinnere ich 
hierbei daran, dass zwar fiir @ jede der beiden nicht rellen 
dvitten Wurzeln der Einheit genommen werden darf, dass aber, 
nachdem eine bestimmte gewihlt ist, wahrend des Ganges der 
Betrachtung diese eine nothwendig beibehalten werden muss. 
Man kann die sechs méglichen Permutationen von drei 

Elementen in der folgenden Weise hervorbringen. Es seien die 
drei Elemente etwa auf drei in einem Kreise liegende Plitze 
vertheilt, und man nehme mit denselben eine Permutation vor, 
bei der jedes Element an die Stelle des nichstfolgenden, das letzte 
an die Stelle des ersten riickt; eine solche Permutation heisst 
eine cyclische Permutation. Durch eine nochmalige Wiederho- 
Jung dieser Permutation wird eine neue Anordnung erhalten; 
wendet man aber die Permutation ein drittes Mal an, so kehrt 
die urspriingliche Anordnung wieder. Durch cyclische Permuta- 
tion derselben Anordnung von drei Elementen werden also drei 
verschiedene Anordnungen und nur diese erzeugt. So entstehen 
aus der Anordnung &,, &, § nur die folgenden 

G1, Sa) §s 

§,, Ss) §4 

Es, Si, §2- 


Nimmt man jetzt mit der ersten Anordnung eine Aende- 
rung vor, welche nicht diesem Cyclus angehort, wahlt also zum 
Beispiel die Permutation &, &,, §, und wendet auf diese die 
cyclische Permutation an, so erhalt man die drei Anordnungen 
eines zweiten Cyclus, welche von den drei Anordnungen des 
ersten Cyclus verschieden sind, und deshalb mit jenen zusam- 
mengenommen die 6 vorhandenen Permutationen erschépfen. 
| Nach dieser Methode migen die drei Elemente &,, &,, &, 
in der Verbindung &,+ 0? + @&, permutirt werden. Durch 
cyclische Permutation kommen die Ausdriicke 

§,+ 0° &+ 06, 
&+ 0° § + 08, 
§, + 9° 5, + 06,. 
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Durch Vertauschung der Elemente &, und &, und eine hierauf 
erfolgende cyclische Permutation ergeben sich die ferneren Aus- 
driicke i 

f+ 0° 5+ 08. - 

Se" eee ess 

E,+ 0? &+ 08). 

Diese sechs Ausdriicke sind sammtlich von einander ver- 
schieden, und daher ist die Verbindung §, +0? &,+ @&, cme 
sechswerthige. Allein zwischen den drei Ausdriicken des ersten 
Cyclus findet ein merkwiirdiger Zusammenhang statt, und das 
gleiche gilt von den drei Ausdriicken des zweiten Cyclus. Die 
nicht reellen dritten Wurzeln der Einheit haben vermége ihrer 
Definitionsgleichung 9?= 1 die Eigenschaft, dass in der Reihe 
der Potenzen 

1, @, 0”, 0°, 0%, 0", - 
das vierte Glied dem ersten gleich ist, und dass von da ab 
sich die Glieder regelmissig wiederholen. Aus dieser Ursache 
konnen die drei Ausdriicke des ersten Cyclus so dargestellt 
werden 
§,+ 9° § + 0, 
o(&,+ @? & + 0&,) 
e° (5, +0? & + @&), 
und die Ausdriicke des zweiten Cyclus, wie folgt, 
f+ 08 + eS, 
e* (&, + eS, + @*§5) 
e(§, + eS, + 9° §,). 

Die Ausdriicke, welche aus der Verbindung &,+0§,+ 0? & 
durch cyclische Vertauschung der Elemente &,, &,, & hervor- 
gehen, werden also auch dadurch erhalten, dass man die Ver- 
bindung bezichungsweise mit den drei dritten Wurzeln der Einheit 

1, 0, @° 
multiplicirt. Durch die Vertauschung der Elemente & und &, 
geht die urspriingliche Verbindung &, + 0?&,+ @&,, die in (6) 
den Werth 3 ausdriickt, in diejenige Verbindung iiber, welche 
in (6) den Werth yon 3y darstellt, und die Anwendung der 
cyclischen Permutation auf diese letztere Verbindung hat aber- 
mals dieselbe Wirkung, wie eine Multiplication mit den drei 
dritten. Wurzeln der Einheit. Es fallen daher die sechs durch 
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alle miglichen Vertauschungen der Elemente £,,&,, &, aus der 
Verbindung €,+ 0? & +0, abzuleitenden Ausdriicke mit den- 
jenigen Ausdriicken zusammen, durch welche nach (6) respective 
die sechs Gréssen | 

39, 8e9, 30°p; 3, 30°W, 3eW 
dargestellt werden. Jetzt lisst sich der Schluss ziehen, dass 
der Cubus : 
(7) (§, + 07 + @&)°; 
bei allen méglichen Vertauschungen der Elemente &,, &,, &, nur 
zwei von eimander verschiedene Werthe annehmen kann. Durch 
eine cyclische Permutation der Elemente bleibt der Cubus unge- 
aindert, da zu der Basis nur eine dritte Wurzel der Einheit als 
Factor hinzutritt, und jede dritte Wurzel der Einheit durch die 
Erhebung auf den Cubus zur positiven Einheit wird. Durch 
die Vertauschung von & mit € geht dieser Cubus in den Cubus 
(8) (E, + ef, + 0°&,)" 
tiber, welcher bei einer cyclischen Permutation sich ebenfalls 
nicht andert. Offenbar wird durch (7) die Grosse 27 g*, durch 
(8) die Grisse 27w? ausgedriickt. 

Die Bestimmung der Gréssen g? und w* erfolgt in § 51 
durch die Auflésung einer quadratischen Gleichung, welche man 
aufstellen kann, wei] bekannt ist, dass die Summe g* + w* 
gleich der Grésse —0,, und dass.das Product gw, wie schon 
in dem gegenwiartigen § erwihnt worden, gleich der Grésse 


bs oa We 
‘Sia sein muss. Nun liefert das Aggregat 


(9) (&, + eS + 08) + (6, + oS, + 0°55)" 

eine Darstellung der Summe 27g*+ 27w°——27b,, und das 
Product . 

(10) (6. + 76 + @&) (§, + ed +0783) _ 

eine Darstellung des Products Ip y= — 3b,. Die Verbindungen 


(9) und (10) der Elemente &,,&,,&, erweisen sich aber als em- 
werthig oder symmetrisch. Denn in (9) bleibt bei einer cyclischen 
Permutation jeder Cubus ungeiindert, und geht bei einer nicht 
cyclischen Permutation der eine Cubus wechselsweise in den 
anderen itiber. In (10) bewirkt eine cyclische Permutation, dass 
zu jedem der beiden Factoren eine dritte Wurzel der Einheit 
als Factor hinzukommt, jedoch so, dass das Product der beiden 
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dritten Wurzeln der Einheit immer gleich der positiven Einheit 
ist; eine nicht cyclische Permutation, wie die Permutation von 
& mit &, bewirkt dagegen eine gegenseitige Verwandlung des 
einen Factors in den andern. Indem die Gréssen 0, und b, 
nach (20) des § 51 durch die Coefficienten der zugehérigen all- 
gemeinen cubischen Gleichung ausgedriickt werden, erhalten die 
symmetrischen Verbindungen (9) und (10) die in Bezug auf die 
Coefficienten der Gleichung rationalen ganzen Ausdriicke 

2a° =9a,a, 27a, 


OLDE he. kat eS, \i: (Suckae Bagh Oe al aie 
a’ as a, 
ay 3a, 


(12) (+e? +e) Siteh+e°s,) = Ur— 7 


Wir betrachten jetzt die allgemeine Auflésung der biqua- 


dratiscken Gleichung. Die vier Wurzeln &,, §,, §,, &, werden 
durch die Gleichungen (16) des § 55 ausgedriickt, nimlich 


‘ a 
ene L ae Oi AG 
a, 
Sees + 0,—9,— QO, 
(13) . 
a 
Stieaeasem ns a 
SEP VES GTS 
4 4a, 1 2 3) 
wo @,, 9,, O, Quadratwurzeln aus bestimmten Gréssenver- 
bindungen sind, welche der Bedingung 6,, 0,, 0, = — 


gentigen. Um diese 4 Gleichungen nach den Unbekannten 
a a Sens . ° 

=e) ©,, @,, O, aufzuldsen, multipliciren wir dieselben der 
0 


Reibe nach mit passend gewiihlten Factoren, und addiren sie 
hierauf. Die Factoren sind 

erstens + 1,°+ 1, +1, +1, 

zweitens + 1, +1, —1, —1, 

drittens + 1, —1, +1, —1, 

- viertens + 1, —1, —1, +1. 
Dadurch entstehen die folgenden Resultate, von denen das 
erste wieder bekannt ist, 


. 
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a cS “ ; 
bi ovinnnoe 
0 
(14) 40 = 6, MS oe ee, 
CS amisieta cn a 


ay 
| rye 
40,=6, ats tes ang 
Die Anzah! der siimmtlichen Permutationen, welche mit 
den vier Elementen &,, &,, &,, &, gebildet werden kénnen, betrigt 
nach der in § 46 angegebenen Regel vier und zwanzig. Die Ver- 
bindung §, + &,—&,—8&, bleibt aber ungeindert, wenn die 
beiden ersten Elemente verwechselt werden und wenn die beiden 
letzten Elemente verwechselt werden; dadurch fallen immer die 
Wirkungen von vier Permutationen zusammen und diese Ver- 
bindung nimmt nur sechs von einander verschiedene Werthe an. 
Vier Elemente lassen sich auf dreierlei Art in zwei Paare 
abtheilen, und bei jeder von diesen Theilungen ist eine Vertau- 
schung des einen Paares mit dem anderen méglich. Setzt man’ 
fest, dass bei den Elementen &,, &,, &,,&, die Elemente des 
einen Paares mit dem positiven Zeichen, die Elemente des an- 
deren Paares mit dem negativen Zeichen versehen und alle vier 
addirt werden, so entstehen die sechs verschiedenen Ausdriicke 
é) cuisaes oy 7G. Guarisut ei ee Su tai Se Soe oe), 
—& —§,+6&,4 §,, mare tot Seamed, ght vg es, tiGerhS ot 
in welche die Verbindung §,+&,—é&,—&, tiberzugehen im 
Stande ist. Jeder in der zweiten Zeile befindliche Ausdruck wird 
aus dem dariiber stehenden durch Multiplication mit der nega- 
tiven Einheit hervorgebracht, und nach Massgabe der Gleichun- 
gen (14) dienen die sechs vorstehenden Ausdriicke beziehungs- 
weise zu der Darstellung der sechs Gréssen 
4@., . 40,,)) 140, 
—460,, —40,, —40,. 
Da bei der Erhebung auf das Quadrat die negative Ein- 
heit zu der positiven Einheit wird, so ist das Quadrat 
(15) (oncies atsieat Sa) 
eine dreiwerthige Verbindung der Elemente &,, §,, €,, &,. Vermige 
dieser Verbindung und ihrer unter einander differenten Permu- 
tationen werden die Grissen 166?, 1603, 160% dargestellt. 
Nun riihrt die Bestimmung der Grissen 0?, 03, OF von 
den Gleichungen (7) des § 55 her; denn dieselben liefern die 
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Coefficienten derjenigen cubischen Gleichung, deren Wurzeln die 
Gréssen p?=7,, @=7,, 7? =n, sind, wahrend andererseits 
O=7n,, O2=7,, OZ =7, genommen ist. Es bestehen dem- 
nach fiir O,, O,, O, die Gleichungen 


b 
OR OF A Osa 
2 2 2 2 2 2% — b; b, 
(16) OR Oi OF Ot EO Oa aa 
b 
GO iG a 


Die linken Seiten dieser Gleichungen werden durch die Elemente 
&, &, &,, €, folgendermassen ausgedriickt 
 - 16 (62 + 2 + O2)=(, + &,—§,—£,)* + (ES. + 8.) 
f oar (ee Go Gea as 
256 (07 ©; + O; OF + ©; O3)=(E, +§,—§ — §,)* (E, — + §s—$)" 
a +(,+8,- 8, —-£)(E—8,— 85 + 8)" 
c 
S) 


, ) (61-5 
64 OF @, 0,=(§, Te —-E - 6 | (E,—&5 + eo) [oe eee +e. 


Bei den hier erscheinenden Verbindungen der Klemente 
&, &., &, €, tritt abermals die Eigenschaft hervor, eonwerthig zu 
sein. Die rechte Seite der ersten Gleichung ist die Swmme der 
drei verschiedenen Werthe des Ausdruckes (&, + &,—&,—&,)°, 
die rechte Seite der zweiten Gleichung die Summe aus den Pro- 
ducten von je zwei Werthen des Ausdruckes. (€, + &—&,— §,)*; 
hier sind nur diejenigen Permutationen von Bedeutung, durch 
welche die vorkommenden Quadrate eine Aenderung erfahren, 
und zwar wird, indem man fiir die Zeiger 1, 2, 3, 4 successive 
die Zeiger 1,3, 4,2 und die Zeiger 1, 4, 2, 3 einsetzt, 
ict Ge eb yey in 6 Soro, ep dann in gob, 8; 
sf, a Cy + S = in oy ee eA dann in ef co Dae =e, 
a oh =. C ot in ey ec 3) ad oye Sa dann in S see 7 ee ve oe 
verwandelt, so dass jene beiden Summen ungeindert bleiben 
miissen. Die rechte Seite der letzten Gleichung behilt fiir die 
so eben bezeichneten Permutationen ihren Werth, indem yon 
den drei Factoren jeder in den niichstfolgenden und der letzte 
in den ersten tibergeht. Die Permutationen aber, bei welchen 
die auftretenden Quadrate ungeiindert bleiben, tiben auf das 
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Product deshalb keinen Einfluss, weil vermége derselben von 
‘den drei Factoren immer zwei zugleich in den entgegengesetzten 
Werth iibergehen, wihrend der dritte Factor sich nicht andert. 
Die aus den Elementen &,, &,, &,, &, gebildeten in Rede stehen- 
den symmetrischen Verbindungen kinnen als rationale ganze 
Ausdriicke der Coefficienten der betreffenden biquadratischen 
Gleichung dargestellt werden, indem man in die obigen Glei- 
chungen (16) die aus (15) des § 55 entnommenen Ausdrticke von 
b,,6,, 6, einfiihrt. Das Ergebniss hievon sind die folgenden 
Gleichungen 


sai 8 
24 (62+62462)— =r __ 2% 
; A ay 
Bat 16a? 16 
Cr 6.6.6.0) — as 
0 0 O 
oD 16a2 64a, 
6 ae ae 
oO 0 
a? 4a, a, 8a, 
NE See i 


welche mit den obigen Gleichungen (14) vereinigt werden miissen. 


§ 58. Darstellbarkeit der rationalen ganzen symmetrischen 
Verbindungen von 7” Elementen durch ” symmetrische 
Grundverbindungen. 


Bei der im yorigen § .angestellten Erérterung der Auflé- 
sungen von den Gleichungen des zweiten bis vierten Grades ist 
die Beobachtung gemacht worden, dass die auftretenden aus 
den Wurzeln einer Gleichung gebildeten symmetrischen Verbin- 
dungen als rationale ganze Ausdriicke von den Coefficienten der 
betreffenden Gleichung darstellbar sind. Die Coefficienten der 
Gleichung sind aber, wie zuerst in §46 hervorgehoben ist, mit 
abwechselnden Vorzeichen genommen, gleich den symmetrischen 
Grundverbindungen, nimlich gleich der Summe der Wurzeln, 
der Summe aus den Producten von je zwei Wurzeln u.s.f. In 
der That haben wir es hier mit einem Satze zu thun, der sich 
auf die symmetrischen Functionen von beliebig vielen Elementen 
bezieht und der folgendermassen ausgesprochen werden kann: 

Jede algebraische rationale ganze symmetrische Verbindung 
von n Elementen &,,&,...&, kann als ein rationaler ganzer Aus- 


15 
Lipschitz, Analysis. 
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druck der n symmetrischen Grundverbindungen, der Summe der 
Elemente S, &, der Summe der Producte von je zwei Elementen 


xu, 8 e. 5, u.s.f. bis ew dem Product aller Elemente & ,5 ,. - - 
dargestellt werden, und zwar nur auf eine einzige Wease. 

Jede gegebene rationale ganze symmetrische Verbindung 
o der » Elemente &,, &,,...&, ist gleich einem Aggregat einer 
endlichen Zahl von Gliedern von der folgenden Gestalt 
(1) oh Méueieraih Cote SOE Sed Sethe 
wo die Exponenten 4, u,7,.., 4‘, u',»'.. positive ganze Zahlen 
mit Einschluss der Null sind, und M, W/’,.. Coefficienten bedeu- 
ten, die von den Elementen &,,&,,..& nicht abhiingen. Man 
stellt sich vor, dass die Glieder des gegebenen Aggregats, welche 
sich nur in Betreff der Coefficienten unterscheiden, immer durch 
Addition zu einem Gliede vereinigt sind, so dass fiir je zwei 
Glieder der vorliegenden Darstellung (1) nicht gleichzeitig die 
Gleichungen A= A‘, w=wu', v=>',.. bestehen. 

Wir wollen nun ein Princip aufstellen, nach welchem die 
einzelnen Glieder geordnet werden kénnen. Den Elementen 
&,, &,..& werde eine gewisse Reihenfolge gegeben, welche 
durch die Reihenfolge der Zeiger 1, 2,..” ausgedriickt sein 
mbge. Bei zwei verschiedenen Gliedern werde dann zuerst der- 
jenige Exponent verglichen, mit welchem in denselben das erste 
Element €, behaftet ist; wenn einer der beiden Exponenten 
4 und d' griésser ist, so mége dem betreffenden Gliede eine 
héhere Ordnung zukommen. Wenn dagegen A= 4%‘ ist, so werde 
der Exponent verglichen, zu dem in den beiden Gliedern das 
zweite Element erhoben ist; wofern einer von diesen beiden 
Exponenten « und uw‘ den anderen iibertrifft, so miége wieder 
das betreffende Glied das Glied der héheren Ordnung genannt 
werden. Auf diese Weise ist so lange fortzufahren, bis man in 
den beiden zu vergleichenden Gliedern auf zwei Exponenten des- 
selben Elements kommt, die einander nicht gleich sind. Von 


‘ ‘ 


4 ‘ “elt 9 Say . 
den beiden Gliedern WE §) §,.. und ME &, §,-- heisst also 
das erste das Glied der héheren Ordnung, wofern entweder 
A>, oder A=4' und uw >’, oder A=A'", w=! und »> > 
ist, u.s.f. Da nun fiir zwei vetschiedene Glieder des vorliegenden 
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Aggregats nicht die simmtlichen Gleichungend=2', w="', v=’... 
erfiillt sein diirfen, so gehéren nach dem angegebenen Princip 
alle verschiedenen Glieder des Aggregats zu verschiedenen Ord- 
nungen. 

Dieses Princip ist, wie man sieht, auf jeden rationalen 
ganzen Ausdruck gegebener Elemente anwendbar, und fillt bei 
einem Ausdrucke, der nur ein Element enthalt, mit der Ord- 
nung nach den Potenzen dieses Elements zusammen, welche fiir 
die rationalen ganzen Functionen einer Variable in § 23 einge- 
fiihrt und seitdem beibehalten ist. Gebraucht man das Princip 
bei zwei rationalen ganzen Ausdriicken gegebener Elemente, 
multiplicirt diese Ausdriicke mit einander und ordnet das Pro- 
duct nach demselben Princip, so zeigt sich durch eine einfache 
Ueberlegung, dass die Glieder der hiéchsten Ordnung, die in 
jedem der beiden Ausdriicke vorkommen, mit einander multi- 
plicirt, das Glied der héchsten Ordnung hervorbringen, dass in 
dem gebildeten Product auftritt. Desgleichen, wenn mehrere 
rationale ganze Ausdriicke derselben Elemente mit einander 
multiplicirt werden, erzeugen die Glieder der héchsten Ordnung, 
die in den einzelnen rationalen ganzen Ausdriicken vorhanden 
sind, durch Multiplication das Glied der héchsten Ordnung, 
welches in dem aus der Multiplication der einzelnen rationalen 
ganzen Ausdriicke entstandenen Producte vorkommt. 

Die Kigenschaft eines rationalen ganzen Ausdruckes gege- 
bener Elemente, in Bezug auf diese Elemente symmetrisch zu 
sein, zieht eine besondere Beschaffenheit des Gliedes der héchsten 
Ordnung nach sich, welches in dem Ausdrucke enthalten ist. 
Ks sei in dem symmetrischen Ausdrucke o das Glied der héchsten 
Ordnung 


(2) Mee e.g, 

dann gilt fiir die Exponenten A,-u, v,..« das Gesetz, dass jeder 
Exponent den folgenden iibertreffen oder ihm wenigstens gleich 
sein muss. Der Grund hievon ist leicht einzusehen. Da sich 
der Ausdruck o bei keiner méglichen Vertauschung der Elemente 
&, &,,..&, andern darf, so miissen in dem Aggregate von Gliedern, 
aus dem o besteht, auch alle diejenigen Glieder enthalten sein, die 
aus dem Gliede der héchsten Ordnung durch irgend eine Ver- 
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tauschung der Elemente entstehen. Gesetzt nun, es wire in (2) 
der Exponent 2 kleiner als der Exponent w. Jetzt muss in o 
auch dasjenige Glied vorkommen, welches aus dem Gliede 


M of e e ia ee durch Vertauschung der beiden Elemente &, und &, 
vii , 
hervorgeht. Dies ist das Glied W oe ae es Bs ae Wofern aber 


r hightaed o 
1. kleiner wiire als uw, so wiirde das Glied M &, ef fees Go On 
niedrigerer Ordnung sein, als jenes, und das widerspricht der 


A iu 0) ; 
bestehenden Voraussetazung, dass M&, & &,...§, das Glied der 


héchsten Ordnung sei. Darum ist die Annahme, dass 2 kleiner 
sei als «, unzulissig. Ein uhnlicher Widerspruch ergibt sich, 
wenn angenommen wird, dass zwar A> wu, dagegen u<-y sei. 
Denn alsdann wiirde das nothwendig in o enthaltene Glied 


Ae tes o) ; A eet 0) 
bd tag x .. €&, welches aus dem Gliede ME, €, §,..& durch 


Vertauschung der Elemente &, und &, entsteht, von héherer Ord- 


by by Pa As oe a 
nung sein, als das Glied der héchsten Ordnung M &, & §,..&,. 


Das Gleiche gilt von jeder Annahme, welche dem aufgestellten 
Gesetze zuwider liuft, so dass dasselbe vollstiindig bewiesen ist. 

Wenn man jetzt aus den Exponenten A, u,7,..@ des in 
dem Ausdrucke o vorkommenden Gliedes der hichsten Ordnung 
die Differenzen bildet, und die Reihe der Differenzen mit dem 
Exponenten @ von &, schliesst, 

A— My, LP, . 5. @, 

so muss jede dieser Zahlen entweder positiv oder gleich Null 
sein, und man kann jenes Glied (2) folgendermassen darstellen 


@ 


Au u-v 
ME,  (§, 8)... (8, &2-. §) - 
Betrachten wir die symmetrischen Grundverbindungen 


ao ay an, eee eve e 
eres IGA mes Syste 24 ip oe enue 


so sind die Glieder der héchsten Ordnung, welche in demselben 
auftreten, nach der Reihe die folgenden 


Si Suan Ss Se Ser bs S04 Ss 
Wenn man daher den Coefficienten M, die zu der nicht 
negativen ganzen Potenz des Grades 4— « erhobene Verbindung 
Xu Sq, die zu der nicht negativen ganzen (u—yv)ten Potenz 
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erhobene Verbindung Se, F A S69 u.s.f. bis zu der nicht nega- 
tiven ganzen wten Potenz der Verbindung &, &,..& , zu einem 


Producte vereinigt, 
OW Wan Be AO SsEdeie (Sup Sika) von Erdsen- 8) 
so ist dasselbe ein aus den » symmetrischen Grundverbindungen 
gebildeter rationaler ganzer Ausdruck, und zugleich eine sym- 
metrische Verbindung der » Elemente &,,..& , bei der nach 
einer vorhin gemachten Bemerkung das Glied der héchsten Ord- 
nung dem Gliede der héchsten Ordnung, das in o vorkommt, 
gleich ist. Wird daher die Differenz o—p genommen, so fiallt 
in derselben jenes Glied der héchsten Ordnung fort. Die Diffe- 
renz o—p ist also eine symmetrische Verbindung der m Ele- 
mente €,, €,,..& , in welcher nur Glieder vorkommen, deren 
Ordnung niedriger ist, als die Ordnung des in o befindlichen 
Gliedes der héchsten Ordnung. 

Das Glied der héchsten Ordnung, welches in der symme- 


trischen Verbindung o—vp enthalten ist, sei 

(4) Mis oe Be. Bs 

Dasselbe muss, wie aus dem eben Gesagten folgt, von niedri- 
gerer Ordnung sein als das Glied der héchsten Ordnung (2) in 
der Verbindung o; es muss ferner in seinen Exponenten das 
Gesetz befolgen, welches wir fiir die Exponenten eines Gliedes 
der héchsten Ordnung, das in einer symmetrischen Verbindung 
vorhanden ist, nachgewiesen haben, so dass von den ganzen 
Zahlen 


fe ah oe AO re Deets CO's 
keine negativ ist. Man kann demnach das Product aufstellen 
Ae ey, a) 
(5) Dyes AE) We Vale og 878,) EE EY 


welches ein rationaler ganzer Ausdruck in Bezug auf die n sym- 
metrischen Grundverbindungen und eine symmetrische Verbin- 
dung der ” Elemente ist, die dasselbe Glied der héchsten Ord- 
nung hat, wie die Verbindung o—yp. Vermdge dessen enthalt 
die aus o—yp durch Subtraction von p, hervorgehende symme- 
trische Verbindung o—p—p, nur solche Glieder, die von nie- 
drigerer Ordnung sind, als das Glied (4), welches in der Ver- 
bindung o—p die héchste Ordnung vertritt. 
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Dieses Verfahren lisst sich fortsetzen, indem man nach 
einander immer neue Producte aus den auftretenden Coefficienten 
und bestimmten positiven Potenzen der » symmetrischen Grund- 
verbindungen bildet, die p,, p,, .. genannt werden mégen, und 
dasselbe erreicht nothwendig nach einer bestimmten Zahl von 
Wiederholungen sein Ende. Denn das hiéchste Glied in der 
Verbindung p, ist von niedrigerer Ordnung, als das héchste 
Glied in p, und iiberhaupt folgen die Ordnungen der héchsten 
Glieder, welche in p, p,, p,,-- vorkommen, einander in abstei- 
gender Reihe. Die Anzahl von Gliedern, die in einer symme- 
trischen Verbindung die héchste Ordrung einnehmen kénnen, 
und deren Ordnung zugleich niedriger ist, als die Ordnung 
eines bestimmten Gliedes dieser Art, ist aber eine beschrankte. 
In einem Gliede, welches in einer symmetrischen Verbindung 
die hodchste Ordnung einnehmen kann, darf, wie wir gesehen 
haben, der Exponent von &, von keinem der tibrigen Exponenten 
iibertroffen werden; damit ein solches Glied von niedrigerer 
Ordnung sei, als das héchste in der Verbindung o vorkommende 
Glied (2), in welchem die Exponenten von &,, &,,..& ebenfalls 
nicht grésser sein diirfen, als der Exponent 2 von &,, ist es 
unméglich, dass in dem betreffenden Gliede irgend ein Exponent 
einen Werth habe, der tiber 4 liegt. Weil daher in einem solchen 
Grade die simmtlichen Exponenten aus der Reihe der ganzen 
Zahlen 0, 1, 2,..4 genommen sein miissen, so kann die Anzahl 
der Glieder dieser Art, die in einer symmetrischen Verbindung 
die héchste Ordnung einzunehmen vermdgen und von_niedri- 
gerer Ordnung sind, als das Glied (2), nicht iiber eine feste 
Grenze hinausgehen. Die Verbindung o wird deshalb durch 
die aufeinander folgende Subtraction der Ausdriicke p, p,, p,,.- 
zuletat erschdpft, und man gelangt zu der Darstellung 
(6) TSP Mate chin 
durch welche der erste Theil des aufgestellten Satzes erwie- 
sen ist. 

Dem Beweise des zweiten Theiles, welcher die Behauptung 
enthilt, dass eine Darstellung der gegebenen symmetrischen Ver- 
bindung o als rationaler ganzer Ausdruck der n symmetrischen 
Grundverbindungen nur auf eine einzige Weise ausgefiihrt werden 
konne, ist ein Hiilfssatz voranzuschicken. Durch den Satz (3) 
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des § 43 ist festgestellt worden, dass, wenn eine rationale ganze 
Function des mten Grades einer Variable x fiir mehr als » von 
einander verschiedene Werthe von x verschwindet, die simmt- 
lichen Coefficienten der Function gleich Null sein miissen. Dieser 
Satz lasst sich auf rationale ganze Functionen von zwei, drei 
und beliebig vielen Variabeln ausdehnen. Es ist schon ange- 
deutet worden, dass das in dem gegenwiirtigen § entwickelte 
Princip brauchbar ist, um die Glieder einer jeden rationalen 
ganzen Function von beliebig vielen Variabeln a, y, 2,.. zu 
ordnen. Eine solche Function f(z, y, 2,..) kann aber auch in 
der Weise geordnet werden, dass man zuerst nur auf eine Va- 
riable, etwa die Variable x, Riicksicht nimmt, alle diejenigen 
Glieder zusammenfasst, welche in dieselbe Potenz von x multi- 
plicirt sind, und die betreffenden Ausdriicke nach der abstei- 
genden Reihenfolge der Potenzen von x aneinander fiigt. So 
ergiebt sich die Darstellung 

f(y) -)=Aye + Ae +. + A, 
in welcher die Ausdriicke A,, A,,..An rationale ganze Functionen 
der Variablen y, z,.. sind, die Variable « jedoch nicht enthalten. 
Jede einzelne dieser Functionen lisst sich in derselben Weise 
nach den Potenzen einer zweiten Variable, zum Beispiel der 
Variable y, ordnen, wodurch die Darstellungen 

Ay == Ann yo Ae yo? Se Ao.m, 

AHA, y + ALY FL4 Ale, 

Angi eis Si ea ea ae SY 
entstehen, in denen die Factoren der Potenzen von y nur die 
Variabeln z,.. aber weder x noch y enthalten. Und so kann 
man fortfahren, bis man zu Ausdriicken gelangt, die nach den 
Potenzen der letzten Variable geordnet sind und bei denen die 
Coefficienten von keiner der Variabeln 2, y,2,.. abhingen. Da 
die anzustellende Betrachtung durch die Vergrésserung der An- 
zahl der Variabeln in keinem wesentlichen Stiicke geandert 
wird, so mége von jetzt ab angenommen werden, dass in der 
gegebenen Function nur die beiden Variabeln 2 und y vorhan- 
den sind; dann werden die Gréssen Ay 4.» Ao.m, ; Ay, os+-An.m, 


von den Variabeln w und y unabhingig, und reprasentiren die 
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Coefficienten, mit denen in der gegebenen Function f(a, y) die 
verschiedenen Producte der Potenzen von x und von y multi- 
plicirt sind. 

Es sei m die grésseste unter den Zahlen m,,m,...m,, 
welche den Grad der Functionen A,, A,,..A, in Bezug auf die 
Variable y ausdriicken. Wenn nun mit &,, &,...&., eine Reihe 
von 2+ 1 verschiedenen Werthen der Variable x, und mit 
Nir Noy +++ Nm4i eine Reihe von m +1 verschiedenen Werthen der 
Variable y bezeichnet, und zugleich vorausgesetzt wird, dass 
die gegebene Function f(x, y) fiir jede Combination von einem 
dieser Werthe fiir « und einem dieser Werthe fiir y gleich Null 
sei, so lasst sich zeigen, dass die simmtlichen Coefficienten 
Ant a - Ay 4+ Anm, gleich Null sein miissen. Legt man 
naimlich der Variable y einen bestimmten der vorgeschriebenen 
Werthe »,, und gleichzeitig der Variable z successive die Werthe 
E, &,--&41 bei, so wird die Function f(z, y) nach der Voran- 
setaung immer gleich Nuli. Dieselbe lisst sich alsdann, weil y 
stets denselben Werth 7, erhalten hat, als eine Function der 
Variable « vom mten Grade auffassen, und es miissen bei der- 
selben vermége des erwahnten Satzes die Factoren der sammt- 
lichen Potenzen von x gleich Null sein. Dies sind die Functio- 
nen A,, A,,..A,, in denen fiir y der besondere Werth 7, sub- 
stituirt ist. Dieselbe Schlussweise ist giiltig, wenn mit einem 
anderen bestimmten der Werthe 7,, 7, .-%m4 ebenso verfahren 
wird, wie mit dem Werthe 7, geschehen ist. Daher miissen die 
Functionen A,, A,,..A, sowohl bei der Substitution y=7,, wie 
auch bei der Substitution der iibrigen bezeichneten Werthe von 
y verschwinden. Weil aber die Werthe 7,, 7,,-- m4, nach der 
Voraussetzung simmtlich unter einander verschieden sind, und weil 
ferner m gleich der griéssesten Zahl unter den Zahlen m,,m,,...m,, 
ist, die den Grad jener Functionen in Bezug auf die Variable 
y messen, so miissen nach dem so eben angewendeten Satze 
in jeder dieser Functionen die siimmtlichen Coefficienten ver- 
schwinden, mithin werden die simmtlichen Coefficienten der 
Function f (x, y) gleich Null, und das war gerade behauptet 
worden. . 


Es leuchtet ein, dass, wenn die gegebene Function f(a, y) 


0-m0? * 
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fiir ein unbestimmtes x und ein unbestimmtes y gleich Nuil ist, 
auf beliebige Art +1 verschiedene Werthe des und m+ 1 
verschiedene Werthe des y aufgestellt werden kiénnen, fiir deren 
simmtliche Combinationen f(x,y) gleich Null wird.- Auch hat 
das Uebertragen der Beweisfiihrung auf cine rationale ganze 
Function von drei und mehr Variabeln keine Schwierigkeit. 
Man darf daher den Satz formuliren, dass, wenn eine rationale 
ganze Function von beliebig vielen Variabeln f (x,y, 2,..) fiir 
unbestemmte Werthe der Variabeln verschwindet, die stémmtlichen 
Coefficienten der verschiedenen Producte aus den Potenzen der 
Variablen nothwendig gleich Null sind. 

Um mit Benutzung dieses Satzes die vorhin aufgestellte 
Behauptung zu rechtfertigen, werde angenommen, dass die ge- 
gebene symmetrische Verbindung o auf zwei verschiedene Arten 
als rationaler ganzer Ausdruck der » symmetrischen Grund- 
verbindungen dargestellt sei. Der eine dieser Ausdriicke werde 
s, der andere s‘ genannt. Jeder von beiden ist ein Aggregat 
von Bestandtheilen, die aus der Multiplication von den Pro- 
ducten der Potenzen der ~ symmetrischen Grundverbindungen 
in unabhingige Coefficienten hervorgehen. Wenn daher die 

. Differenz s—s‘ gebildet wird, so muss dieselbe, da s von s‘ 
verschieden sein soll, ein rationaler ganzer Ausdruck der 
m symmetrischen Grundverbindungen, das heisst ein Aggregat 
von Bestandtheilen der bezeichneten Beschaffenheit sein, bei 
dem nach vollstindiger Zusammenfassung aller gleichartigen 
Bestandtheile nicht alle Coefficienten verschwinden. Demnach 
sind in dem Ausdrucke 


bie 4 : ft 
(tees) oe he el eens Geshe) een (Ba Sad ved Sy 


die Coefficienten Wt,... als nicht verschwindende Grissen und 
die einzelnen Bestandtheile als unter einander verschieden vor- 
auszusetzen. Es miisste nun die rechte Seite von (7), wenn die 
getroffene Annahme zulissig wiire, dass fiir die symmetrische 
Verbindung o die beiden verschiedenen Darstellungen s und s‘ 
existiren, die EKigenschaft haben zu verschwinden, sobald die 
angedeuteten Producte von Potenzen der symmetrischen Grund- 
verbindungen ausgefiihrt werden, und zwar kénnte dies in Folge 
des soeben bewiesenen Hiilfssatzes, da die Elemente &,, &,,.. &, 
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vollkommen unbestimmt bleiben, nicht anders geschehen, als 
indem nach vollendeter Rechnung die simmtlichen Coefficienten 
der verschiedenen Producte aus den Potenzen der Elemente 
&, &, & gleich Null werden. Sobald aber die einzelnen Be- 


standtheile der rechten Seite von (7) entwickelt und nach dem 
fiir die symmetrischen Verbindungen eingefiihrten Princip ge- 
ordnet werden, so lassen sich vermége der angegebenen Vor- 
schriften die aus jedem Bestandtheil hervorgehenden Glieder 
der héchsten Ordnung leicht bezeichnen. Der erste Bestand- 
theil erzeugt das Glied der héchsten Ordnung 


atb+..+f€ ,b+..+f wt 
(8) Meg, e eo 


und die iibrigen Bestandtheile bringen entsprechend gebildete 
Glieder der hichsten Ordnung hervor. Alle diese Glieder der 
héchsten Ordnung miissen in Bezug auf die Reihe der Expo- 
nenten, zu denen die Elemente &,, §,,..&€ erhoben sind, diffe- 


>n 
riren. Denn sollte fiir ein anderes von diesen Gliedern’ der 
héchsten Ordnung 

peeast ait eu cee 2 
und fiir das zuerst genannte Glied (8) eine Uebereinstimmung 
aller Exponenten bestehen, so wire nothwendig auch 

tsa, Daa ae teats 
und dies widerspriche der Bedingung, dass auf der rechten 
Seite von (7) nur noch verschiedene Bestandtheile vorkommen. 
Unter den in Rede stehenden von einander verschiedenen Gliedern 
der héchsten Ordnung muss somit ein Glied eine Ordnung haben, 
welche die Ordnung der iibrigen tibertrifft. Es sei dies etwa das 
Glied (8). Dann ist dieses Glied erstens von héherer Ordnung als 
die simmtlichen iibrigen Glieder, die aus der Entwickelung des 
zugeordneten ersten Bestandtheiles hervorgehen, und zweitens 
von héherer Ordnung, als die siimmtlichen Glieder, die aus der 
Entwickelung der simmtlichen iibrigen Bestandtheile entstehen. 
Wenn daher nach Vollendung aller Entwickelungen die Coef- 
ficienten der gleichnamigen Producte der Potenzen von &,, . $F 


iiberall addirt werden, so bleibt das Glied (8) fiir sich allein. 
Damit s— s‘=0 Sei, miissen, wie bemerkt worden, die simmt- 
lichen Coefficienten der verschiedenen Producte aus den Po- 
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tenzen der Elemente &,, &,,... &, gleich Null werden, und des- 


halb auch jener Coefficient 9. Andererseits war vorausgesetzt 
worden, dass derselbe eine von Null versehiecdene Grisse sei. 
Wir gelangen daher durch die getroffene Annahme, dass es fiir 
die symmetrische Verbindung o zwei von einander verschiedene 
Darstellungen s und s‘ geben kénne, zu einem Widerspruch 
und erkennen daraus, dass diese Annahme unstatthaft und die 
entgegenstehende Behauptung richtig ist. 

Die Methode, welche vorhin benutzt worden ist, um eine 
symmetrische Verbindung o als rationalen ganzen Ausdruck der 
nm symmetrischen Grundverbindungen darzustellen, gewahrt die 
Einsicht in eine merkwiirdige Eigenschaft des betreffenden 
Ausdruckes. Die zur Anwendung kommenden Operationen 
lassen keinen Zweifel dariiber, dass die in dem gefundenen 
Ausdrucke auftretenden Coefficienten, mit denen die Producte 
der Potenzen der » symmetrischen Grundverbindungen multi- 
plicirt sind, sich aus den in der symmetrischen Verbindung o 
vorhandenen Coefficienten, mit denen die Producte der Potenzen 
der » Elemente &,, &,..&, multiplicirt sind, so zusammen- 


setzen, dass die erstern Coefficienten entstehen, indem die letztern 
Coefficienten mit positiven oder negativen ganzen Zahlen multi- 
plicirt und dann addirt werden. Da nun, wie soeben bewiesen 
ist, die beziigliche Darstellung einer symmetrischen Verbindung 
der gegebenen Elemente &,, €,,...€, nur auf eine einzige Weise 
bewerkstelligt werden kann, so kommt die hervorgehobene Eigen- 
schaft einer solchen Darstellung an sich zu, auf welchem Wege 
diese Darstellung auch gefunden sein moge. 


§ 59. Beispiele zu dem vorigen §. Differenzenproduct der 
gegebenen Wurzeln einer Gleichung. Discriminante einer 
Gleichung. 


Der abstracte Charakter der im vorigen § gebrauchten 
Schliisse macht es wiinschenswerth, das erérterte Verfahren zur 
Darstellung einer symmetrischen Verbindung von » Elementen 
durch die » symmetrischen Grundverbindungen an einigen ein- 
fachen Beispielen durchzugehen. Es sei die Zahl m der Ele- 
mente gleich zwei, und man habe die symmetrische Verbindung 


(1) o=—F+ si. 
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Das héchste Glied ist hier das Glied &?; mithin muss der Aus- 
druck gebildet werden 
(2) p=(&, + &). 
Hieraus folgt die Differenz 
OSS DS 2 ey gos 
deren einziges Glied von niedrigerer Ordnung, als das Glied &? ist. 
Zugleich ist §, €, eine symmetrische Grundverbindung der Ele- 
mente €, und &,, mithin 
(3) Diaar y 2 (é, &,)- 
Die gesuchte Darstellung der symmetrischen Verbindung 
& + £? wird daher durch die Gleichung 
(4) Sroh Saas (Sl bis ilo 55) 
geliefert. Wenn man sich £, und ’§, als die Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung denkt, und die symmetrischen Grund- 
verbindungen nach (4) des § 46 durch die Coefficienten der 
Gleichung ersetzt, so kommt das Resultat 
Hees “ a’ 2a 
(4*) a 
a 


Es sei zweitens die Zahl n der Elemente gleich drei, und 
die symmetrische Verbindung gegeben 
(5) o=6) + S21 Ss 
Wegen des héchsten Gliedes &3 ist zuerst der Ausdruck aut- 
zustellen 


(6) 2p =(§, + Ss ae &,)°. 

Demnach wird 

o—p——3 (1 5,4-53 eo tion Sees Sait ee E abs el bs oa 
Das hier vorhandene hichste Glied —3é&&, fiihrt zu der 


Bildung des Ausdruckes 
(7) p,=—3 (, so ge t &,) (, e. mt > e) = eS ee): 
Nunmehr folgt 

A ase ei 35 =3 as Si 


ale 


es ist also 

(8) Ps =3 (§, . 

und man erhilt die Darstellung 

(ogi os + oe, oat ee 
8 (6 bBo DE Get ESE a ete a ie eee le 

Vermbge der Gleichungen (4) des § 46 verwandelt sich die- 

dieselbe in die folgende 


Sts 
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a3 3a,a 3a 
@)  g4+etH=—-A 4 2m a 


Die beiden behandelten Beispiele gehdren zu einer Gattung 
von symmetrischen Verbindungen, die in der Analysis vielfach 
angewendet werden, nimlich zu den Swmmen der gleich hohen 
Potenzen von n Elementen. Eine allgemeine Methode, um diese 
Verbindungen durch die » symmetrischen Grundverbindungen 
auszudriicken, schliesst sich an gewisse in dem nichsten Ab- 
schnitt mitzutheilende Resultate genau an und wird deshalb 
dort auseinandergesetzt werden. 

Unter den symmetrischen Verbindungen von » Elementen 
giebt es eine, die fiir die Werthe n= 2, 3, 4 bei der Auflésung 
der Gleichungen von den _ beziiglichen Graden hervorgetreten 
ist, und die in der allgemeinen Theorie der Gleichungen eine 
grosse Bedeutung hat. Man kann aus » Elementen &,, &,..& 
in dem Sinne die simmtlichen Differenzen bilden, dass alle 
Combinationen von je zwei verschiedenen Elementen &, und gp auf- 
gesucht werden, und fiir jede solehe Combination eine Differenz 
genommen wird, und man kann dann von diesen simmtlichen 
Differenzen das Product aufstellen; um aus den Elementen 
& und §, eine bestimmte Differenz zu erhalten, lasst sich die 


Bedingung festsetzen, dass der Zeiger « kleiner sei als der 


Zeiger 6. Auf diese Weise entsteht das Product von dlr 
Factoren 
c® (,—&)(G—&) «-- (&, —8,) 
(&—&,) --- & —&) 
Sr er tat 


welches fiir den Werth m2 in die Differenz §,—&, tibergeht, 
fiir den Werth n=83 in § 52, und fiir den Werth n=4 in 
§ 55 betrachtet worden ist. Das Product (10) ist fihig, sobald 
die Elemente &,, &,,.. & auf alle méglichen Arten unter ein- 


ander vertauscht werden, zwei von eimander durch das Vor- 
zeichen verschiedene Werthe zu erhalten. Wenn man niimlich 
mit den Elementen eine beliebig bestimmte Permutation vor- 


—] 
nimmt, so verwandelt sich jede der vorhandenen pailortetls 


238 Product von Differenzen. § 59, 


Differenzen wieder in eine Differenz von zwei verschiedenen 
Elementen, und zwar miissen auch diese He neuen 
Differenzen simmtlich unter einander verschieden sein. Ver- 
gleicht man jede der Differenzen mit der aus den entsprechen- 
den Elementen gebildeten neuen Differenz des Products (10), so 
gehdrt zu jeder neuen Differenz eine und nur eine der letzteren, und 
es kommt nur darauf an, zu beurtheilen, wann in den zusammen- 
gehérigen Differenzen das Vorzeichen einen Wechsel erfahren 
hat; denn aus zwei Elementen &, und & 3 entsteht nur entweder 
die Differenz £,—&, oder die Differenz &,—£&, = — (E,— &). 
So oft eine neue Differenz das entgegengesetzte Vorzeichen trigt, 
wie die in dem Product (10) vorkommende zugehirige, so oft 
darf man sich den Werth des Products (10) mit der negativen 
Einheit multiplicirt denken; je nachdem die Anzahl der ent- 
gegengesetzten Vorzeichen gerade oder ungerade ist, erhiilt 
daher das neue Product entweder den gleichen oder den ent- 
gegengesetzten Werth des urspriinglichen Products. 


Ks lassen sich aber aus » Elementen auch in dem Sinne 
die simmtlichen Differenzen nehmen, dass von jedem Element 
nach einander alle tibrigen abgezogen werden; diese »(n — 1) 
Differenzen mit einander multiplicirt, liefern das Product 


(11) (Syeo§>) (, Pi Es) itty s a Se) 
(Spa O1)(S, aon) See 


28 (Oo Fla aie ee 


Vertauscht man hier die » Elemente auf alle méglichen 
Arten, so wird dadurch der Werth offenbar nicht geiindert. Das 
Product (11) ist somit eine rationale ganze symmetrische Ver- 
bindung der n Elemente &,, &, ..: &, und liisst sich deshalb 


nach dem Satze des vorigen § auf eine und nur eine Weise als 
rationaler ganzer Ausdruck der » symmetrischen Grundverbin- 
dungen darstellen. Wenn daher fiir die » Grissen &,, §,...§ 
nach (1) des § 46 die zugehirige Function des mten Grades 
einer Variable 2 gebildet wird 
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a, (@)=—E)—&)...(@— 4), 


aay 

=a AONE Ge wee ee 

ay ho a, Cred 
so darf man die m» symmetrischen Grundverbindungen der 
nm Elemente &,, &,...&, respective durch die mit abwechseln- 


den Zeichen genommenen Coefficienten der Function wii £(@), 
A 
sae a a 
Hanlin. =! => (Se ]) ee ersetzen, und das Product 
a, My ay 


(11) wird gleich einem aus diesen Coefficienten der Function 
= f(x) oder der Gleichung f (§) =0 zusammengesetzten rationalen 
ganzen Ausdrucke . Dieser Ausdruck ist von Gauss die Deter- 
minante der Function rik (x) genannt worden, und wird gegen- 


wirtig meistens als die Discriminante der Gleichung f(§)=0 
bezeichnet. 

Das Product (10) steht zu dem Producte (11) in der Be- 
ziehung, dass fiir je zwei verschiedene Elemente &, und &, das 
erstere die eine Differenz ¢,— &, dagegen das letztere das 


Product der beiden Differenzen (&,,— &,)(§— &,.) enthalt. Wenn 


man daher das Product (10) mit einem anderen Producte multi- 
plicirt, das aus (10) durch die Umkehrung der Vorzeichen in 
allen Differenzen entstanden ist, so wird das hervorgehende 
Resultat gleich dem Product (11). Weil nun das Product (10) 


n(n—1) 


aus “ Factoren besteht, so bewirkt die Umkehrung 


2 
n(n — 1) 


der Vorzeichen in allen Differenzen dasselbe, wie eine mal 


wiederholte Multiplication des Products (10) mit der negativen 
Einheit. Auf diese Weise ergiebt sich der Satz, dass das in die 
n(n—1) 
2 
der aus den Elementen &,, &,..&, gebildeten zeweiwerthigen Ver- 


te Poteng der negativen Einheit multiplicirte Quadrat 


bindung (10) gleich der aus denselben Elementen bestehenden symmetri- 


schen Verbindung (11) ist. Die Zahl iat erhilt fiir die Werthe 
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n= 2, 3,4,5,.. respective die Werthe 1, 3, 6, 10,.., von denen 
abwechselnd je zwei ungerade und dann je zwei gerade aus- 
n (n—1) 

‘fallen; die Potenz, (— 1) *  bekommt demgemiiss die corre- 
spondirenden Werthe —1, —1, +1, +1,.... Es ist deshalb 
insbesondere 

fiir n= 2, D= —(&, —&,)? 
(11*) v n=8, D=— (§,—§,)"(E, — §)? (Eo — $5) 

» m= 4, D=I(F,, — Fs)”. 

Auf Grund der so eben nachgewiesenen Higenschaft des 
Products (10) erklirt sich die Beobachtung, dass dasselbe fiir 
die speciellen Werthe n=2, 3, 4 bei der Auflésung der Glei- 
chungen von den correspondirenden Graden eine Darstellung 
als die Quadratwurzel aus einem rationalen ganzen Ausdrucke 
der Coefficienten der zugehérigen Gleichung gefunden hat. Diese 
Bestimmungen fiihren, indem das Quadrat des Productes (10) 
gebildet wird, gleichzeitig dazu, fiir die Gleichungen der ent- 
sprechenden Grade die Discriminante ® selbst darzustellen. 

Fiir zwei Elemente &, und &, ist in § 57 Formel (4) die 
symmetrische Verbindung (§,—&,)? durch die Coefficienten der 
zugehérigen quadratischen Gleichung f(€)=0 dargestellt worden. 
Es findet sich daher vermige der Definitionsgleichung in (11*) 


= —(§,—&,)* der Ausdruck der Discriminante der allgemeinen 
Gleichung des zweiten Grades 
(13) q 4a,a,—a? é 

a) 


Man sieht jetzt, wie tief die Discriminante D in die Theorie 
der quadratischen Gleichung eingreift. Auf einem Standpunkte, 
fiir den die Rechnung mit complexen Grissen noch nicht existirt, 
und von dem aus der § 24 verfasst ist, entscheidet die Diserimi- 
nante ® durch ihr Vorzeichen zwischen den quadratischen Glei- 
chungen, die befriedigt werden kiénnen, und denjenigen, die 
nicht befriedigt werden kiénnen, oder, was daraus folgt, zwischen 
den Functionen zweiten Grades, die in zwei unbestimmte Fac- 
toren des ersten Grades zerlegbar, und denen, die es nicht 
sind. Nach der Einfiihrung der Rechnung mit complexen Gréssen 
gibt die Discriminante D bei einer quadratischen Gleichung, 
deren Coefficienten reell sind, das Criterium fiir die Beschaffenheit 
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der beiden Wurzeln, so dass durch einen positiven Werth von 
D zwei complexe conjugirte Wurzeln, durch einen negativen Werth 
von D zwei verschiedene reelle Wurzeln, und durch den Werth 
Null von D zwei einander gleiche reelle Wurzeln angezeigt 
werden. . 

Das Product (10), bezogen auf die Voraussetzung »=3 
und die drei Wurzeln der allgemeinen cubischen Gleichung, 
wird vermébge der Gleichungen (4) und (5) des § 52 gleich dem 
Product aus dem Differenzenproduct der dritten Wurzeln der 
Kinheit (1 — e)(1—e”)(e—e*) in den doppelten Werth der 
Grésse w, welche gleich einer Quadratwurzel aus dem Ausdruck 

3 
ae + Me ist. Das Differenzenproduct (1 — @) (1 — 0?) (oe — e?) 
hat, wie dort bemerkt, den Werth +31/3 7. Hieraus ergiebt 
sich wegen der Definitionsgleichung in (11*) 

PO (Seeds al eat 59 Cea 

fiir die Discriminante D der allgemeinen cubischen Gleichung die 
Darstellung 
(14) D= 4b3 + 270%. 
Durch die Gleichungen (20) des §51 kénnen b, und b, in den 
Coefficienten der betreffenden cubischen Gleichung ausgedriickt 
werden, und man erhiilt 
(14*) 21D —4(— & ms 


0 


BIG Ne 2a%® 9a, a, HACIA Na 
2 +( a 1 2 + ai 


ed : 
a a, as ay 


mithin nach ausgefiihrter Rechnung 


2 72 8 3 2 

ay ay ay 4 ay a, 4as 18a, a, a, 27 a5 
G44) Ds =P Tyr TT 5 = 
as as a5 a ay 


Der § 53 hat gelehrt, dass bei einer cubischen Gleichung, 
deren Coefficienten reell sind, die Natur der Wurzeln wieder 
aus der Beschaffenheit der Discriminante D allein erkannt werden 
kann; ein positiver Werth von D bedingt eine reelle und zwei 
complexe conjugirte Wurzeln, ein negatwer Werth von D drei 
unter emander verschiedene reelle Wurzeln, ein verschwindendcr 
Werth von D drei reelle Wurzeln, von denen zwei einander 
gleich sind. ' 

Ein Ausdruck des Products (10) fiir die Voraussetzung, 
dass »=4 sei und dass &,, &,, &, & die vier Wurzeln der 
allgemeinen biquadratischen Gleichung seien, findet sich in der 


Lipschitz, Analysis. 16 


242 Discriminante einer Gleichung. § 59. 


Gleichung (18) des § 55 als Product der Zahl 2° in das Diffe- 
renzenproduct von den Wurzeln derjenigen cubischen Gleichung, 
auf deren Lisung die Lésung der biquadratischen Gleichung 
zurtickgefiihrt worden ist, und die durch das Nullsetzen der 
Function (9) des angefiihrten § 


ue + Os Ae fe zu “lu bs 


erhalten wird. Wenn man daher die Discriminante dieser 
cubischen Gleichung mit D, bezeichnet, so folgt fiir die Discr- 
minante D der in Rede stehenden allgemeinen biquadratischen 
Gleichung, welche nach ihrer Definition in (11*) dem Quadraée 
des auf der linken Seite der Gleichung (18) des § 55 auf- 
tretenden Differenzenproducts gleich ist, wiihrend die Diseri- 
minante D, dem negativ genommenen Quadrate des auf der 
rechten Seite derselben Gleichung befindlichen Differenzen- 
productes gleich ist, die Darstellung 
(15) D=—2"D,. 

Die Coefficienten der bezeichneten cubischen Gleichung 
werden durch dic Coefficienten der gegebenen biquadratischen 
Gleichung mittelst der Gleichungen 


Dita debian ( 3.0? 8a, 
fe 2 a 2* as Ay 
(16) ae eee: Oe 16a, a, a 16a, 64a, 
6 = ae ae ae ay 
f.. : steal ames 4s pp et . 
64 Ot? a‘ as a, 


ausgedriickt, wie dies gegen das Ende des § 57 zur Ableitung 
der dortigen Gleichungen (18) geschehen ist, und bieten dadurch 
die Méglichkeit, die Discriminante D, in den Coefficienten der 
biquadratischen Gleichung darzustellen. 

Bei der in § 52 angestellten und so eben benutzten Unter- 
suchung des aus den drei Wurzeln der allgemeinen cubischen 
Gleichung gebildeten Differenzenproducets (&,— §,)(&, — &,)(& —&,) 
sind wir auf das aus den drei dritten ates der Einheit ge- 
bildete Differenzenproduct (1 —e@) (1 — e?) (e—e?) gefiihrt worden, 
dessen Werth gleich + 31/3 ¢ gefunden war. Hiernach hat die 
Discriminante D der reinen Gleichung des dritten Grades 


g° —1=0- den Werth —(1— @)? (1 — @?)? (e— 0’)? = 27. 
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Man kann aber auch den Werth der Diser iminante D der reinen 
Gleichung des nten ae 

w —1=0 
allgemein bestimmen. Wenn die simmtlichen Wurzeln dieser 
Gleichung durch die Potenzen einer primitiven nten Wurzel der 
Kinheit ausgedriickt werden, welche wie in § 48 die Wurzel 


21 Specie Ie 
w,=cos — + isin —— 
n n 


sein mége, so erhilt das obige Product (11), dessen Werth durch 
die Discriminante ® ausgedriickt wird, die Gestalt 


(16) (lI—ow,) (l1—o?)... Gia. 
ae (cae a) es (coe) 
Ce) (Ge gos V@ ees ear’). 


Der Werth des Products der in der ersten Horizontalreihe 
enhaltenen Factoren, ist nun nach der Gleichung (9) des an- 
fiihrten § 48 unmittelbar gleich der Zahl m. Das Product der 
Factoren, welche sich in einer beliebigen anderen, etwa der 
(¢+ 1)ten Horizontalreihe befinden, erlaubt aber aus jedem Factor 


die Grésse pe herauszuziehen, und wird dann gleich dem Aus- 
drucke 
Oe (ee (era ata 
Denn nach einem in § 29 bewiesenen Satze werden die 
simmtlichen Wurzeln der Einheit fiir jeden Werth der Zahl ¢ 


auch durch die Reihe 
—t —t+l1 —t+n—1 
Ces 0) A Ale 


dargestellt. Das bezeichnete Product ist also gleich dem in die 


Potenz oi multiplicirten Producte (1—w,)(1—w?).. (heati, ae 


dessen Werth gleich der Zahl » gefunden ist. Hiernach ergiebt 
sich fiir das Product (16) und dadureh fiir die Discriminante D 
die Werthbestimmung 


(17) Hoge Tele pee pa aon 
Es ist das Product der siimmtlichen Wurzeln der reinen 
Gleichung o” —1=0 gleich dem in (—-1)" multiplicirten letzten 


Coefficienten der Gleichung — 1, das ist gleich (—1)""," folglich 
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1 2 nw ss n—1l 
1. 0? £20, (2-1) 
Ferner hat man 
n—) 2(n—1 n—1)(n—1) —l1 —-2 —(n—2) 
c o,' he as ) a VY: Pair a : 


Weil aber (— yeas seinen Werth nicht indert, wenn man 
damit in die Einheit hineindividirt, so ist der Factor, mit 
welchem » auf der rechten Seite von (17) multiplicirt wird, 
ebenfalls gleich Epa , und die gesuchte Discriminante D 
wird durch die Gleichung . 
(18) D=(=1fP 0" 


ausgedriickt. 


§ 60. Auflésbarkeit einer algebraischen Gleichung iiberhaupt. 
Auflésbarkeit einer algebraischen Gleichung durch Zuriick- 
fiihrung auf reine Gleichungen. 


Die Auffindung der Ausdriicke, durch welche die Wurzeln 
der allgemeinen Gleichungen des zweiten, dritten und vierten 
Grades mit Hiilfe’-der Auflésung von reinen Gleichungen dar- 
gestellt werden, reizte dazu an, bei den allgemeinen Gleichungen 
des fiinften Grades und der héheren Grade eine iibnliche Auf- 
lésung zu suchen. Indessen alle auf dieses Ziel gerichteten 
Bemiihungen blieben erfolglos, und erst allmihlich wurde die 
Erkenntniss gewonnen, dass hier zwei von einander verschiedene 
Fragen zu beantworten sind. 

Die erste Frage geht dahin, 0b es miglich sei, jede alge- 
braische Gleichung von einem beliebigen Grade dadurch zu be- 
friedigen, dass man die Unbekannte gleich einer bestimmten reellen 
oder complexen Grosse setet. Die zweite Frage ist die, ob es 
miglich sei, die Auflisung der allgemeinen algebraischen Gleichung 
vom fiinften Grade und von einem hiheren Grade auf die Auf- 
lésung von reinen Gleichungen zuriickzufiihren. Die priicise Auf- 
fassung von beiden Fragen wird erleichtert, sobald man sich 
die Coefficienten der gegebenen algebraischen Gleichung als reelle 
Grissen denkt. Es mige zuerst die erste Frage erwogen werden. 

Wir haben gesehen, dass Gleichungen des zweiten Grades 
existiren, welche durch keinen reellen Werth der Unbekannten 
befriedigt werden kinnen. Unter der Voraussetzung, dass die 
Rechnung mit complexen Grissen zugelassen ist, existirt fiir 
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jede Gleichung des zweiten Grades cin reeller oder complexer 
Werth, der sie erfiillt, und dann existirt, wie wir weiter sahen, 
auch fiir jede Gleichung des dritten und des vierten Grades ein 
reeller oder complexer Werth, der die gegebene Gleichung be- 
friedigt. Allein von vorne herein weiss man nicht, ob bei der 
Zulassung der Rechnung mit complexen Gréssen auch fiir jede 
algebraische Gleichung eines héheren als des vierten Grades 
stets ein reeller oder complexer Werth vorhanden sei, welcher 
dieselbe befriedigt. In Betreff der zweiten Frage steht so viel 
fest, dass, wofern die erste Frage nicht bejaht werden kénnte, 
auch die zweite verneint werden miisste. Wenn algebraische 
Gleichungen existirten, die weder durch einen reellen noch einen 
complexen Werth erfiillt werden kénnten, so diirfte von einer 
Zuriickfiihrung ihrer Auflésung auf reine Gleichungen gar nicht 
gesprochen werden. Aber in dem Falle, dass die erste Frage 
bejaht werden miisste, wiirde sich daraus fiir die Beantwortung 
der zweiten Frage nichts ergeben. Wenn es sich bestiitigt, dass 
eine allgemeine Gleichung von einem die Vier iibertreffenden 
Grade stets durch einen reellen oder complexen Werth erfiillt 
werden kann, so folgt daraus keineswegs, dass es méglich sei, 
die Auflésung dieser allgemeinen Gleichung auf reine Gleichungen 
mu reduciren. 

Gauss hat in seiner 1799 erschienenen Inauguraldisser- 
tation, welche den Titel fiihrt demonstratio nova theorematis, 
omnem functionem algebraicam rationalem integram unis varia- 
bilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse, zum 
ersten Male mit entscheidenden Griinden bewiesen, dass die 
yorhin bezeichnete erste Frage unbedingt zu bejahen ist. Der 
Ausdruck des von Gauss formulirten Theorems bezieht sich auf 
Functionen, deren Coefficienten reelle Gréssen sind, und ver- 
meidet die Erwihnung der imaginiren Gréssen. Auf welche 
Weise die Kenntniss eines reellen oder complexen Werthes, der 
eine solche Function zum Verschwinden bringt, zur Aufstellung 
eines algebraischen Factors der Function vom ersten oder 
zweiten Grade dienen kénne, ist in § 47 auseinandergesetzt 
worden. Man iiberzeugt sich iibrigens sehr leicht, dass, wenn 
jede algebraische rationale ganze Function einer Variable mit 
reellen Coefficienten in reelle Factoren des ersten oder zweiten 
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Grades zerlegbar ist, unter der Voraussetzung der Rechnung mit 
complexen Gréssen’ jede algebraische rationale ganze Function 
einer Variable mit reellen oder complexen Coefficienten in lauter 
Factoren des ersten Grades zerlegbar sein muss. 

Die angefiihrte Schrift von Gauss enthilt eine eingehende 
Kritik aller friiheren Versuche, das in Rede stehende Funda- 
mentaltheorem der Theorie der algebraischen Gleichungen 2 
beweisen. Als die erste von diesen Untersuchungen wird eine 
Arbeit von d'Alembert angefiihrt, recherches sur le caleul intégral, 
histoire de V’ac’ de Berlin, année 1746. Nachdem Gauss eine 
Reihe von Einwiirfen gegen die Stichhaltigkeit der von 
d Alembert gegebenen Beweisfiihrung entwickelt hat, zeichnet 
er die Arbeit durch das folgende Urtheil aus: , Aus den angeftihrten 
Griinden kann ich d’ Alemberts Beweis nicht fiir geniigend halten. 
Trotzdem scheint es mir, dass der wahre Nerv von d’ Alemberts 
Beweis durch alle gemachten Einwiirfe nicht zerstért werde, 
und ich glaube, dass auf dieselbe Grundlage, wiewohl in ganz 
anderer Weise und jedenfalls mit grésserer Vorsicht, nicht nur 
ein strenger Beweis des in Rede stehenden Fundamentaltheorems 
gebaut werden kann, sondern dass sich hieraus auch alles das- 
jenige entnehmen liasst, was in Betreff der Theorie der trans- 
cendenten Gleichungen verlangt werden kann.“ — Auf die 
Kritik der friiheren Beweise liisst Gauss den eigenen neuen 
Beweis folgen, und giebt am Schlusse die Skizze eines zweiten 
auf dem Princip d’Alemberts. beruhenden Beweises. Der Beweis 
desselben Theorems, den Legendre in seiner théorie des nombres 
entwickelt hat, stiitzt sich nach meinem Darfiirhalten ebenfalls 
auf das Princip d’Alemberts. Cauchy bezeichnet den von ihm 
in seinem cours d’ analyse mitgetheilten Beweis als einen solchen, 
der mit Legendres Beweis dasselbe Princip habe, wodurch zu- 
gleich die innere Verwandtschaft von Cauchys Beweis mit dem 
Princip d’Alemberts angedeutet .ist. Gauss hat jenem ersten 
Beweise im Laufe der Zeit noch drei andere hinzugefiigt, von 
denen der zweite und dritte die Entdeckungen neuer Principien 
enthalten, wihrend der letzte sich dem ersten Beweise niihert 
und dabei eine Function mit complexen Coefficienten unmittelbar 
ins Auge fasst. Der im Folgenden zu entwickelnde Beweis 
schliesst sich an das Princip d’Alemberts an. 
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In Bezug auf die allgemeine Auflésung der algebraischen 
Gleichungen driickt sich Gauss in der angefiihrten Inaugural- 
dissertation so aus, dass, nachdem in dieser Richtung so viele 
vergebliche Anstrengungen gemacht worden seien, es immer 
wahrscheinlicher werde, dass eine allgemeine Auflésung, die in 
der Zuriickfiihrung auf reine Gleichungen bestehe, unmiglich 
sei; ferner bemerkt Gauss, dass es vielleicht nicht so schwierig 
sein wiirde, die Unméglichkeit schon fiir den fiinften Grad mit 
aller Strenge zu beweisen, und verspricht seine hieriiber an- 
gestellten Untersuchungen an einem anderen Orte vorzulegen. 
Diese Absicht ist jedoch nicht zur Ausfiihrung gekommen. In 
demselben Jahre, in dem die Inauguraldissertation von Gauss 
erschien, verdffentlichte P. Ruffini zu Bologna eine Schrift von 
zwei Binden mit dem Titel: Allgemeine Theorie der Gleichungen, 
im welcher bewiesen wird, dass die algebraische Auflisung der 
allgemeinen Gleichungen von héherem als dem vierten Grade un- 
moglich sec. Diese Schrift ist indessen, und wohl zum grossen 
Theil wegen der schwer zu tibersehenden Art ihrer Darstellung, 
wenig bekannt geworden. Ihr Inhalt kann an der gegenwirtigen 
Stelle keiner genaueren Erérterung unterzogen werden; doch 
wiire eine knappe Zusammenfassung des von P. Ruffini ge- 
lieferten Beweises, mit der eine Priifung der angewendeten Me- 
thode verbunden werden miisste, gewiss sehr wiinschenswerth. 

Auf einem neu geschaffenen Wege erledigte Abel die be- 
treffende Frage durch die Abhandlung: démonstration de 
Vimpossibilité de la résolution algébrique des équations générales 
qui passent le quatrictme degré, welche 1826 in deutscher Ueber- 
setzung in dem ersten Bande des von Crelle gegriindeten Jour- 
nals fiir Mathematik publicirt wurde, und spater in der franz6- 
sischen Urschrift in Abel's gesammelte Werke aufgenommen ist. 

Abel erwiihnt in einer zweiten Abhandlung, die, nicht voll- 
endet, zum ersten Male nach seinem Tode in den gesammelten 
Werken erschienen ist und den Titel hat: sur la résolution al- 
gébrique des équations, die genannte Arbeit P. Ruffini’s und sagt, 
dieselbe sei so verwickelt, dass es sehr schwer sei, iiber die 
Richtigkeit der von dem Verfasser benutzten Schlussweise zu 
urtheilen; doch scheine die Schlussweise nicht immer vollkommen 
bindend zu sein. Eine Darstellung von <Adels angefiihrtem Be- 
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weise mitzutheilen, liegt nicht in dem Plane des vorliegenden 
Buches, und es muss in dieser Hinsicht auf die Originalabhand- 
lung verwiesen werden. 

Wir wenden uns jetzt zu der Mittheilung eines Beweises 
fiir das Fundamentaltheorem der Theorie der algebraischen 
Gleichungen. 


§ 61. Beweis des Satzes, dass jede algebraische Gleichung 
mit einer Unbekannten durch einen reellen oder complexen 
Werth befriedigt werden kann. 


Es sei eine rationale ganze Function des nten Grades einer 
Variabe x gegeben 
(1) f(t) =a," + a, eaet 2 + Gp 41% + Ay, 
deren Coefficienten beliecbige reelle oder complexe Werthe haben, 
wiihrend der Coefficient a, nicht gleich Null ist. Durch die 
Sonderung des reellen und des imaginiren Theiles in den Coeffi- 
cienten bekomme man, wie in § 47, die Ausdriicke 
(2) age + ID, 0 a= Ce Des, Fae Cae: 


Sobald in der Function — f(x) die Variable « durch einen 


beliebigen complexen Werth p + qz ersétzt wird, so entsteht ein 
complexer Werth, der mit ¢ + wz bezeichnet werden mige, 
1 : ee 
—f(+qi)=(p+ qi) +2 (p che treme sr 
(3) | 0 Qo ay 
1 : : 
|2 re +qt)=t+ ut. 


Damit p+ q7 eine Wurzel der Gleichung f(&) = 0 sei, muss 
t+ 42, mithin sowohl die reelle Grésse ¢ wie auch die reelle 
Grosse w gleich Null sein, und in Folge dessen #2?+ u?, die 
Norm der complexen Grosse t+ iu, also auch die positive 
Quadratwurzel aus der Norm #2 -+ wu? oder der absolute Be- 
trag der Grosse t + ui verschwinden. Zugleich gilt das Umge- 
kehrte, dass, wofern der absolute Betrag V+ u? gleich Null 
ist, sowohl die reelle Grésse ft, wie auch die reelle Grésse w, 
und deshalb auch die complexe Grésse ¢ + iw verschwinden 
muss. Man kann daher statt der Frage, ob es Werthe p + qi 


fiir « giebt, welche die Function x f(x) zu Null machen, die 
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Frage aufwerfen, ob es Werthe p+ qi fiir 2 giebt, bei deren 
Anwendung der vermige der Gleichung (3) definirte Betrag 
Vi? +? gleich Null wird. Wenn nun ein bestimmter com- 


plexer Werth p +g 4 den Ausdruck ~~ af (p Sais qi) =t +", 


ein zweiter bestimmter complexer Werth pe a gq i den Ausdruck 


1 (1) (irs 1 Se ae es : > 
ie + q i= +! G liefert u. s. f, wenn die Betrage 
0 


Vo NOE D a, V © PY ee ein soleches Verhalten 
zeigen, dass ein jeder kleiner ist als der vorhergehende, und 
wenn ihre Grésse nach und nach unter einen beliebig kleinen 
gegebenen Werth herabsinkt, so nihern sich dic Betriige der Null als 


Fiabe yihatern au dann bei den beziiglichen complexen Gréssen 


Pp” ok q” 1, p ae nL . der reelle Theil einem bestimmten Grenz- 
werthe « nihert, ade den reelle. Factor von 7 einem bestimmten 
Grenzwerthe ?, so bewirkt der der Variable x beigelegte Werth 
c+ i das Verschwinden des Betrages Vf + uw, und in Folge 
dessen ist @ + 2% eine Wurzel der Gleichung f (§) = 0. Es wird 
jetzt gezeigt werden, dass sich in der That stets ein Verfahren, 
welches den bezeichneten Erfolg hat, ausfiihren lisst, und damit 
ist dann fiir jede algebraische Gleichung f(§)=0 die Existenz 
emer Wurzel nachgewiesen. | 

Bei der vorzunehmenden Untersuchung kommt es haufig 
darauf an, fiir den Betrag von complexen Gréssen, welche als 
die Aggregate von zwei oder mehreren complexen Gréssen ge- 
geben sind, obere und untere Grenzen zu finden. Unter einer 
oberen Grenze wird ein Werth verstanden, der immer grésser 
oder doch wenigstens nie kleiner ist, als der abzuschatzcnde 
Betrag und unter einer unteren Grenze ein Werth, der immer 
kleiner oder doch wenigstens nie grésser ist, als jener Betrag. 
Fiir ein Aggregat von zwei complexen Groéssen 
(4) (a + bt) + (¢ + di) 
lasst sich dieser Zweck auf die folgende Art erreichen. Es sei 
fiir den Augenblick 7 der absolute Betrag von a+ bi, s der 
absolute Betrag von ¢ + di, und man habe 


(5) a+bi=r(cosé + isin 6), c+ di= 's (cos p +7 sin 9), 
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dann kann der Ausdruck (4) die Gestalt erhalten 
(6) r(cos0+7sin 6) + s(cos p + isin g) 

=(cos0+7sin6) (r +s (cos (g — 4) + isin(~—64)). 
Die Norm der linken Seite ist gleich dem Product von den Normen 
der beiden Factoren der rechten Seite, und deshalb, weil 
cos? 6 + sin?6=1 ist, gleich der Norm des zweiten Factors, die 
vermége der so eben angegebenen Relation gleich dem Ausdrucke 
(7) r? + 2rs cos(p—9) +8? 
wird. Der Cosinus des Winkels y—-6 hat die negative Ein- 
heit zu seinem kleinsten, die positive Einheit zu seinem gréssesten 
Werthe; daher bestehen die Ungleichkeiten 
(8) r?—2rs+s*’< 7 4+ Irs cos(p—O +8 <r? + 2rs+s?. 

Hieraus folgt, dass das stets positive Aggregat 7 +s unbe- 

dingt eine obere Grenze fiir den absoluten Betrag des Aggregats 
(4) bildet. Um fiir denselben Betrag eine untere Grenze zu er- 
halten, muss man wissen, ob die positive Quadratwurzel aus 
dem Ausdruck 7?—27rs+s? mit r—s oder mit s—yr zu be- 
zeichnen sei. Wir nehmen an, dass r>s sei, mithin das erstere 
gelte, und ziehen dann aus (8) die Consequenz 
(9) 0<r—seVr? +2rs cos (p—A) + SP Srt+s. 
So entsteht der Satz, dass der’ Betrag des Aggregats von ewer 
complexen Groéssen niemals grisser als die Summe von den 
Betrigen der beiden Bestandtheile, und niemals kleiner ist als der 
absolute Werth der Differenz von den Betragen der beiden Be- 
standtheile. 

Um den Betrag eines Aggregats von mehr als zwei Be- 
standtheilen in thnlicher Weise abzuschiitzen, mége vorausge- 
setzt werden, dass die obige Grisse ¢ + di gleich dem Aggregat 
von mehreren complexen Gréssen sei, deren Betriige beziehungs- 
weise mit s,,s,,..s, bezeichnet werden. Dann lehrt die wie- 
derholte Anwendung der in (9) zur Auffindung einer oberen 
Grenze gegebenen Vorschrift, beziiglich des Betrages s der Grésse 
c+ di, dass : 

(10) Lei py ae 
sein muss. In Folge dieser Ungleichheit ist 
PGS ESS eer etna ne any aoa, 
if EG ee eae, hi eer 
wir fiigen nun die Voraussetzung hinzu, dass r>s, + s,+..+ Su 
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sei, dann muss r —s>0 sein, und mit Hiilfe von (9) folgt die 
Relation a 
(11) 0275, — 85). Su<Vr? + 2rscos(p—O) +8? 
Vr? + 2rscos(p—0)+ 8? Srts, +8, +..4+ Sy, 

welche in Worten so ausgesprochen werden kann: Fiir den Be- 
trag eines Aggregats von mehreren complexen Gréssen entsteht 
eine obere Grenze, indem die Betrige aller einzelnen Bestandtheile 
addiwt werden, dagegen eine untere Grenze, indem der Betrag 
eines Bestandtheils positiv genommen wird, und von diesem die 
Betrdge der sémmtlichen tibrigen Bestandtheile subtrahirt werden, 
wobei vorausgesetat ist, dass der Ueberschuss positiv set. 

Wir kénnen mit dicsem Lemma in Bezug auf die com- 


1 : , : 
plexe Grosse 7 f(p+qt)=t+ui den Satz beweisen, dass, wo- 


fern der Betrag r der Grésse p+ qi nicht unter einer gewissen 
demniichst zu bestimmenden Grosse liegt, der Betrag V4? + u? 
itiber einer gewissen von jener abhingenden Grosse liegen 
muss und daher unméglich gleich Null sein kann. 
Es werde der absolute Betrag der Grosse 

a = a ee mit L,, der Grosse y = 3 = a 
bezeichnet, u. s.f.; der absolute Betrag einer Potenz der Grésse 
p+qit driickt sich durch die betreffende Potenz des absoluten Be- 


tragesr aus. Sobald nun in dem Ausdrucke der Grosse af (p + qt) 


=t+ wi, welchen die Gleichung (3) enthilt, fiir das erste Glied 


sein Betrag vr’, fiir jedes folgende Glied der mit negativem 
Vorzeichen genommene Betrag —L, r", — L, RPS taper 


setzt wird, und sobald das Resultat der Addition aller Bestand- 
theile einen positiven Werth hat, so bildet dieses Resultat nach 
dem Lemma eine untere Grenze fiir den Betrag Vt? +. Es 
ist daher unter der erwihnten Voraussetzung 
(12) 02 ae ee VP 

Damit der Ausdruck x" — L, x" 
wir die Forderung auf, dass die Grésse 7 den Bedingungen 
geniige 
oe Sn Peter (wel) hoy. tn +1) Ly: 


... — ZL, positiv sei, stellen 
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Dann ist 

(14) r>(n+DZL, or Sint Lr 5.7 =aPes 
folglich das Ageregat L,r + 1,7 +... + L, kleiner als der 
Werth und deshalb die Differenz r° —L, aie a ibe 


nh 
nr 
m+1’ 


nL 
Uk 


n+l? 
dingungen (13), statt deren auch die Bedingungen 


grésser als der positive Werth Demnach haben die Be- 


(15) rSQn+1)L,, r>VOFrEL,,..r>V(nt+ DL, 


treten kénnen, den Erfolg, dass 
n 


(16) <VP@+u? 


n+l 
sein muss. 

Die Bedingungen (15) sind so beschaffen, dass, sobald die- 
selben fiir cinen bestimmten Werth r= betriedigt sind, sie 
um so mehr fiir alle Werthe von vr gelten, die nicht kleiner 

an n 
als & sind. Dann ist aber zugleich : es a r Fir alle 
Werthe p+ qi, deren Betrag nicht kleiner ist als R, tibertrifft 


aa) 


daher vermége (16) der Betrag Vt? + u® den Werth was 


n+? 
der aufgestellten Behauptung entspricht. 

Wenn man der complexen Grésse p + qi =7(cosé + isin§) 
nach der Gauss’schen Interpretation, die in § 42 entwickelt ist, 
einen Punkt der Ebene mit den rechtwinkligen Coordinaten p 
und q entsprechen lisst, so bezeichnet, wie dort erértert worden, 
der Betrag » den absoluten Werth des Abstandes zwischen dem 
betreffenden Punkte und dem Anfangspunkte der Coordinaten 
und der Winkel 6 denjenigen Winkel, welechen eine von dem 
Anfangspunkte der Coordinaten nach dem betreffenden Punkte 
gezogene gerade Linie mit der positiven Seite der Axe der 
reellen Werthe bildet. Fiir jede complexe Grisse p + qi erhiilt 


: : 1 ae? : 
die Function = f(p+qi) einen bestimmten complexen Werth 


¢+ut; zu jeder complexen Grisse p+ q2 gehdrt ein bestimmter 
Punkt der Ebene; wenn .es daher complexe Gréssen p+ qi 
giebt, fiir welche ¢+ wi ==0 wird, so existiren auch bestimmte 
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Punkte der Ebene, fiir welche t + wi=0 ist. Die complexen 
Gréssen p + qi, deren absoluter Betrag r einer bestimmten Grisse 
F gleich ist, werden durch die Punkte der Ebene repriisentirt, 
welche auf einem um den Anfangspunkt der Coordinaten mit 
dem Radius R beschriebenen Kreise liegen; den complexen 
Gréssen, deren absoluter Betrag r grisser als R ist, correspon- 
diren die Punkte, welche sich ausserhalb jenes Kreises befinden, 
und den complexen Gréssen, deren absoluter Betrag r kleiner als 
Ff ist, correspondiren die Punkte, welche sich innerhalb des be- 
zewchneten Kreises befinden. 

Wir haben vorhin eine Grisse R so gewiihlt, dass sie den 
Bedingungen (15) geniigt; dann lehrt die fiir > R bewiesene 


n 


Ungleichheit Fina < Vt? + w?, dass fiir keinen Punkt DG, 


welcher sich ausserhalb des mit dem Radius R um den Anfangs- 
punkt der Coordinaten beschriebenen Kreises oder auf diesem 


Kreise befindet, die Grésse fp + qi) =t+u2 gleich Null sein 


kann. Wofern also Werthe p+ qi existiren, fiir welche ¢ + ui7=0 
wird, das heisst, wofern es Wurzeln fiir die Gleichung /(é) = 0 
giebt, so muss deren absoluter Betrag r kleiner sein, als die 
gewiihlte Grosse R, und die Punkte der Ebene, welche den 
Wurzeln entsprechen, liegen nothwendig innerhalb des Kreises, 
der mit dem Radius R um den Nullpunkt beschrieben ist. 

Es sei zum Beispiel die Function des sechsten Grades 
gegeben 
(10) f(a) = a + 3 a24*— 24°— 12a + 8. 
Dann ist nach der aufgestellten Vorschrift der Werth R grésser 
mi nehmen, als jede der Gréssen 

3 5 6 
Vie ee Te ot 8 

Dieser Bestimmung geniigt der Werth R=5. Man em- 
pfiingt demnach die Sicherheit, dass bei der vorgelegten Function 
fiir jede complexe Grésse p+ qi, deren Betrag 7 grosser als 5 
oder gleich 5 ist, der Betrag + wu? einen grisseren Werth 
erhiilt als den Werth a und dass, falls die betreffende Glei- 


chung tiberhaupt eine Wurzel hat, der absolute Betrag jeder 
Wurzel kleiner sein muss als die Zahl 5. 
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§ 62. Fortsetzung. 


Wenn man den Beweis der Existenz einer Wurzel fiir eine 
beliebig gegebene algebraische Gleichung aus der Voraussetzung 
ableiten kann, dass die ndchstniedrigere algebraische Glecchung 
immer eine Wurzel habe, so ist der in Rede stehende Beweis 
bedingungslos gefiihrt; denn da die Existenz einer Wurzel fiir 
die allgemeinen Gleichungen der vier ersten Grade feststeht, so 
folgt auf dem bezeichneten Wege die Existenz einer Wurzel fiir 
jede Gleichung des fiinften Grades und weiter fortschreitend 
fiir jede algebraische Gleichung eines -beliebig hohen Grades. 
Sobald ferner fiir alle algebraischen Gleichungen bis zu einem 
gewissen Grade, diesen Grad eingeschlossen, eine Wurzel existirt, 
so ergiebt sich aus den Erérterungen des § 45 fiir jede alge- 
braische rationale ganze Function einer Variable x und von 
dem in Rede stehenden Grade eine Zerlegung in lauter Factoren 
des ersten Grades. Diese Zerlegung ist, wie sich dort gezeigt 
hat, eine vollig bestimmte, jeder der Factoren hat die Gestalt 
x—%, und die simmtlichen Gréssen 7 sind die simmtlichen 
Wurzeln der beziiglichen Gleichung; bei der Zerlegung kénnen 
die unter einander gleichen Factoren des ersten Grades zu Po- 
tenzen vereinigt werden. Wenn ein bestimmter Factor des ersten 
Grades x— 7 bmal und nicht 6fter vorkomint, so befinden sich 
unter den simmtlichen vorhandenen Wurzeln genau 6 Wurzeln, 
die gleich 7 sind, und 7 heisst eine 6 fache Wurzel der betref- 
fenden Gleichung. Die Anzahl der simmtlichen Factoren des 
ersten Grades ist nothwendig gleich dem Grade der zerlegten 
Function und deshalb hat die betreffende Gleichung genau so 
viele ganz bestimmte Wurzeln, als ihr Grad Einheiten enthilt. 


Dafiir,, dass eine Wurzel 7 eine bfache sei, ist in dem 
letzten Satze des § 49 ein Kriterium angegeben worden. Wenn 
man von der in Rede stehenden Function die erste, zweite, .. 
(b—1)te, bte Ablettung aufstellt, so ist es nothwendig und hin- 
reichend, dass diese Ableitungen mit Ausnahme der dten Ablei- 
tung durch die Einsetzung des Werthes «=» zu Null werden, 
dass dagegen hiebei die bte Ableitung einen von Null verschie- 
denen Werth erhalte. 
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Wir bilden jetzt von der Function des mten Grades a if @), 


die den Betrachtungen des vorigen § zu Grunde gelegt ist, die 
erste Ableitung 

1 n— n— Gis. 
(2) qt Mane Fn 1a eR  ta 


welche eine Function des (n— 1)ten Grades von x ist. Wenn 
fiir die Gleichungen bis zum (n— 1)ten Grade, diesen einge- 
schlossen, eine Wurzel vorhanden ist, so folgt daraus, wie wir 
uns tiberzeugt haben, fiir die Gleichung f‘ (7) = 0 das Vorhan- 
densein von » —1 villig bestimmten Wurzeln 
(3) Nir Ngr-+s Yn—1 

Von diesen Wurzeln kénnen mehrere unter einander gleich 
sein. Damit eine bestimmte Wurzel y,, wo g nach der Reihe 
gleich 1, 2, 3,..%—1 ist, eine bestimmte Zahl von Malen, und 
zwar b, mal, auftrete, miissen die Ableitungen der Functionen 
f‘(x) bis zu der b,ten Ableitung die vorhin bezeichneten 
Kigenschaften haben. Weil aber nach § 49 die zweite Ableitung 
von f(z) gleich der ersten Ableitung von f‘(zx), die dritte Ab- 
leitung von f(%) gleich der zweiten Ableitung von f‘(z) ist 
u. s. f., so sind fiir den genannten Zweck die Ableitungen von 
f(a) bis zu der (b, + 1) ten Ableitung zu bilden, und die Be- 
dingung dafiir, dass 7, cine b,te Wurzel der Gleichung 
f' (y) = 0 sei, besteht darin, dass die Gleichungen 

“ wi (b,) at 

(4) Pee uh Ca Qe 2) 0 
gelten, und dass foe (7, ) nicht gleich Null sei. 

Von nun an soll die Voraussetzung bestehen, dass fiir die 
Gleichungen bis zum (n—1)ten Grade einschliesslich die Exi- 
stenz einer Wurzel erwiesen sei. Dann haben wir fiir die Func- 


tion des (n—1)ten Grades ae (x) die Zerlegung in (7 — 1) Fac- 
toren des ersten Grades 

(5) <-f' @)=@—n,) @—m)-. @—7,_)3 

hier mége der einzelne Factor *—7, die Anzahl b, von 


Malen vorhanden sein. Die Wurzeln 7,, 7,,-.- Yn—1 sind jetzt 
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: é : ‘ 1 aes 
der Reihe nach in die Function ah (x) statt « zu substituiren. 
¢ 


0 


Wenn — f(x) fiir eine dieser Wurzeln verschwindet, so ist 
a 


0 


5 : : 1 3 : 
diese zugleich eine Wurzel der Gleichung a (§)=0, und die 


0 


Existenz einer Wurzel der letztern steht fest. 
Eine bestimmte Wurzel Nes welche zugleich eine Wurzel 


der Gleichung f(§)=0 ist, muss nach dem aufgestellten Kri- 
terium, weil sie eine b,fache Wurzel der Gleichung /‘ (7) =0 
ist, die obigen Gleichungen (4) befriedigen, und deshalb eine 
(b, +1)fache Wurzel der Gleichung f(§) =0 sein. 

Wir haben aber nur noch in dem’ [alle den Existenz- 
beweis fiir eine Wurzel der Gleichung f(§)=0 zu fiihren, dass 
dieselbe durch keinen der Werthe 7,, 7,,. - n—; erfiillt wird. 
Deshalb schliessen wir die Voraussetzung, dass fiir irgend eine 
Wurzel dp auch Lo.) 0 sei, von der ferneren Betrachtung 


aus, und beseitigen hiermit gleichzeitig die Annahme, dass, 
wenn /(z) tiberhaupt fiir einen Werth v=&€ verschwinden kann, 
der betreffende Werth & die Gleichung 7‘ (€)=0 erfiille und 
eine mehrfache Wurzel der Gleichung f(§)=0 sei. 


' i : : 
Die complexen Gréssen at (i) =f (ads : J f(%n—1) sind 


zufolge der gemachten Voraussetzung siimmtlich von Null ver- 
schieden, und deshalb sind es auch ihre respectiven Betriige 
A,, A,,...A,_;. Diese vergleichen wir ihrer Grisse nach unter 
einander und wihlen den kleinsten derselben aus, oder, falls 
es mehrere giebt, die nicht grésser sind als die tibrigen, einen 
beliecbigen von den genannten. Es sei dies der zu der 
Wurzel 7, gehérende Betrag A,. Die complexe Grisse 7, ist 
dann der erste Werth, welcher in die Function - f(a)  statt 


0 


x substituirt werden wird, um von da ab eine Beihe von com- 


- Cas, prom “Suny : ‘ 
plexen Grissen p+ qt, p+ q@ 7, ... zu bestimmen, bei 
deren Substitution fiir # die Betriige von — f(x) immerfort ab- 

a, 


nehmen sollen, und deshalb siimmtlich kleiner sein miissen als 


der Betrag A, der Grisse - f (y,)- 
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Im vorigen § ist gezeigt worden, dass keine Grisse p + qi 
eine Wurzel der Gleichung f(§)=0 sein kann, deren absoluter 
Betrag ry nicht. kleiner ist, als eine Grisse R, fiir welche die 
dortigen Bedingungen (15) erfiillt sind. Auch die Betriige der 
simmtlichen Grissen 7, 7,, .-1,_, miissen kleiner sein. als eine 


solche Griésse R. Setzt man nimlich in die Gleichung (2) fiir 
xz eine beliebige complexe Grisse p + qi, so kommt 


(6) 


] ; : -n—1 a -\n— ay 
— h(p+qi=n(p+qiy mead | pal lag qt) ee 
0) 0 0 

Nach dem schon angewendeten Lemma des vorigen § ist 


der Betrag der Grisse —f ‘(p+qi) nicht kleiner als das 


Agegregat 

(7) Cah VE meee ON Dee 
welches aus der rechten Seite von (6) entstanden ist, indem fiir 
das erste Glied sein Betrag selbst, fiir die iibrigen Glieder ihr 
Betrag, negativ genommen, gesetzt ist; dabei muss die Be- 
dingung erfiillt sein, dass das Aggregat (7) die Null iibertreffe. 
Sobald nun der Betrag yr der Grésse p+ qi nicht kleiner ist 
als eine Grésse R, fiir welche die Bedingungen (15) befriedigt 
sind, so werden diese Ungleichheiten, wie schon an jener Stelle 
erwihnt ist, auch durch den Betragr selbst befriedigt. In Folge 
der Ungleichheiten ist aber 


n— n—) 
ee nb ee 
(m— 1) ha (m —2) a 1 fil 
>(n— ae | m+tl hetale ee ak. 


Nun ist die Summe der natiirlichen Zahlen 1+24+3+4+..+n—1. 


gleich der Zahl ee 


, folglich der Factor von r auf der 


n(n—-1) 
2(n+ 1) 


Daher hat man die Ungleichheit 


oder 


rechten Seite von (8) gleich dem Bruche ” — 


n(n +3) - 
2 (n + 1) 


(8) nr 7 —(m—-YL,r —..-L,_,> arateiy 


7 : ies 
Mithin ist der Betrag der complexen Grisse peal (p + q2), 


Lipschitz, Analysis. 17 
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n(n+ 3) 21 
Dele ue 
und kann deshalb nicht verschwinden. Also miissen die Be- 
trige der Gréssen 7,, 74,-.-% 1, durch welche die Grisse 


sobald ry > R ist, grésser als der positive Werth 


_f'(o +4) zum Verschwinden gebracht wird, nothwendig 


kleiner sein als jene Grisse R, und das war ausgesagt worden. 

In der Sprache der Gawuss’schen geometrischen Interpre- 
tation heisst dies, dass die (n — 1) Punkte der Ebene 7,,7,,..7,_,, 
fiir welche die Function f’(z) gleich Null wird, von denen aber 
mehrere in je einem Punkt vereinigt sein kinnen, nothwendig 
innerhalb des mit dem Radius A um den Nullpunkt beschrie- 
benen Kreises liegen. 

Wenn fiir das in dem vorigen § gewiihlte und mit (10) 
bezeichnete Beispiel einer Function des sechsten Grades f(z) 
die erste Ableitung gebildet wird 


(9) {' (a) = 64° + 122° — 6 4?—12, 
so kann diese Function des fiinften Grades in der folgenden 
Weise in zwei Factoren zerlegt werden 


(10) fe 81) (e* 4 2). 

Der erste Factor verschwindet fiir die drei dritten Wurzeln der 
Soh an 

Kinheit 1, @, @°, wo wie friiher e=—t + a gesetat 


sein mige, der zweite Factor fiir die beiden rein imaginiiren 


f' (j) sind mithin die folgenden 
(11) 1,0 Qt 2h 81/9. 
Die Substitution dieser Werthe in die Function 

| f (a) = v° + 844 —22° —197 48 
giebt die Resultate 

f(1)=— 2, 
f(e)=7—9e, f(e)=7—9 0°, 
iV 2)= 12—16 V2.4, f(—iV'2) = 12 + 16/2. 3, 

Demnach erhalten die zugehdrigen Normen A?, A2, A2, A2, A? 
beziehungsweise die Werthe 


§ 63. Fundamentalsatz der algebraischen Gleichungen. 259 


4, 
305 305 
De wo 
656, 656. 


Da hier die erste Norm den kleinsten Werth hat, so ist 
die Wurzel 7 = 1 diejenige, welche die oben hervorgehobene 
ausgezeichnete Kigenschaft besitzt; man bekommt deshalb die 


Bestimmungen 
7, = 1, At =4. 


Was den absoluten Betrag der simmtlichen fiinf Wurzeln 
(11) anlangt, so.ist derselbe der Reihe nach so anzugeben 
(12) Vole 25.12 

Der im vorigen § bestimmte Werth der Grésse R war gleich 
5, und die in (12) bezeichneten absoluten Betriige liegen dem 
zuletzt bewiesenen Satze gemiiss unter dieser Grosse. 


§ 63. Fortsetzung. 


: 1 : 
Um den Werth der Function a f(x), welche zu einem be- 


stimmten complexen Werthe w= p+ qo a gehort, mit dem 
Werthe der Function, welcher zu einem andern complexen 
Werthe der Verinderlichen « gehért, zu vergleichen, kann man 
ie § 49 die Variable x durch das Aggregat der Grisse 


p° Ae gq? >; und einer neuen se teat 2 ersetzen, und auf 
diese- Weise die Function fa f(a) in eine rationale ganze Funce- 
0 


tion des nten Grades von zg verwandeln. Indem in iat Bae 
Gleichungen (1) und (9) fiir die Grésse & e Grosse p” + qi 


eingefiihrt wird, entsteht fiir die Function a f(y” + q° Faas 2) 
0 


die nach den ganzen Potenzen von 2 bis zur mten Potenz fort- 


schreitende Entwickelung 
i ; 1 (0) “ lees AG 
a) pe + itt + oD + 2-7 ‘Ne 
0 0 
. (0) (0) 

1 f'(p +a) ,, igo 2 e +g i) on 
+ dats Gea 7 aA 
Qo Dil (by n! 

Wenn s den absoluten Betrag der complexen Grisse 2 
und ~ den correspondirenden Winkel bedeutet, so dass 


960 Fundamentalsatz der algebraischen Gleichungen. § 63. 


(2) 2=s(cos mg +78i0g) 

ist, so tritt das Aggregat pet qi + s(cosg + ising) an die 
Stelle der complexen Griésse p + ¢q%, welche bis dahin statt der 
Veriinderlichen « substituirt worden war. Auf die complexe 
Grisse p + qi ist die Gauss’sche geometrische Interpretation an- 
gewendet worden. Aus derselben fliesst vermége des § 42 die 
folgende Construction des bezeichneten Aggregats. 


Von dem Punkte der Ebene p+ Qa aus ziehe man 
erstens eine Parallele zu der Halbaxe der reellen positiven 
Werthe und hierauf eine gerade Linie, welche mit der ersteren 
den Winkel g bildet, man schneide ferner auf der letzteren von 


dem Punkte at qi aus eine Strecke ab, die durch den ab- 
soluten Betrag s gemessen wird, alsdann reprasentirt der andere 
Endpunkt der Strecke die Grésse p+ qrits (cos@ + 7sing). 
Hiernach ist es klar, dass, sobald ein bestimmter Werth S 
des absoluten Betrages s festgehalten wird, und gleichzeitig 
dem Winkel g die Werthe von 0 bis 2a beigelegt werden, 
der Punkt p + gi + s(cosm + ising) um den Punkt p> + gi 
einen Kreis von dem Radius S beschreibt; desgleichen folgt, 
dass ein Punkt p+ go ite, bei dem der absolute Betrag s 
von 2 kleiner ist, als jene Grésse S, innerhalb des bezeichneten 
Kreises liegt, und dass ein Punkt p+ qQoi+ 2, bei dem der 
absolute Betrag s von 2 grosser ist als die genannte Grosse S, 


sich ausserhalb jenes Kreises befindet. 


ae ge ee ay. : , 
Viirp +q 2 mége gegenwirtig der im vorigen § ge- 


wihlte complexe Werth 7, genommen werden, welcher die 
Gleichung f’(7,)=0 befriedigt und der Funetion— f(2) einen 


von Null verschiedenen Werth verleiht, dessen Betrag mit A, 
bezeichnet worden ist. Sobald », eine einfache Wurzel der 
Gleichung /’(7)=0 ist, so muss f“(7,) Von Null verschieden 
sein; wofern aber 7, eine b,fache Wurzel ist, so verschwinden, 
wie dort bemerkt, die Ableitungen f Hn), nf (n,) und die 


Ableitung ee Ce. ist von Null verschieden. Demzufolge ver- 
schwinden auf der rechten Seite von (1) die betreffenden Coef- 
ficienten, und die Entwickelung erhiilt die folgende Gestalt 
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(b 1 
1 f° t%m) 


1 1 
3 aah ee ay ee page 
(3) BE 2) AUG tyre G, ees +... 
(a) 
De Se 


Es soll jetzt der complexen Grésse z ein solcher Werth 


Gy. 
@  beigelegt werden, dass der Betrag der Ghrsse 7 f(qirt ze) 


kleiner ausfallt als der Betrag der Grisse — F(a n.); der Be- 


wendig einen von Null ceaethtabes Werth. Der Betrag der Grésse 
= f'(y, +2) verschwindet nur mit dieser Grésse zusammen, und 
die letztere verschwindet nur fiir die » —1 cen PCR Ie 
der Grésse 7, + 2. Nun ist aber der Betrag A, von ~F Cn) kleiner 


als jeder der Betrige =f i pee Gay) ae hoéchstens 
einem von ihnen icich: deshalb kann der Betrag von 


1 : F é 
a f(y, + 2 a) niemals kleiner sein als der Betrag von 


il : 4 : 
ks f (n,), sobald pa gleich einer der Differenzen »,—7,,..4,_,—%1 
wird, die nicht gleich-Null ist. 

Um der fiir die Grésse 2° ausgesprochenen Forderung zu | 
gentigen, werde eine reelle positive unter der Einheit lhegende 
Grésse h angenommen, und die Grésse 2” 30 bestimmt, dass 
bei der Substitution z=z°? das aweite Glied der rechten Seite 
yon (3) dem in die Grésse (—h) multiplicirten ersten Gliede 
gleich wird. So entsteht fiir a die reine Gleichung des 
(6,+ 1)ten Grades 

1 por (n,) eee), Lay ) 

a, (6,+ 1)! Cae 
Dieselbe hat fiir jeden Werth von 0,, wie friiher nach- 
eewiesen ist, (b, + 1) von einander verschiedene Wurzeln, die aus 
einer beliebigen derselben durch die Multiplication mitden simmt- 


(4) 
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lichen (6, + 1)ten Wurzeln der Einheit erhalten werden. Aus 


jeder Wurzel der Gleichung 


itl | (6 + 1)! F(%) 
(5) be Se FOF Cy ) 


entsteht eine Wurzel der vated (4), indem man die erstere 

mit der positiven (b,+ 1)ten Wurzel aus der positiven Grosse 
1 

h, welche durch h ‘+1 bezeichnet werden moge, multiplicirt. 


Es sei ia eine bestimmte aber beliebig gewihlte Wurzel der 


Gleichung (5), so erzeugt dieselbe fiir 2 den Werth 
1 
whith 


(6) ou 
Die Gleichung (3) nimmt aa eee dieses Werthes die 
Gestalt an 

eet pe alle A =a. lle all itn Yah . 

A EM le rl CPP rat ead 8 Ure RA 27 


‘ by +2 
‘ates (7,) qyett2 , at 


Gy, (Oy 5 


(7) A+tu= 


(n) pelts 
1 , 0 oh 
+ i (,) ae He rae 
a nN: 


0 


Jetzt kann man durch die Wahl eines hinreichend kleinen 
Werthes der reellen Grésse h erreichen, dass der aufgestellten 


Forderung entsprechend der Betrag der Griésse -/ (7,+ a) in 
0 


der That kleiner wird als der Betrag der Grosse = f(y,)- 
Auf der rechten Seite der ersten Gleichung (7) lassen sich 
die beiden ersten Glieder zu dem Ausdrucke (1 —h) ie f (%,) 
a 


0 


vereinigen, wo 1—h einen reellen positiven Werth hat. Das 
in § 61 bewiesene Lemma-lehrt nun, dass der Betrag der com- 


ra 1 1) ; 
plexen Grisse reall (y, +2! ) nie grésser seinkann, als das Ag- 
re) 
gregat der Betraige von den complexen Gréssen (1—/h) nhs f(y.) und 
a, 


A+iu. Der Betrag der Grisse (1h) = f(,) ist gleich dem 
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Product, des positiven Factors (1—h) in den absoluten Betrag 
1 e > . 
A, der Grésse ae ). Insofern als 7, die Stelle der Grosse 
a) 
0 Ores oe! 
ae qi eingenommen hat, setzen wir f(y) =o +0 ‘ 
0 
und haben die Gleichung A, = Oe Vermige des- 
sélben Lemmas erhalt man einen Werth, welcher den absoluten 
Betrag der Griésse 4+ tibersteigt, sobald man eine positive 
Grésse $8, die den absoluten Betrag von jeder der Grissen 


(b1+2) 9 AQ 
Gye ied Gb GR). LON yunshiotd Obi nF h, 
a2 M05 2) sera a 
iibertrifft, auswihlt und den Ausdruck bildet 
9 b,+2 by+3 Digs 
~) Ch i ah 


1 

Weil aber / ein positiver echter Bruch und daher fe 
ebenfalls ein positiver echter Bruch ist, so wird der Ausdruck 
(9) noch weiter vergréssert, indem die siimmtlichen vorkommen- 
den gebrochenen Potenzen von h, deren Anzahl » —b,— Il be- 

by +2 

tragt, durch die Potenz h’'* ersetat werden, deren Exponent 
der niedrigste ist. Der Betrag der Grésse 4+ 7% ist somit 
kleiner, als der den Ausdruck (9) iibertreffende Werth 


bit? 
byt1 + 


(10) (n —b,—1) Bh 
Aus diesen Griinden liegt der absolute Betrag der Grosse 


4 f(y,+2”) unter dem positiven Werthe 


by +2 
bi+1 


(11) 1 —AyV OO +X + (n—b,-1) Bh, 


: Car 2 ere é ie 
wo der Exponent 54 Pal um den positiven Bruch Sbech 
erdsser ist als die Einheit. Es lisst sich nun die reelle posi- 


tive Grésse h so annehmen, dass die Bedingung 
1 


(12) Vo? Ors, (n—b, —1) 8 jo 
erfiillt ist, und sobald dies geschieht, wird der Ausdruck (11) 


kleiner als der Werth Vy Oa Om Mithin wird der absolute 
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Betrag der Grosse - ACP +8") kleiner als der absolute Betrag 


der Grésse a f(y,), und die vorhin angegebene Forderung ist 
erfiillt. . 

In unserem Beispiele war fiir 7, der Werth 1 gefunden. 
Man hat demzufolee z=1+2 zu setzen, und den Ausdruck zu 
bilden 
(13) f(l+ 2) =— 24 272? + 302%+ 1824+ 6 2°+ 2°. 

Da 7=1 eine einfache Wurzel der Gleichung /‘(7) = 0 
ist, so ist die mit b, bezeichnete Zahl gleich der Einheit und 
der Factor von 2? in der Entwickelung von f(1 + 2) kann nicht 
gleich Null sein. Demnach ergiebt sich fiir die Grosse C die 
reine quadratische Gleichung 


(14) QTC? = 2, 
welche die beiden reellen Wurzeln 
al 1 


2 \2 Q\2 
15 HD el at 
el id &) eS 
liefert. Sowohl wenn die eine wie auch wenn die andere fiir 


c wewihlt wird, muss nach der aufgestellten Vorschrift die Zahl 


%$ grésser genommen werden, als jede der positiven Gréssen 
3 4 5 6 


2i\2, DVR) Ahead fod \2) 
(5) » (22) » (20) > (er) 
1 


Vie ude oe hy 
Weil aber (=) <3 ist, so sieht man sogleich, dass 
der Grosse (1) ist gleich 2, die Zahl n—b, —1—4, folglich 
gentigt es, die Grosse h durch die Forderung 


1 
a) 2>4.2.R2 


zu beschrinken. Man darf deshalb eine der beiden Bestimmungen 


wihlen 
Tow oa Bieta | 
17 Pe) =. 2 : men f: 2 2 77 


sobald 4? kleiner als 4 das ist, h kleiner als i genommen 
wird. 


I 
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§ 64. Fortsetzung. 


Aus der Gleichung (6) des vorigen § ergiebt sich, indem 
fiir h ein den aufgestellten Bedingungen geniigender besonderer 


Werth 2 genommen wird, als ein fiir « zu setzender Werth 
der folgende 


1 
(1) p+ qr q = "+ aay ae: ae 
wo au eine bestimmte aber beliebige von den b,+ 1 Wurzeln 
der dortigen Gleichung (5) ist. Der Werth (1) hat die doppelte 


Q) 


? 


Kigenschaft, dass der Betrag der Grosse + f( p+¢q +) kleiner 


ist als der Betrag der Grisse Ff (y,), und dass der Betrag der 
ie ey in : : 
Grosse mila (p +4q 4) von der Null verschieden ist. Wenn 


der Betrag der Grésse — f(p?+ qi) den Werth Null erhiilt, 


so ist in (1) eine Wurzel der vorgelegten Gleichung dargestellt 
und unser Ziel erreicht. Fiir jeden anderen Fall wird das 


Verfahren fortgesetzt. Wir substituiren in a f(a) statt x das 
Agegregat ; 

(2) 2=p+ qi +2 

und erhalten vermége der aus § 49 entnommenen Resultate die 
nach den Potenzen der neuen Verinderlichen z fortgehende 
Entwickelung 


u ; 
Ceee ig ee 
aa. — f(p-+¢ (1). a - efit (p? +g? iet ; 


o 
a in f(p M4 gi) 
Qy n} 
In derselben ist nach den geltenden aes wm 
qa). 
t), 


ie 


weder die Grosse “f (p+ gi) noch die Gri Gsse ‘al (p +¢ 


welche den Factor von ¢ bildet, gleich Null, Bee in der 
Entwickelung (3) des vorigen § der Factor von @ stets eee 


Man kann nun der complexen Grosse 2 einen solchen Werth 2” 
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geben, dass der Betrag von me (p° +g" 2” ) kleiner wird 
als der Betrag von a Pag q i); auch muss dann gleichzeitig 
der Betrag von af : (p + q°? i + 2) von Null verschieden sein, 
weil der Betrag der Grésse _ t (p> +4 i+2) iiberhaupt nur fiir 
diejenigen arr ae von ¢ verschwinden kann, bei denen der 


Betrag der Grdsse ih (p" hay ++) griésser oder gleich dem 
a you -— al os und deshalb gewiss grésser als der Betrag 


—f re io 4) ist. 


“Eine Bestimmung ce Grésse 2 wird erhalten, indem man 

verlangt, dass fiir z=2) das uweite Glied der rechten Seite 
von (3) gleich dem Product des negativ genommenen ersten 
Gliedes in eine reelle positive unter der Einheit liegende Grésse 
h sei. nese Forderung ist der im vorigen § zu der Bestimmung 
von 2°’ formulirten Forderung thnlich, unterscheidet sich aber 
von jener wesentlich dadurch, dass durch eme reine Glei- 
chung des (b, + 1)ten Grades gefunden wird, ae mindestens vom 
zweiten Grade sein muss, dass dagegen fiir 2 die Gleichung des 
ersten be auftritt 


Wenn ets eine Grosse C° die dose aufgestellt wird 
1 i . 

(5) af (p+ gi) P= — = f(y + 9%), 

so kommt — ; 


(6) oO A 
und die Gleichung (3) verwandelt sich in die folgende 


1 (l (1) . 
gfe Pith) = f(p + gi) 


hE FWP gi) +h in 
(7) %; 
Atipa— if (p+ qi) 1)?” 
aay 2! > 
(n) 
1 
SS f (p"” +4 
M n! 


(1) 


a) ray” 7° 
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Es werde nun ein positiver Werth Q” so angenommen, 
dass derselbe grésser ist, als der absolute Betrag von jeder der 
Groéssen 
(8) el (p” cts qi) at ees 1 a (p" ae qi) ray 

a, 2! yi GU > n! : 
dann ist nach dem in § 61 bewiesenen Hiilfssatze der absolute 
Betrag der Grisse 4+ kleiner als der Werth 
(9) QA + OMA +... + DON, 
und, weil / ein positiver echter Bruch ist, um so mehr kleiner 
als der Werth 
(10) (n — 1) D© h? 

Vermoége desselben hana ist in ee der Gleichung (7) 


der Betrag der Grésse a Gg q Mie) kleiner, als die 


Summe des Betrages der Grosse (1 hn of ( pe tg q 3) und des 


Betrages der Grosse 2+ 4m, mithin, pata 2 f+ qt) 


= 14 yi gesetzt wird, kleiner als die erie 
(11) (1—nyV + oO +  —1) © Be. 

Sobald nun die reelle positive unter der Einheit befindliche 
Grosse h so gewahlt wird, dass 
(12) V Oe w= (n—1) Oh 
ist, was immer angeht, so erhilt der Ausdruck (11) einen Werth, 
der unter dem Werthe ae: yo” tee Folglich ist der ab- 
solute Betrag der Grosse —— a (p+ go yy ih ) unter den ab- 


Ses ; 
soluten Betrag V ory — der Grosse ~~ f( p? + gi) herab- 


gedriickt und das Verlangte geleistet. 

Wenn man in dem behandelten Beispiele die Annahme 
macht . : 

ns 

(13) fi . 16.16 = 16’ 
so kommt gemiiss dem BistBh Ausdrucke in (17) des tates S, 
welcher der positiven Wurzel der dortigen Gleichung (14) ent- 
spricht 
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ye soe 
folglich, da 7, = 1 ist, 
CUA 5) ot 
(15) jp a tir aie 
Dadurch entsteht die Entwickelung 
(16) f(z +2)= = 1,/ 9321216 


+ 2, 8579890 z 
+ 30, 2775936 2° 
+ 23, 740500 2° 
+19, 5375 at 
7626 z 

re eae 
Die Grosse tae erhilt hiernach die Bestimmung 

(17) 2, 857989 C = 1, 9321216, 


ae 2) . aS es : 
und der positive Werth Cast grésser zu wihlen, als jede der 
Gréssen 


5 


Id (Sed ae 1d raga ana B Cd (Sad Ae A 
die absoluten Betriige der Coefficienten sind hier immer durch 


* es os . 2 
die nachst gréssesten ganzen Zahlen ersetzt worden. Weil ine 
gleich einem positiven echten Bruche wird, der kleiner ist als. 


3 : ; : ;? 
“a? SO geniigt Tir O° die Zahl 18, welche grésser ist als 31 () : 
ell Wea OR WZ \s , oka. 

Der absolute BetragV t+ u®” von f T¢ ) ist gleich 1, 9321216, 
mithin verwandelt sich (12) in die Ungleichheit 
(18) 1, 9321216 >5.18h. 

Fiir einen Werth von h, welcher dieselbe befriedigt, wird 
2” durch die Gleichung 

r (2) 1, 93821216 
19 exe 1G2 ee 
Gi 7 2 857989 ” 


determinirt. 


§ 65. Fortsetzung. 


Das in dem letzten § auseinandergesetzte Verfahren kann 
in dem Falle, dass es nicht zu der directen Darstellung einer 
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Wurzel der Gleichung f()=0 fiihrt, beliebig oft wiederholt 
werden. Denn aus einer reellen positiven unter der Einheit 


liegenden, die dortige Bedingung (12) erfiillenden Grosse h=h” 
ergiebt sich ein Werth z=” und dadurch ein Werth von x 


(1) p+ Gia pe oS +4 ee 
bei welchem der Betrag der Grdsse a (p?+ ¢ OF) =f 4 4° 
kleiner ist als der Betrag der Griisse “ =~ af ( p? + ‘== fe u4, 


und der Betsag der Grisse —— ~f os ge 4) nicht verschwindet. 


Diese beiden vésaeaaionn geniigen aber, um eine Ent- 
wickelung 


qd } + — if 2). 
| Am (p” (2). ide n 


ay nt 


lah ee) @ye 

Pp 9 ie+..+ , 
Ay 

vorzunehmen, welche die Anwendung derselben Operationen ge- 
stattet, die mit der Gleichung (3) des letzten § vorgenommen 
sind. Wir kénnen also in der That successive solche Werthe von 


a aufstellen, 
(0) ). @ Q@-. @ Q) 
Pad GP as 2 GP oe” 


dass die zugeordneten Betrige der Grosse -f (x) 


VO? eu, Vien uO, Viera u®,.., 
wofern nicht einer derselben den Werth Null erhdlt, fortwihrend 
abnehmen. 
In Betreff der Stirke des Atnenenens lehrt der vorige §, 
dass, nachdem der reelle positive die Einheit iibertreffende 


Werth h, welcher die Stelle des daselbst mit h bezeichneten 
Werthes einnimmt, so gewiahlt ist, dass er der Ungleichheit 
(3) VO 4 uO > (n=1) D1 

gentigt, fiir den Betrag V 40, 4 y@ die Ungleicheit 

(3%) V@* 41? < (1-1) Vi? 4 uw? + (m — 1) 2 H 
besteht; auf dieselbe Weise hat man, indem die entsprechend 
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gebildeten Gréssen durch fortlaufende Zeiger characterisirt werden 
(4) Vie 4 W? <0 —A% Vie? + uw? +n —1) 272, 
V O24 Os (n — 1) DP?) us. f. 
Hieraus lisst sich schliessen, dass die Betrége Vo? 4 yO”, 
V ore uw”. nach und nach kleiner werden miissen, als eine 


beliebig kleine gegebene Grosse 0, sobald eine positive Grisse Q 
existirt, welche grisser ist, als die stéimmtlichen nach emander auf- 


i 2 3) : ; 
gustellenden Grossen shea oye . Wir werden zuerst die Voraus- 
setzung der Existene emer ein Grosse Q machen, und spidter 
die Existene selbst nachweisen. 


Die einzelnen Grissen O°, Q ,-- mdgen gleich von vorne 
herein so gross angenommen sein, was stets zulissig ist, dass 
die Bedingungen 
(5) VO? 4 uw <(n —1) He, Vim 4 uw <(n— 1)? ae 
erfiillt sind. Dann muss ein Werth ne, welcher die Ungleich- 
heit (8) befriedigt, von selbst ein echter Bruch sein; dasselbe 

: ba 3 ; F 
gilt von den Gréssen n 3 ... Wir treffen nun eine solche Wahl, 
2 : 2 * 
dass h gleich der Hadlfte des echten Bruches wird, unter dem 
2 . . . e 
i legen soll, verfiigen in entsprechender Weise iiber ke. Me 
und erhalten die Gleichungen 
Vo? 4 + yt CORRS Vier + ue 


aca eer 2 (n— on ; 
Dadurch verwandelt sich die Ungleichheit (3*) in die folgende 


—_—— —— @? 4 (0? 
(1) Vie 4? <V "4 yo” (: a ee 53 
4(n—1) 0, 


(6) 72 = 


ebenso hat man 


Ree are ee Gr a 
(8) Vor 4 UO LV @* 4 (1 — Vecchi = my 
4(n—1)D 
Terse i. 
Die Voraussetzung, dass die siimmtlichen Grissen me. ge te 


kleiner bleiben als eine bestimmte Grisse Q bewirkt nun, dass; 


wenn man in den Ungleichheiten (7), (8) die Grissen Q”, O, , 
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respective durch Q ersetzt, die in den Klammern von der Ein- 
heit abzuzichenden Grissen kleiner werden, und um so mehr 
die Ungleichheiten gelten 


i)? 4, 
QQ) Vie 4 <V Oy oO ( 1: Vion ) 


4(n —1)Q 
— ay? (9)2 
(10) Vii? $e? VO? 4 ( Mase les aa 
n— 1) 


ia a 

Ks ist gegenwiirtig aber nicht méglich, dass fiir eine be- 
liebig weit ausgedehnte Fortsetzung die Betrige Vor sg uo”, 

ii 
9 2 ° Ss . . . . . 

V 4 y® ,--- Immer grésser bleiben als eine beliebig kleine 
gegebene positive Grésse 0, oder dieselbe nur erreichen; sie 
miissen vielmehr schliesslich unter jede Grésse 0 herabsinken. 

Gesetzt es ware / 1? 4 10; V O24 @'> d,..und 
zuletzt fiir eine gewisse Zahl NV auch V ory u®* > 6, dann wiirde 
man in den Klammern der Formeln (9), (10) die Gréssen 
V ory yD” V O74 uw”. simmtlich durch d ersetzen diirfen 
und dadurech die zu subtrahirenden Ausdriicke abermals ver- 
kleinern; auf diese Weise entstiinden die Ungleichheiten 


Y (2)? @? —)Y a)? 4 ,(? ca a OAS 
ES oan A a) (1 in std 
(3)? (3)? Va (2)? (2)? ee os 
(1) V4 PS ap (1 1G; Are 
(Ny)? (N)2 vA (N—1)? (N—1)? rs visa a eee 
Vt + u Zu ai + u (1 i nal 


Aus denselben folgt durch Multiplication die Ungleichheit 
Sea Se TTS Eis = éd N-1 
(N)? (N)? qa)? @? ager 
(12) V4 + U <Vi + U (1 Ti) ; 
Auf der rechten Seite befindet sich hier die (NW—1)te Po- 
") 
tm—1)Q° 
sich aus § 19 ergiebt, bei einem wachsenden Werthe der Zahl 
N kleiner als jede noch so kleine gegebene Grisse. Es kann 
deshalb die Zahl N immer so gross gewiihlt werden, dass die 


tenz des echten Bruches 1 — Dieselbe wird, wie 


in den Factor V 2? + u®” multiplicirte Potenz kleiner wird als 
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die Griésse 6. Dann wiirde aber die Consequenz eintreten, dass 
Vip <9 
sein miisste, wihrend nach der gemachten Annahme 
V 2 4 uP >6 
sein soll. Wir stossen damit auf einen Widerspruch, und haben 
also bewiesen dass unter der bezeichneten Voraussetzung die 
Betriige Vor yo” V @4 w”,... nach und nach kleiner 
werden miissen als jede noch so kleine gegebene Grisse 0. 


§ 66. Fortsetzung. 


Es bleibt jetzt noch zu zeigen, dass es stets eine positive 
Grisse Q giebt, die grésser ist, als die stimmtlichen successive zu 
bildenden positiven Grissen O°, OQ ,... Die in § 64 fir OM 
aufgestellte Bedingung besteht darin, dass dieser Werth grésser 
sein soll, als der absolute Betrag von jeder der Grissen 


uw Q) qd). 1 : 
CONE Se Gear i) por 1 rae (p' hee q i) 2)? 
GTS iets 


(1) a, 9! Te n! Co 
withrend ¢° den Werth hat 
(2) Wee oe (p+ g° 4) 


fp? + gi) 

die auf O°... beziiglichen Bedingungen gehen aus den vor- 
liegenden durch das entsprechende Vorwiirtsschieben der Zeiger 
hervor. Die in (1) angefiihrten Grissen sind Producte aus den 
durch feste numerische Ausdriicke dividirten Ableitungen der 


. 1 ; 
Function #2 f(a) und den Potenzen der Grisse age der Betrag 


0 


jeder einzelnen Grosse wird erhalten, indem man die Betriige 
ihrer Factoren mit einander multiplicirt; wenn daher bewiesen 
wird, wie gleich geschehen soll, dass sowohl die Betriige der 
stimmtlichen mit numerischen Nennern versehenen Ableitungen 
stets unter einer gewissen Grésse liegen, wie auch dass der 


? tyswe (2) £3) . : : : 

Betrag der Gréssen C, C°’,... immer kleiner bleibt als eine 

bestimmte Grisse, so existirt nothwendig eine Grésse Q, unter 
@) @@) 

welcher OQ, Q°’7,... enthalten sind. 
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Um fiir die Betrige der durch die beziiglichen Zahlenfa- 
cultiiten dividirten Ableitungen 
eer tet. (a). wtf () 
Ge NMP 6 st oe nla 
in denen statt x successive die Gréssen 


. 


; p+ g i, po + 4, ; 
zu substituiren sind, obere Grenzen festzusetzen, erinnern wir 
uns des in § 61 bewiesenen Resultats, dass, wenn der Betrag r+ 
der complexen Grisse p + qi grésser gewiihlt wird, als ein 
Werth &, der die dortigen Bedingungen (15) erfiillt, der Betrag 


1 ot as : 
der Grisse me FD + qi)=t+ ui die Bedingung 
n 


DD) ry a ee 
(3) Ve+tu Tae Ty 


erfiillen muss. Nach § 62 ist der Betrag von jeder der »— 1 
Gréssen 7,, %,--%n—1, durch welche die Gleichung /‘ (7) =0 
befriedigt wird, nothwendig kleiner als jeder fiir R anwendbare 
Werth. Nachdem an jener Stelle die Wurzel 7, so bestimmt 
ist, dass keiner unter den Betriigen der Gréssen 


1 1 1 
a, | nds rehuy oi a, | %-) 


von dem Betrage A, der Grosse + F(m) =t, + u, 7 tibertroffen 
0 


wird, dann lisst sich der Werth & jedenfalls so gross nehmen, dass 


R V/ 2 4 0? 
(4) iia = t + uU = A, 
ist, und dies mége geschehen sein. Die Bedingung (4) kann 
unter Umstiinden von selbst erfiillt sein, wie sie es in dem be- 


handelten Beispiel in der That ist; denn man hat dort k= 5, 
n+1=7, t% +4 —4, Das uu der Herstellung der Gréssen 


p® + qhi, p+ qi,... vorgeschriebene Verfahren _liefert 


nur solche Betriige Vo?” : V + u,.. die kleiner 
sind als der Betrag V ©? +. Deshalb kann der Betrag r 


; 72 1 Dea?) Oa 
von keiner der complexen Gréssen p ee ¢ ‘ 1p + q 1,..grésser 
oder gleich der Grisse R sein, die der Ungleichheit (4) geniigt. 


Denn wofern > FP ist, so folgt fiir-den Betrag der betreffenden 


Lipschitz, Analysis. 18 
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Gross s der Ungleichheit (3) die Un- 
gleichheit 
= 7 Ri 
\ [42 

oO) Vit ea ae 
wiihrend aus (4) die Ungleichheit 

_fr i (7 4 40)? 2 yy? 
(6) its Vga +u >VP Fu 


folgen wiirde. 

Hiemit aber wir Awe Gewissheit, dass der Betrag von 
jeder der Groéssen pe ne ge 4, p+ gi 7,.. welche bei dem an- 
gewendeten Verfahren auftreten kénnen, kleiner — a der 
bezeichnete Werth R. Dass die Grésse », =p e q° 7s die- 
selbe Eigenschaft hat, ist vorhin erwihnt worden. Bei der geo- 
metrischen Interpretation liegen demnach die simmtlichen Punkte 
ee re go 4, yp” “ qo, Doe ries ee . innerhalb des mit 
einem Radius gleich R um den Nullpunkt beschriebenen Kreises. 
Vermige des mehrfach angewendeten Hiilfssatzes aus § 61 werden 


nun die Betriige der mit ihren Nennern versehenen Ableitungen 


1 (ie (a) _ wt=1) (n—1) (n—2) a, n—3 a, 9 
a ee ae cn oR a Be 
1 = @) _n(n —1)(n— 2) 
(Dra, 31 
a (n— 1) (n—2)(n—3) a, Pin Be ees 
3! ay a,’ 


PA : a . 

vergréssert, indem man ra durch seinen Betrag Z,, “s durch 
C0) 0 

seinen Betrag L, ersetzt u. s. f., und fiir c= p+qi die Grisse 
R substituirt, welche griésser ist als der Betrag + von p +qi. 
So entstehen fiir die betreffenden Werthe die oberen Grenzen 

n(n— 1) n—2 (n—1) (n—2) n—3 

aay Cou Ro + BEG L,R  +..+ Dy» 


| aL ioe BS og es) Wii 0S dita 


31 +..+ DL, 5, 


Da die Grésse R den Bedingungen geniigt 
R R* Re 
ao Sie L, —_ 
ree a meri vara m+1° 
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so kann man die cinzelnen in (8) angegebenen Werthe noch grisser 
2 


R R 
machen, indem man ey statt L,, csi statt Z, setzt, u.s. f. 


Dies liefert die folgenden Ausdriicke, welche nur den Werth R 
enthalten 


__ n(n —1) + (n— 1) (W— 2) +..42.1 nee 
(9) ba 2! (n + 1) a 
© __ n(n—1) (n—2) + (n—1) (n—2) (n +8) +..43.2.1 Rr 
| i ns ABs 1) 


und die Bivouwchatt hater dig Bettis de aie ae mibcorigel 
Zahlenfacultiiten dividirten beziiglichen Ableitungen zu iibertreffen. 


Das Vorhandensein soleher Ausdriicke war aber nachzuweisen. 


(3 Py 
Die Groéssen io ; ie ae werden nach der Vorsehrift der 


Gleichung (2) erhalten, indem in den Ausdruck 

f(p + i) 
10 ime ee: Be 
oS ~ ROT? 
fiir p+ qi nach einander die Grissen 

1 (i. 912) (2). 
prt gi, p+ gs). 
eingesetzt werden. Fiir die Function f‘ (~) des (n— 1)ten Grades, 
welche den Nenner bildet, ist in § 62 unter (5) die Zerlegung 
in Factoren des ersten Grades 
1 

angegeben worden. 

Diese fiir jeden Werth von x giiltige Darstellung erlaubt, 
statt 2 die beliebige complexe Grésse p + qi zu substituiren; 
dadurch ergiebt sich eine neue Darstellung ftir den Nenner des 
Ausdruckes (10) und der vollstiindige Ausdruck verwandelt sich 
in den folgenden 

1 
aya (p + qt) 
(2) 4gi—n) WF Gi) DFT Mea) 
Bei den zur Anwendung kommenden Werthen von p + q? 


nimmt der Zihler — pits (p + q7) nur soleche Werthe an, deren 
A 


Betrag kleiner ist, als der Betrag V7? + ui" der Grésse 


1 Oe eres nd es lisst sich fiir jeden Factor 
a f(p +¢ 9 a f (qx), Wn J 
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des Nenners p + qi — 7,, wo g die Reihe der Zahlen 1,2, 3,..%—1 
durchliuft, cine zugehdrige die Null itibertreffende Grosse e, 
bezeichnen, welche immer kleiner bleibt als der Betrag des Factors. 

Die Formel (3) des $63 enthilt die nach den Potenzen 


: : 1 
der Grisse z geordnete Entwickelung der Function rahe (n, +2). 
0 


Wenn in der Function —f (x) die Veriinderliche x durch das 


mit der Wurzel n, gebildete Aggregat 4, + 2 ersetzt wird, so 
folgt aus denselben Grundsiitzen die der Wurzel 7, entsprechende 
Entwickelung 


by+1) (a) 
eA, Pipe eerie el 


1 1 n 
(13) 5 ge) F(a.) + eal Ames ee +..4+ Ae ea 


die Zahl b, giebt hier nach (4) des § 62 an, eine wievielfache 
Wurzel 4, von der Gleichung 7“ (7) =0 ist, und es leuchtet ein, 
dass solche unter den Gleichungen (13), die sich auf zwei ein- 
ander gleiche Wurzeln beziehen, zusammen fallen. In § 62 war 
os iL s 
der absolute Betrag der Grisse ag f(y.) gleich A, gesetzt wor- 
0 5 5 
den, ferner 
(14) Al VO? 4 yO, 
zugleich darf keine der Differenzen A,— A, negativ sein. 
: Tye) Ue ee x 
Weil nun der Betrag Vo?” der complexen Grisse 
1 q) (iis aN a). eGANS tLe 
aul, (p +q 7%) unter dem Betrage Vo + u™ liegt, so kann 
0 


immer eine von Null verschiedene positive Grisse / so gewiihlt 
werden, dass 

(15) V or 4 ade eee Vora uw” > 4 

ist. Es ist aber miglich zu zeigen, dass, wenn in der Gleichung 
(13) der Betrag von ¢ nicht tiber einer gewissen Grisse @, liegt, 


der Betrag von _ f (Hj, + 2) grésser sein muss, als die Grisse 
fey. ; 

Aus dem Lemma des § 61 ergiebt sich, dass, sobald auf 
der rechten Seite der Gleichung (13) statt des ersten Gliedes 
dessen Betrag A, gesetzt wird und statt der stimmtlichen tibrigen 
Glieder deren Betriige, negativ genommen, gesetzt werden, und 
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wenn das so gebildete Resultat einen positiven Werth hat, der 
y ae 1 - 
Betrag der linken Seite oe f (7, + 2) groésser als jenes Resultat 


oder iussersten Falles demselben gleich sein muss. Wir stellen 
jetzt fiir den Betrag von z die Forderung auf, dass der Betrag 
von jeder der Grissen 

fd) pet Pi) 
agiOxer 1)! tant ina, ian! 

AA ee ; 
kleiner sei als die positive Grosse er , dann wird das 
Aggregat dieser n— b, Betrage kleiner als die Grésse A, —A, +2. 
Fiigt man zu dem Betrage A, dieses Aggregat, negativ, genom- 
men, hinzu, so ist mithin das Ergebniss grisser als die Diffe- 
renz A, —(A, — A, + 4), welche den die Null iibertreffenden 
Werth A,— 7 hat. Folglich ist unter der fiir den Betrag von z 


(16) 


aufgestellten Bedingung der Betrag der Grosse —f (y+ 2) grosser 
0 


als der Werth A, — 4. Die in Rede stehende Bedingung kann auch 
in der vorhin angedeuteten Gestalt, niimlich so ausgedriickt 
werden, dass fiir den bestimmten Werth des Zeigers g der Be- 
trag der Grosse 2 gleich oder kleiner sei als eine reelle posi- 
tive Grésse 0,3 Q, muss dann so beschaffen sein, dass der Be- 
trag von jeder der Gréssen 


prs +1) (2) 
(7 a) be+1 ao f PRC n 
(16*) (rae 0 
By i Pah er eet 
Ag A,+4 


unter der Grésse liegt. 


ii — Os 
Wenn in der Gleichung (13) die Grésse 7, + 2=p + qt 
gesetzt wird, so ist z=p+qi—y,. Das so eben abgeleitete 
Resultat hat demnach den Inhalt, dass der Betrag der Grdsse 
wee (p + qi) grésser sein muss, als der Werth 4, — 4 sobald 
ay ; 
fiir einen bestimmten Werth des Zeigers g der Betrag der Grésse 
p+ qi—y, gleich oder kleiner ist als der definirte Werth g,,. 
Der Betrag der Grésse p+ qi—y, ist, geometrisch gedeutet, 
das Mass des Abstandes zwischen den beiden Punkten der Ebene 
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p+qiund n,. Nach den getroffenen Annahmen hat die Glei- 
chung f’ (7) =0 die Anzahl b, von Wurzeln, die gleich einer 
bestimmten Wurzel 7, sind, und es sollen, was offenbar immer 
méglich ist, die Gréssen g@,, welche zu gleichen Wurzeln 7, ge- 
héren, dann auch zusammenfallen. Wir denken uns nun um 
jeden Punkt 7, der Ebene mit dem zugeordneten Werthe 9, als 
Radius einen Kreis beschrieben. Ein Punkt p + qi der Ebene 
liegt innerhalb des um den Punkt 7, beschriebenen Kreises, 
oder auf demselben oder ausserhalb des Kreises, je nachdem 
der Betrag der Grisse p+qi—y, kleiner als @,, gleich 9, oder 
grésser als @, ist. Wir erkennen also, dass der Betrag der Groésse 


f(p +qi), welcher, sobald der Punkt p+q7 mit dem Cen- 


trum 7, zusammenfallt, gleich A, wird, grésser bleiben muss, 
als die Grésse A, — 4, wofern der Punkt p+ qi innerhalb eines 
bestimmten jener Kreise oder auf der Peripherie von einem 
jener Kreise liegt. 

Nach der Ungleichheit (15) ist die Grésse A, —4= 
Vio? 4 Of grésser als der Werth Vere a, folglich 

a 1 : : 
muss der Betrag der Grésse cal (p+q7) auch grésser sein als der 
0 


Werth V 4° +u®, so lange fiir einen einzelnen Zeiger g der 
Betrag der Grosse p+ qi—y, kleiner oder gleich e, ist. Der 
Betrag der Grisse f(w+qit) ist aber fiir die Substitution 
p+eqi=p + qi gleich dem Werthe Vo? ey? selbst, 
und fiir alle bei dem erérterten Verfahren spiiter vorkom- 
menden Bestimmungen der Grisse p+ qi kleiner als der 
Werth V 2? + u®*, Bs muss daher fiir alle bezeichneten an 
die Stelle von p+qi zu setzenden Grdssen pegs, 
mee gi, . . jeder einzelne der Betriige p + qi— y « grsser 
sein als der zugeordnete Werth e,- Diese Thatsache lautet 
in der geometrischen Sprache so, dass alle Punkte > ae qi, 


(2) @). 5 : 
p +q 7%..., welche durch unser Verfahren successive erhal- 
ten werden, ausserhalb der einzelnen Kreise liegen miissen, 
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welche um die Punkte Ne mit den zugeordneten Radien 0, be- 
schrieben sind, und correspondirt mit der vorhin erwahnten 
Kigenschaft, dass alle jene Punkte sich innerhalb des Kreises 
befinden, der um den Nullpunkt mit dem Radius R_ be- 
schrieben ist. 

Der Betrag des Products (p +qi—y,)(p + qi—y,).. 
(p+qi—y,_,) ist gleich dem Product von den Betrigen seiner 
Factoren und bildet daher das Mass fiir das Product aus den 
Abstinden des Punktes p + gz von jedem der Punkte n,- Da 
der Betrag des Factors p+ qi—y, grosser bleibt als die 
Grosse 9,, so ist der Betrag des Products nothwendig grisser 
als das Product , 

(17) Og: 1O0e 
Hieraus folgt, dass der Betrag des Ausdruckes (12), bei dem 
der Betrag des Zihlers, wie schon erwihnt, unter der Grosse 


der Grésse p+ qi? kleiner ist als der Werth 


V/ ©? 0? 
te +u 
(18) ——______—_,, 
Cris + + Cy 
und damit ist unserer Behauptung gemiiss ein Werth an- 
. . a 2) .(3) : 
gegeben, iiber welchen hinaus die Gréssen iB i fe ,--+ niemals 
wachsen kénnen. Auf diese Weise steht die Existenz einer 
2 3 . es 
Grésse @Q fest, unter welcher Sakon oe liegen miissen. Daher 
ist es jetzt unbedingt bewiesen, dass die successive zu bildenden 


2 2 2 2 9)2 2 
V7? yi”, Vere um, Viera ues. 
nach und nach kleiner werden, als eine beliebig kleine ge- 


gebene Grisse. 
Wir wollen uns jetzt noch davon iiberzeugen, dass sowohl 
der reelle wie der imaginire Theil von den erhaltenen Werthen 


p+ ge pee Nps qi, .. einer bestimmten Grenze 
beliebig nahe kommt. Die mit ey und eae: bezeichneten Grés- 
sen werden nach § 64 und der Formel (10) dieses § durch die 
Gleichungen 
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0 Fs gi) 

i Wilh atl i il 
(19) ey Zr” ty @ i) 

prs fe +¢” 4) 


0 
dargestellt. Weil hier der Betrag des Zihlers fiir ein hinreichend 
grosses NV kleiner wird als eine beliebig kleine gegebene Grisse, 
der Betrag des Nenners aber stets grésser bleibt als das Product 
(17), welches gp, genannt werden mége, so wird der Betrag 


von C und ct” selbst beliebig klein. Man darf sich deshalb 


das Verfahren so weit fortgesetzt denken, dass es zulissig ist, bei 


(N) 


der Bestimmung der Grésse ip we q  % die zugeordnete Grésse 


n°—1 zu nehmen. Hierzu ist wegen der Gleichung (7) des 

§ 64 nothwendig und hinreichend, dass der Betrag des Aus- 

druckes 

20) 1 f'(@ 
a, ar 


(N— Dates OB —l 


ve 
D ogc: 
(21) N—1) N—l). 
1 fw +d roxy” 
a, a . 


-f 


kleiner sei als der Betrag des Ausdruckes ~~ iar q cae 


Alsdann at man 


(21) ” Ben ges=pr + oo sh bee 
und die Grésse — —f ( (aa gi) wird dem Ausdrucke (20) gleich. 
In dem eee (20) mégen die Ableitungen 

1 Wis (p 1) +4q (N—1) i) 1 ¢ (oe te ae qi) 

dy 2! Hwa n! 2 


respective durch die in (9) dieses § enthaltenen positiven Werthe 
ersetzt werden, welche immer grésser sind als die a 


den Betriige, und die Grosse a  dureh ihren Betrag a ’ dann 


entsteht ein Aggregat, das nach unserem Lemma grésser ar der 
Betrag von (20) oder ihm héchstens gleich ist. Fiir 6 wird die 
fiir einen hinreichend grossen Werth der Zahl N stets erfiillbare 
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Forderung aufgestellt, dass, wiihrend ¢ eine reelle positive unter 
der Einheit liegende Grosse bedeutet, 


W) (N))2 N))\2-! 

(22) ©, 6 + ©, (6)? +. + OO)” Keg, 
sei. Dann folgt fiir das angedeutete Ageregat die Ungleichheit 
ee 8) Oey a Ob eae ge 

Nun lehrt der Ausdruck von eS in (19), dass g, a 
kleiner ist als der Betrag der Grisse Ae (pore geo, und 

(by 

wir sahen ausserdem, dass der Betrag des Ausdruckes (20) 
kleiner oder gleich der linken Seite von (23) ist. Mithin 
zieht die Forderung (22) die Folge nach sich, dass die fiir 
aa aufgestellte Bedingung erfiillt ist. Da ferner der Aus- 
druck (20) gleich der Grisse oii (p™ + 4 4) ist, so muss 


der Betrag a* der Grosse ae nach (19) kleiner sein als 
der Betrag des Ausdruckes (20), durch die Grésse g, di- 
vidirt, welche selbst kleiner ist als der Betrag des Nenners 


1 : = 
ea se ce qi). Der Betrag 0° *” muss deshalb vermige der 


Ungleichheit (23) auch kleiner sein, als der Werth 


SEES Ne BE 


Ps 
Hieraus ergiebt sich aber weiter, dass aus der Ungleich- 
heit (22) die Ungleichheit 


Cee Oye ee bh (GO) (6 


abgeleitet werden kann, und darum ist es gestattet, durch den- 


. N N). N—1) (N—1) .- 
selben Process mittelst dessen p Me g i aus Dp +¢ 4 


N+1 N+1). N INES 
erhalten wurde, p ane qq: i aus p V# ¢ i zu erzeugen, und 


diesen Process. stets zu wiederholen. Der Kern der Betrachtung 
liegt in dem gelieferten Nachweise der mit der reellen posi- 
tiven unter der. Einheit liegenden Griésse c gebildeten Un- 
gleichheit ‘ 
(25) 6 =<1¢6 

Da alle beziiglichen Umstiinde bei den folgenden Schnitten 
- dieselben sind, so gelten die ferneren Ungleichheiten 


N+1)\2--1 
care <¢g, 


(N+1) (N) 
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N+1 N+3 aie 
Suelo (N+1) ( 2a 


(26) 6 ee 76 6 
In Folge der -<Gleigaahe (21) ist fiir eine holiepiee den 
Werth N iibertreffende Zahl a 
(27) po? +. gi =p + pe Te ee as 
daher muss der Betrag der Differenz pot ¢ t= ©) eee oe qe a) 
kleiner sein, als das Aggregat der Betriage 
(28) gr? 9 GaP Southeast) 
Dieses Aggregat ist aber in Folge der Ungleichheiten (25) 
und (26) kleiner als die Summe 


(N+1) Sungate 


N’—N+1 
N/— Ny GC 
(29) 6 (¢teorte+te tbe )=0° = eee 
eater ¢ 
und, weil ¢ ein positiver echter Bruch und plo Spee ist, 
auch kleiner als der Ausdruck 
(N) C 
(30) (hegre 


Allein der positive echte Bruch ¢ kann nach Willkiir kleiner 
genommen werden als irgend ein gegebener Werth, darum hat auch 


der Ausdruck eer a dieselbe Eigenschaft, und es leuchtet 
ein, dass der Betrag der Differenz tess q Se (p+ q oD) 
fiir einen passend gewihlten Werth von ¢ kleiner wird als eine 
beliebig kleine gegebene Grosse, wie gross auch immer die 
Zahl N‘ genommen werde. Das heisst aber nichts anderes, 
als dass sowohl der absolute Werth der Differenz p> 7 
als auch der absolute Werth der Differenz giier q? beliebig 
klein wird, oder dass sowohl die bestimmten Gréssen p, Pape se 


gegen einen festen Grenzwerth convergiren wie auch die be- 


: Ri (N) N+1) : 5 
stimmten Griéssen q , q »+.. gegen einen festen Grenz- 


werth convergiren, wie behauptet worden war. 

Hiermit ist also die Existenz einer Wureel fiir die beliebig 
gegebene Gleichung des nten Grades f(§)=0 in vollstandiger 
Allgemeinheit bewiesen. 
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§ 67. Zerlegung einer rationalen ganzen Function eines be- 
liebig hohen Grades von einer Variable in Factoren des ersten 
Grades. 


Nachdem in § 45 der Satz bewiesen war, dass die Zer- 
legung einer rationalen ganzen Function des mten Grades von 
x in Factoren des ersten Grades, wenn sie iiberhaupt bewerk- 
stelligt werden kann, nur auf eine einzige Weise méglich ist, 
wurde auf die Analogie dieses Satzes mit dem Satze (2) des 
§ 7 hingewiesen, dass jede ganze Zahl nur auf eine einzige 
Weise als ein Product von Primzahlen dargestellt werden kann, 
und es wurde zugleich betont, dass zwar die Zerlegbarkeit jeder 
ganzen Zahlen in ein Product von. Primzahlen dargethan sei, 
dass aber noch entschieden werden miisse, ob eine gegebene ra- 
tionale ganze Function einer Veranderlichen x immer in Factoren 
des ersten Grades zerlegt werden kiénne. Durch die so eben 
vollendete Untersuchung ist fiir jede gegebene Function des 
mten Grades f(x) die Existenz einer Grosse & begriindet worden, 
vermige deren f(&) gleich Null wird; hieraus folgt nach dem 
Satze (1) des § 438, dass f(a#) gleich dem algebraischen Product 
des Factors x — & in eine Function des (n—1)ten Grades /, (x) 


ist, in welcher x denselben Coefficienten a, hat, mit dem x” 
in der Function f(z) multiplicirt war. Da nun auch fiir alle 
Functionen von niedrigerem als dem nten Grade die Existenz 
einer Wurzel der entsprechenden Gleichung feststeht, so bringt 
das im § 45 entwickelte Verfahren, wie schon in § 62 erwihnt 
worden, die verlangte Zerlegung hervor 

(1) f (2) =a, (x—€,)(w@—&).. . @—&,). 

Aus diesen Griinden ist die Zerlegung -einer rationalen 
ganzen Function des nten Grades von x in n Factoren des ersten 
Grades stets méglich und nur auf eine einzige Weise médglich, 
gerade so, wie die Zerlegung einer gegebenen Zahl im Prim- 
factoren immer méglich und nur auf eine einzige Weise moglich ist. 

Der angefiihrte § 43 erhilt die Definition, dass, wenn eine 
rationale ganze Function f(x) fiir ein unbestimmtes x als ein 
Product von zwei rationalen ganzen Functionen von x dargestellt 
werden kann, jede der beiden Functionen em algebraischer 
Theiler von f(x) genannt wird; vermége dieser Definition ist 


4 
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dann eine rationale ganze Function des nullten Grades oder eine 
reine Constante ein algebraischer Theiler von jeder rationalen 
ganzen Function. Sobald nun zwei rationale ganze Functionen — 
von x gegeben sind, f(z) vom mten Grade, und g(x) vom sten- 
Grade, so ldsst sich die Frage nach der Function des hichsten Grades 
der Variable x aufwerfen, welche ein gemeinsamer Theiler von f (x) und 
_von g(x) ist. Eine Constante ist stets ein gemeinsamer Theiler 
von f(x) und g(«); wenn es daher keinen gemeinsamen Theiler 
giebt, der von héherem Grade als dem nullten Grade ist, so - 
wendet man den Ausdruck an, dass f(z) und g(x”) ohne gemeim- 
samen Theiler sind. Der gemeinsame Theiler des héchsten 
Grades in Bezug auf x, welchen f(z) und g(a) haben, wird ihr 
grossester gemeinsamer Theiler genannt. 

Fiir die Ermittelung des gréssesten gemeinsamen Theilers 
von den Funetionen f(z) und g(z) macht es einen wesentlichen 
Unterschied, ob man sich des Satzes von der Zerlegbarkeit jeder 
rationalen ganzen Function in Factoren des ersten Grades be- 
dienen darf oder nicht. Wir wollen zuniichst die Anwendung 
dieses Satzes gestatten. 

Es sei e(%) eine Function von a, die in f(@) und in g(a) 
aufgeht und so beschaffen ist, dass keine Function eines 
héheren Grades als e(%) zugleich in f(x) und g(x) aufgehen 
kann; auch darf verausgesetzt werden, dass die hichste Potenz 
von x, die in e(x) vorkommt, den Coefficienten Eins habe. Die 
Function f(x) werde wie frither bezeichnet und liefere die in (1) 
gegebene Zerlegung; die Function g(v) habe den Ausdruck 


(2) g(x)=e,0 + 6a +... + e, 
und sei folgendermassen zerlegt 
(3) g(x) = e, (w—w,)(a@—w,) .. . (a—@,). 


Das Vorhandensein des griéssesten gemeinsamen Theilers 
e(x) zieht jetzt die beiden Gleichungen nach sich 
(4) f(&) = a, 8 (w)o (2), g(a) = ey (x)0 (2), 
wo vermége des Satzes (1) in § 44 der Coefficient der héchsten 
Potenz von # sowohl in @(x) wie in y(#) die Einheit ist, und 
wo die Functionen 8(x) und y(x) keinen gemeinsamen Theiler 
haben diirfen; denn hiitten sie einen solehen, so wiirde das 
Product dieses Theilers mit @(#) ein gemeinsamer Theiler von 
f(~) und g(a) sein, der einen héheren Grad hiitte als e@(z). 
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Nun kénnen sowohl e@(xv) wie auch f(x) und y(z) in Folge 
des anzuwendenden Satzes in Factoren des ersten Grades zerlegt 
werden, in denen allen die Veriinderliche 2 den Coefficienten 
Eins hat, den Fall ausgenommen, dass eine der betreffenden 
Functionen vom nullten Grade folglich in diesem Falle selbst 
gleich der Einheit ist, und zwar ist die Zerlegung nur auf eine 
einzige Weise moglich. Ist diese Zerlegung geschehen, so wird 
das Product ?(x)e(xz) gleich einem Product von Factoren des 
ersten Grades, und das Product (x) o(~) ebenfalls gleich einem 
Product von Factoren des ersten Grades; das erstere kann we- 
gen der Gleichung (1) von dem Product (c—&,)(w—&,) . .(~—&,), 
das zweite wegen der Gleichung (3) von dem Product (2—w,) 
(c—o,)...(a—w,) nur in der Anordnung verschieden sein. Es 
miissen daher die Factoren 2—&,,2—&,,...c—&, in zwei Gruppen 
zerfallen, dergestalt, dass das Product der Individuen der einen 
Gruppe gleich @(z) und das Product der Individuen der an- 
deren Gruppe gleich o (x) wird; desgleichen miissen die Factoren 
X—W,,%—,, ..£—w, In zwei Gruppen zerfallen, von denen die 
eine ein Product gleich y(z), die andere ein Product gleich 
o(a) ergiebt. Die Functionen P(x) und y(#), welche ohne ge- 
meinsamen Theiler sein sollen, diirfen nicht fiir denselben Werth 
w yon « verschwinden, denn sonst hitte sowohl @(x) wie (x) 
den gemeinsamen Theiler x--w. Es darf deshalb kein Factor 
des ersten Grades von /(a#) einem Factor des ersten Grades von 
y(~) gleich sein. Die Bestimmung der Function o(z) erfolgt 
mithin dadurch, dass ermittelt wird, welche von den Factoren 


(5) (259); (c—&,) SaaS (o=5,)) 
gleichzeitig unter den Factoren 
(6) (z—,), (z—o,) a45.0 (—o,) 


vorkommen. Ein Factor in (5) wird einem Factor in (6) dann 
und nur dann gleich, wenn die zugehérige unter den Griéssen 
€,,..€ mit der zugehérigen unter den Grissen ,, W,,... 0, 
zusammenfillt. Kommt dies tiberhaupt nicht vor, so hat man 
o(x)=1, und die Functionen f(x) und g(x) sind ohne. gemein- 
samen Theiler. Wofern aber der genannte Fall eintritt, so 
miissen alle Grissen aufgesucht werden, die sich sowohl unter 
den &,,..&, wie auch unter den o,, @,,..«, befinden, das 
heisst alle diejenigen Grissen, welche sowohl Wurzeln der Glei- 
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chung {(&) = O wie auch der Gleichung g(w) = O sind, und dann 
ist das Product der zugeordneten in (5) und (6) gemeinsam auf- 
tretenden Factoren gleich der gesuchten Function e(z). Da- 
durch werden #(a) und y(x) beziehungsweise die Producte von 
den iibrig bleibenden Factoren aus (5) und aus (6), und, wie 
verlangt worden, ist unter den Factoren, die @(x) bilden, keiner 
von denen vorhanden, die y(x) ausmachen. Es leuchtet hier- 
nach ein, dass die Function e(x), bei der die héchste Potenz 
von x den Coefficienten Eins haben soll, vollstiindig bestimmt 
ist, und dass es also fiir zwei ganze Functionen f(x) und g(x) 
nur einen einzigen gréssesten gemeinsamen Theiler giebt; 
solehe Theiler, die sich nur durch die Multiplication mit Con- 
stanten unterscheiden, werden nicht als von einander verschie- 
dene Theiler angesehen. 

Die mitgetheilte Methode zur Aufsuchung des gréssesten 
gemeinsamen Theilers von zwei Functionen f(x) und g(x) ent- 
spricht dem in § 8 auseinandergesetzten Verfahren zu der 
Aufsuchung des gréssesten gemecinsamen Theilers von zwei 
ganzen Zahlen, fiir welche die Zerlegung in Primfactoren ge- 
geben ist. Der § 5 enthalt ein Verfahren, um den griéssesten 
gemeinsamen Theiler von zwei ganzen Zahlen zu bestimmen, 
wobei von der Zerlegung einer Zahl in einfache Factoren nicht 
gesprochen wird, und zwar bildet das erwihnte Verfahren die 
Grundlage fiir den vorgetragenen Beweis des Satzes, dass eine 
Zahl immer nur auf eine Weise als ein Product von Primfactoren 
dargestellt werden kann. 

Es laisst sich nun durch ein Verfahren, welches dem _ be- 
zeichneten genau nachgebildet ist, der grisseste gemeinsame 
Theiler von zwei ganzen Functionen f(x) und g(x) aufsuchen, 
ohne dass man den Satz von der Zerlegbarkeit der ganzen 
Functionen in Factoren des ersten Grades yvoraussetzt, und 
dieses Verfahren soll demniichst entwickelt werden. 


§ 68. Aufsuchung des gréssesten gemeinsamen Theilers von 
zwei ganzen Functionen einer Variable. 


Die gegebenen Functionen f(@) und g(a) kénnen entweder 
von verschiedenen Graden oder von demselben Grade sein; 
es wird angenommen, dass der Grad » der ersteren niedriger 
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oder doch wenigstens nicht hdher sci als der Grad s der letzteren. 
Damit diese Unterscheidung mit Sicherheit getroffen werden 
kann, muss es feststehen, dass weder der Coefficient a, des 


héchsten Gliedes a,x" von f(z) noch der Coefficient e, des hich- 


sten Gliedes ¢,” von g(x) gleich Null ist. Es lisst sich nun 
eine ganze Function q(x) des (s—mn)ten Grades und eine Function 
r(x), die von niedrigerem Grade als dem nten Grade ist, so be- 
stimmen, dass fiir ein bestimmtes z die Gleichung 


(1) g (&) = f(@) q(&) + r(2) 

erfiillt ist. Ein zu diesem Ziele fiihrendes Verfahren wird die 
nach den fallenden Potenzen der Verdnderlichen x geordnete Di- 
vision der ganzen Function g(x) durch die ganze Function f(a) 
genannt; in Bezug- auf dasselbe wiederholt sich die in § 11 
gemachte Bemerkung, dass man mit dem Namen der Division 
verschiedene Gattungen von Begriffen bezeichnet. Nachdem die 
ganzen Functionen f(z) und g(x) nach den fallenden Potenzen 
der Veriinderlichen x geordnet sind, beginnt das Divisionsver- 
fahren damit, dass in der Function g(x) die Glieder, die von 
héherem Grade als » und vom Grade » sind, durch das héchste 


Glied a," der Function f(z) dividirt werden, so dass die ganze 
Function 


fi s—n—1 e 
(2) oo Safed. a oi Gob k mm a Ta Dh 
Qo a Ao 


entsteht. Diese wird mit f(x) multiplicirt und das Product von 
g(x) subtrahirt; weil das Product mit dem hdéchsten Gliede 


e,x beginnt, so ist die bezeichnete Differenz von niedrigerem 
als dem sten Grade. Wofern die Differenz zugleich von nie- 
drigerem als dem mten Grade ist, so ergiebt sie, indem die 
Function (2) fiir g(~) genommen wird, die in der Gleichung (1) 
mit (a) bezeichnete Function. Wenn dagegen jene Differenz 
nicht von niedrigerem als dem nten Grade ist, so kann mit der- 
selben ebenso verfahren werden, wie mit g(a) verfahren ist; 
man erhiilt eine neue Function an der Stelle von (2) und in- 
dem man diese Function mit g(a) multiplicirt und von der ersten 
Differenz subtrahirt, eine neue Differenz, welche von niedrigerem 
Grade ist als die erste. Weil aber die Zahl s eine endliche ist, 
go muss man nach einer endlichen Zahl von Wiederholungen der 
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Operation zuletzt dahin gelangen, dass eine Differenz hervor- 
geht, die von niedrigerem Grade als dem mten Grade ist. Dann 
liefert das Aggregat der Ausdriicke, die successive der ganzen 
Function (2) entsprechen, eine ganze Function q(x), und jene 
letzte Differenz eine ganze Function r(x) von niedrigerem als 
dem nten Grade, durch welche Functionen die Gleichung (1) 
befriedigt wird. Nach der Analogie mit den Ausdriicken, die 
bei der Division der ganzen Zahlen gebriuchlich sind, heisst 
g(a) der Dividendus, f(x) der Divisor, q(x) der Quotient, r(#) 
der Rest. 

Hiebei ist aber darauf zu achten, dass, auf welchem Wege 
man auch eine ganze Function Q(z) und eine ganze Function 
R(a) von niedrigerem als dem uten Grade finden mige, welche 
die betreffende Gleichung 
(1*) (x) = f(x) Q(v) + Ra) 
erfiillen, sowohl lie eine wie die andere Function eindeutig be- 
stimmt ist. Wollte man annehmen, dass verschiedene Bestim- 
mungsweisen mbglich scien, dass also die Gleichungen (1) und 
(1*) bestehen kénnen, ohne dass sowohl q(x) = Q(x), wie auch 
r(x) = R(x) wire, so wiirde aus diesen Gleichungen durch Sub- 
traction die Gleichung 
(3) O= fla) (qa) — Q(a)) + r(a) — R@) 
folgen. Die Differenz r(x) — R(x), welche eine Function von 
niedrigerer als der nten Ordnung ist, miisste deshalb fiir ein un- 
bestimmtes « gleich dem Product von den beiden ganzen Fune- 
tionen f(x”) und Q(x) — q(x) sein, von denen die erste von der 
nten Ordnung ist. Es kann aber nach einem Corollar des 
Satzes (2) in § 44 eine rationale ganze Function einer Va- 
riable # keinen algebraischen Theiler haben, der in Bezug auf & 
von héherem Grade ist, als die Function selbst. Also wiirde ein 
Widerspruch entstehen, wenn nicht fiir ein unbestimmtes x die 
Differenz r(v) — R(a#) gleich Null wire; dann muss aber weiter 
fiir ein unbestimmtes x auch die Differenz g(a) — R(«) gleich 
Null sein; denn das Product f(x) (q(@) — Q(x)) kann nicht ver- 
schwinden, ohne dass einer seiner Factoren verschwindet, und 
es giebt offenbar unbeschriinkt viele Werthe von z, fiir welche 
die Function /(#), bei der der Coefficient e, nicht gleich Null 
sein darf, cinen von Null verschiedenen Werth annimmt, und 
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folglich g(a) — Q(x) verschwinden muss. Da nun fiir ein un- 
bestimmtes ~ sowohl die Differenz +(~)— R(x) wie auch die 
Differenz q(x) — Q(x) gleich Null wird, so miissen nach dem 
Satze (1) des § 44 die Functionen r(a) und R(x) mit einander 
in ihren beziiglichen Coefficienten tibereinstimmen und des- 
gleichen die Functionen g(x) und Q(z), wie behauptet wor- 
den war. 

Sobald in der Gleichung (1) der Rest r(x) verschwindet, 
so geht die Function g(«) durch die Function f(x) algebraisch 
auf, und f(z) selbst ist der gesuchte grésseste gemeinsame Theiler. 
Wenn r(x) nicht verschwindet, das heisst, wenn nicht alle Coeffi- 
cienten dieser Function gleich Null sind, so ist ihr Grad, welcher 
héchstens der (n—1)te sein kann, durch den Coefficienten der 
héchsten Potenz von x bestimmt, welcher nicht gleich Null ist. 
Die Kenntniss des wirklichen Grades der Function r(a) wird 
hier durchaus vorausgesetzt; alsdann lasst sich ftir die Division 
der Function f(z) durch »(x) abermals. der Quotient g, (x) und 
der Rest r,(z) determiniren, wo 7,(z) von niedrigerem Grade 
ist als der gegenwirtige Divisor r(x), und dieses Verfahren ist so 
lange zu wiederholen, bis eine Division aufgeht, was nach einer 
endlichen Zahl yon Anwendungen nothwendig geschehen muss, 
weil der Grad der ganzen Functionen f(z), r(x), 7, (a),.. stets 
sinkt. So entsteht die mit (1) beginnende Reihe von Gleichungen 
(4) f(a) = r(a)q, (a) +7, (2) 

(a) =r, (0) qs(a) + 7, (2) 


ry =P, (0) Quer ) + Mea O 
1, (@)=Ty 41 (2) I 4o (2). 

Aus derselben Lisst sich, da die Summe und die Differenz 
von den Producten einer ganzen Function w(x) mit anderen 
ganzen Functionen wieder Producte der ganzen Function q(x) 
mit ganzen Functionen sind, durch Anwendung gleichlautender 
Schliisse wie in § 5 folgern, dass jeder gemeinsame Theiler der 
Functionen f(z) und g(x) in die Function Oe (x) aufgeht, und 


dass 7, (c) ein gemeinsamer Theiler von f(v) und g(@) ist. 
fe 


‘Vermige des schon benutzten Corollars aus § 44 kann aber 
keine. Function eines hiéheren Grades in eine Function eines 


C 
Lipschitz, Analysis. 19 
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niedrigeren Grades aufgehen, mithin kénnen f(z) und g(2) 
keinen gemeinsamen Theiler haben, der von héherem Grade ist 
als ihr gemeinsamer Theiler as (a). Darum ist 41 @) der 


grosseste gemeinsame Theiler der Functionen f(x) und g(x). Das 
Criterium dafiir, dass die ganzen Functionen f(a) und g(a) keen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, besteht demnach darin, dass die 
Restfunction aa (x) gleich einer Constante ist. 


§ 69. Entwickelung eines Bruches, dessen Zahler und Nenner 

ganze Zahlen sind, in einien Kettenbruch. Entwickelung eines 

Bruches, dessen Zahler und Nenner ganze Functionen einer 
Variable sind, in einen Kettenbruch. 


Wenn zwei ganze Functionen f(x) und g(x) gegeben sind, 
die keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, und ferner eine 
beliebige ganze Function 6(x), so lassen sich immer zwei ganze 
Functionen g(x) und w(x) so bestimmen, dass die Gleichung 
(1) (a) f(a) + W(@) g(a) = (2) 
fiir ein beliebiges x erfiillt wird. Um diese Behauptung zu be- 
weisen, braucht man ihre Richtigkeit nur fiir den Fall darzu- 
thun, dass die Function 6(a) gleich einer Constante ist. Hiemit 
verhilt es sich genau so, wie mit dem in § 37 begriindeten, 
aber in anderen Zeichen ausgedriickten Satze, dass, wenn zwei 
positive ganze Zahlen a und 6 ohne gemeinschaftlichen Theiler 
sind, und m eine beliebige Zahl ist, stets zwei ganze Zahlen i 
und J gefunden werden kénnen, welche die Gleichung 
(2) kb+la=m 
erfiillen; denn damit dieser Satz gelte, reicht es hin, die Még- 
lichkeit der Gleichung 
(3) kb +la=1 
festzustellen, und dies ist an der angefiihrten Stelle mit Hiilfe 
von allgemeinen Ueberlegungen geschehen. Man kann aber 
auch eine Auflésung der Gleichung (3) aus der Reihe von Gleichun- 
gen erhalten, welche durch successive Divisionen entstehen und 
ausdriicken, dass der grésseste gemeinsame Theiler der Zahlen a 
und 6 gerade die Einheit ist. Auf einem ‘hnlichen Wege er- 
hilt man bei der Voraussetzung, dass die Function 6(a) gleich 
einer Constante ist, eine Auflésung der Gleichung (1). 
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Die erwihnte Reihe von Gleichungen, welche aussagen, 
dass die ganzen Zahlen a und b zu ibrem gréssesten gemein- 
samen Theiler die Einheit haben, ist nach § 6 die folgende 
(4) a=bqt+r 

b=7q, +1, 
fo vy Go 3 Ys 


ek im ae Gas a I. 


Diese Reihe von Gleichungen bietet das Mittel, wm den 
Bruch > im einen Kettenbruch zu verwandeln, und wir werden 


jetzt auf die Anfangsgriinde der Lehre von den Kettenbriichen 
eingehen. 

Dividirt man die erste Gleichung durch 6, die zweite durch 
y, u.s.f., die letzte durch 7,, so entstehen die Gleichungen 


(5) pei a wills 
jn =e 
ali Wes iy 1 
Pe ES r 
vara Ys 
s d. + 
- 
io sre apes es 
Tu 4 as ay Tu 


Hier ist - ein echter Bruch, ferner der in die Einheit di- 
b ; 
vidirte oder reciproke Werth desselben gleich dem Aggregat 


der ganzen Zahl g, und des echten Bruches oa folglich 


ee Ae gleiche Weise hat man a : oe 
q, + = Fee =A 
u. s. f. Demnach wird der Bruch "9 durch den Kettenbruch dar- 
gestellt 
(6) Frit lh 
Yo 1 
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Man betrachtet jetzt die Briiche, welche daraus hervorgehen, 
dass die Kettenbruchentwickelung nicht zu Ende gefiihrt, sondern 


mit jeder einzelnen der Gréssen q, g,,... abgebrochen wird. 
Es sei fc 
a a 1 
7) —2_ == —=g+ —,) 
RO Re oases 
a, 1 
—-=q+—>, 1 
B, J q; Ts 
G2 


a, il 
gery Td hired 
fe+2 vB Go +: : it 
et 1 
Tutt + 


+2 
wo der Uebereinstimmung wegen d) 2 fiir tt: gesetzt ist. Die 
Gréssen @,,6,, @,,8,,.. haben alsdann das Bildungsgesetz 
(8) Oo, = Po=1 
e,=49, +1, B= 
=a +1) 9+% P= % +1 


und allgemein wird «, aus a, unde, ,, desgleichen ?, aus 


6, und B,_, durch die Gleichungen erhalten 

(9) Sy aenag E ns 0,9 B, = Boy 2 + By» 

Man sieht, dass diese Gleichungen fiir A= 2 richtig sind. Sie 

gelten allgemein, da sich beweisen lisst, dass dieselben, wenn 

sie fiir ein bestimmtes 4 gelten, auch fiir das um die Einheit 

hohere A bestehen miissen. - 

a 

Der Bau der Gleichungen (7) lehrt, dass der Bruch “*? 
A+] 


a 
aus dem Bruche — entsteht, indem die Grisse 7, durch die Grisse 
: , 


1 : : 4 
q, +—— ersetzt wird. Wenn man nun in der aus (9) folgen- 


q) 
+1 
<4 
diese Substitution vornimmt, so 


B, 


den Darstellung des Bruches 


geht die Darstellung 
a ae 


641% + B, 


in den Ausdruck 
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ia 2) A—2 
Gay o& se) Gat 1 


Pi Br Siar Phy 


a %, 2 


1343 
iiber, wo der Ziihler i 
: er Zithler we, q, +@,_, gleich a, und der Nenner 


BY a © 8 gleich B,,, wird. 


A+1 
Dies ist aber dieselbe Bestimmung, welche in den Glei- 
chungen (9) enthalten ist und bewiesen werden sollte. 

Die zu der Kettenbruchentwickelung (6) gehdrenden Briiche 
a 
B, 
genannt. Da gegenwirtig die Gréssen g,q,,... lauter positive 
ganze Zahlen sind, mit Ausschluss der Null, so sind auch «,, @,,.. 
und (,, @,,.. lauter positive ganze Zahlen, und ausserdem folgt 
aus den Gleichungen (9), dass « ,<«a,, und B,_, <8, ist, dass 


Boe werden die aufeinander folgenden Néherungsbriiche 


pe 

mithin die Individuen von jeder der beiden Reihen a, c,,... 

und (,,,,... immerfort zunehmen. Wenn die erste Gleichung 

in (9) mit sai ches edie zweite mit +o, | multiplicirt wird, so 

verschwindet bei der darauf folgenden Addition der Factor der 

Grésse g,, und es entsteht die Gleichung 

(10) Oy By — % By_y = (Og Pai 7 Ma Pag) 

Die Klammer der rechten Seite verwandelt sich in die linke 

Seite, sobald statt des Zeigers 4— 1 der Zeiger A gesetzt wird. 
Aus diesem Grunde hat die Gleichung (10) die Bedeutung, 

dass, wenn nach einander die Ausdriicke 

(10*) ay Pao, Bo, a, Bano, Ba++. 

gebildet werden, ein jeder Ausdruck gleich dem mit der nega- 

tiven Einheit multiplicirten Werthe des vorhergehenden Aus- 

druckes ist. In Folge der Gleichungen (8) findet sich die Be- 

stimmung 

(11) a, 6, —4,8,=—1. 

Deshalb sind die Ausdriicke (10*) abwechselnd gleich der ne- 

gativen und der positiven Einheit, und da (— 1) gleich der 

positiven oder negativen Einheit wird, je nachdem A eine gerade 

oder ungerade Zahl ist, so kann man die Haupteigenschaft von 
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den Zahlern und Nennern der successiven Niiherungsbriiche eines 
Kettenbruches in die siege zusammenfassen 


(12) ot — 6, f, = 1). 


Wegen dieser pi eeraee konnen der Zahler und der Nenner 
desselben Naherungsbruches keinen gemeinsamen Theiler haben; 
denn ein gemeinsamer Theiler von «@, und ’, miisste in die Zahl 
a, ,?,—, ,_, und deshalb in die positive oder negative Ein- 
heit aufgehen. Da nun nach (7) der Bruch — = gleich dem 

B +2 


Werthe des ganzen Kettenbruches, mithin gleich dem Bruche .% 


ist, und da weder die positiven ganzen Zahlen O49 und noch 


+2 
die positiven ganzen Zahlen a und 6 einen gemeinsamen Theiler 
haben, so muss 


(13) Ve og = 8 parte, 


uU+2 
sein. Ersetzt man in (12) die Zahl 2 durch die Zahl uw + 2 
ferner «,, durch a und B, durch b, so entsteht die Gleichung 


G= a1). 


+2 
(14) 410-8 


+1 


Demnach ergiebt sich eine Auflisung der Gleichung (3) dadurch, 


dass aus der Kette 


a : 
Niherungsbruch —"** abgeleitet und hierauf’ 

w+l 
(15) k= (—1fhe |, b= (1) Bags 


gesetat wird. 


Es leuchtet nunmehr ein, dass auf Grund der Gleichungen 
(1) und (4) des vorigen § der Quotient der beiden ganzen Func- 
: Ney . . 
tionen 7 3 in einen Kettenbruch entwickelt werden kann. Aus 


den aufeinander folgenden Gleichungen 


I) att) eee Or, 
flay 2 ive @itdaste juny ae) seiclie 


entsteht die Darstellung 
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ae) Saga) + 1 


G9 (#) 

Die Voraussetzung, dass f(x) und g (a) ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler sind, macht sich in dem Kettenbruche nur da- 
durch kenntlich, dass die letzte Function q..4,(”) aus der Function 


ry (x) durch Division mit der Constante r ,,(#) erzeugt wird. 


Gy (@) a, (#) 


By (ay By (a)? 


Die Né&herungsbriiche 


werden folgendermassen 


bestimmt 
(17) @, («) = 4 (a), B, (a) =1 

¢, = (aq) +1, 8,.@=4() 
und weiter durch die recurrirende Beziehung 


(17*) ct, (4) =a, _, (#) 9, (@) + a, (2), 
B,(@)=8,_,(@) g (@) +B. (%); 
die Giiltigkeit der beziiglichen Regel folgt aus denselben Griin- 


den, auf denen die Gleichungen (9) beruhen. Auf gleiche Weise 
existirt fiir die aufeinander folgenden ganzen Functionen «, (x) 


P, (w) die der Gleichung (12) entsprechende Relation 
(18) a,_, (2) B, (2) — a, (2) 8, (@) =(—1)', 


aus welcher der Schluss zu ziehen ist, dass der Zahler und der 
Nenner desselben Naherungsbruches ganze Functionen ohne ge- 
S42) 

3, @) 
g (a) 


wie auch t(®) die vollstindige Kettenbruchentwickelung dar- 


meinsamen Theiler sein miissen. Weil nun sowohl 


stellen, so muss, wenn wir voraussetzen, dass f(x) und g(x) 
ohne gemeinschaftlichen Theiler sind, was hiemit geschieht, g (x) 
gleich der in eine Constante C multiplicirten Function ae (x), 
und zugleich f(z) gleich der in dieselbe Constante C multipli- 
cirten Function (7 ,, (x) sein. Dann liefert aber die Gleichung 
(18) fiir A= + 2 die Gleichung 
> \- 
(9) a, @)f@O-B,,@I@M=CHIe 
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Mittelst derselben folgt, dass fiir zwei ganze Functionen f (x) 
und g(x), die ohne gemeinsamen Theiler sind, die Gleichung (1), 
in welcher 0 (2) gleich einer Constante genommen ist, immer eine 
Auflésung gestattet. Setzt man der Einfachheit halber 6 («) = 1, 
so lautet die aus (19) fliessende Auflésung 


1 M4, (2) , Bg @) 
20). g@=CI 4 v@s=C 1 aE 
Ferner hat man fiir die Gleichung (1) bei einer behebigen 
Function 6 (x), wie leicht zu erkennen ist, die Auflésung 
utl 


an 9@)= Ga @o@, w@=— 2,,,@ o@). 


Kine Anwendung wird in dem n&chsten Abschnitte mitge- 
theilt werden. 


Capitel IIL. 


Algebraische rationaie ganze Functionen von _ beliebig 
vielen Variabeln und beliebig hohen Graden. 


§ 70. Gleichheit der Coefficienten bei zwei Functionen, die 

fiir unbestimmte Werthe der Variabeln einander gleich sind. 

Homogene Functionen. Transformation der homogenen Func- 
tionen durch eine Substitution des ersten Grades. 


In dem vorigen Capitel haben uns die rationaleh ganzen 
Functionen von einer Variable beschiftigt. Gegenwirtig verlassen 
wir dieselben und gehen zu den rationalen ganzen Functionen 
von mehreren Variabeln iiber. In § 22 ist die Gestalt einer 
solchen Function folgendermassen angegeben worden 
(1) Ma ye... + Maye”... +5, 
wo die Coefficienten M, M’‘,.. von den Variabeln 2, y, 2, . . 
nicht abhiingen, und wo fiir je zwei verschiedene Glieder des 
Ausdruckes nicht alle von den Gleichungen 4= 4‘, u=w', y=, ... 
zugleich erfiillt sind. Zu einem bestimmten Behufe wurde in 
§ 58 der Satz bewiesen, dass, wofern die Function (1) fiir un- 
bestimmte Werthe der Variabeln x, y, 2, .. verschwindet, die 
stimmtlichen Coefficienten M, M', .. gleich Null sein miissen. 
Aus diesem Satze folgt unmittelbar der Satz, dass wenn ewei 
rationale ganze Functionen mehrerer Variabeln fiir wnbestinumte 


§ 70. Rationale ganze Functionen mehrerer Variabeln. 997 


Werthe der Variabeln einander gleich sind, in den vollstindigen 
Eintwickelungen der beiden Functionen die Coefficienten der ent- 
sprechenden Potenzen und Producte von Potenzen der Variabeln 
simmtlich einander gleich sein mtissen. Auch sind in dem- 
selben § zwei verschiedene Principien aufgestellt worden, um 
die einzelnen Glieder der Function zu ordnen. Doch giebt es 
fiir die Anordnung einer rationalen ganzen Function von 
mehreren Variabeln einen Gesichtspunkt, der bis jetzt noch nicht 
geltend gemacht ist und der eine grosse Bedeutung besitzt. 
Man kann bei jedem einzelnen Gliede einer solechen Function 
abzdhlen, wie oft in demselben die einzelnen Variabeln zusammen-. 


genommen als Factoren auftreten. Das Glied x y 2... der 


Function (1) enthalt die Potenzen x, y, @ ,.. als Factoren, 
mithin die Variable x in der Anzahl 4, die Variable y in der 
Anzahl uw, die Variable z in der Anzahl vy von Malen u. s. f. 
Hiernach hat die gesuchte Gesammtzahl fiir dieses Glied den 
Werth A+u+%7+.... Diese Zahl liefert die Bestimmung 


fiir den Grad des Gliedes Ma’ y" 2’ ..., oder, wie man sich 


auch ausdriickt, fiir die Dimension des Gliedes Max’ yj 2". 

im Bezug auf die stmmtlichen Variabeln x, y, 2, .. Es lassen 
sich nunmehr alle diejenigen Glieder der gegebenen Func- 
tion zusammenfassen, bei welchen die GradzahlA+ut+y+.. 
denselben Werth und zwar den héchsten vorkommenden Werth 
p hat, das betreffende Aggregat sei ®,; hierauf kénnen die 


Glieder zusammengenommen werden, deren Gradzahl gleich der 
Zahl p—1 ist, so dass sie ein Agregat ©, bilden und man 
kann fortfahren, eben solche Aggregate ®,_,,..@, von den ab- 
steigenden Graden p —2,..0 aufzustellen, bis alle Glieder von 


(1) erschépft sind. 


Eine ganze rationale Function der Variabeln a, y, 2,... 
deren simmtliche Glieder in Bezug auf diese Variabeln von 
demselben Grade sind, heisst eine homogene Function der Vari- 


abeln x, y, 2... Demnach sind ®,, ®, ,,...@, beziehungs- 
weise homogene Functionen des pten, (p—1)ten,... nullten 
Grades von den Variabeln 2, y, 2,.., und die gegebene Func- 


tion (1) wird gleich der Summe von homogenen F'unctionen 
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(2) D+ OD, +... + D, 

deren Grade von der Zahl p bis zu dem Werth Null abnehmen. 
Die gegebene Function (1) fiihrt insofern, als der héchste in 
ihren Gliedern vertretene Grad gleich p ist, die Benennung 
einer Function des pten Grades. 

Die Function des nullten Grades erlaubt nur das Auftreten 
von einem einzigen unabhiingigen Coefficienten und _besteht 
daher aus einem einzigen Gliede. 

Die homogene Function des ersten Grades von n Variabeln 
bildet ein Aggregat aus den in unabhingige Coefficienten multi- 
plicirten einzelnen Variabeln und enthilt insofern ~ Glieder. 
Die homogene Function des zweiten Grades von n Variabeln um- 
fasst m Glieder, in denen die Quadrate der 2: Variabeln vor- 


n(n — 
PEL hae 


1 : : - 
kommen und wR Glieder, in denen die Producte aus 


2 
zwei verschiedenen Variabeln vorkommen, enthilt mithin im 
1 : ; F F : 
Ganzen pi ae Glieder. Auf diese Weise bestimmt sich fiir 


die homogenen Functionen eines gegebenen Grades die héchste 
Anzahl verschiedener Glieder, die méglich ist; eine Verringerung 
der Anzahl durch Verschwinden einzelner Glieder ist hierbei 
selbstverstindlich nicht ausgeschlossen. 

Die in (2) gegebene Darstellung einer ganzen Function 
des pten Grades mit einer bestimmten Zahl p von Variabeln 
zeigt an, dass jede solehe Function als eine homogene Function 
des pten Grades betrachtet werden darf, bei welcher die An- 
zahl der Variabeln um Eins grisser genommen ist. Denn wenn 


man zu den » Variabeln 2, y, z,... eine (2 +1)te Variable x 
hinzufiigt, so ist der Ausdruck 

Pp 
(3) O,+O, Ut OD wt..+ Ou 


eine homogene Function des pten Grades von den (nm + 1) Vari- 
abeln %, y, 2,..u, und dieser Ausdruck, welcher die allge- 
meinste homogene Function des pten Grades mit den (m+ 1) 
Variablen 2, y, 2, .. w darstellt, verwandelt sich in den Aus- 
druck (2) der gegebenen Function, sobald der Variable w der 
Werth der Einheit beigelegt wird. Vermige dieses Umstandes 
ist in der Algebra die Untersuchung der homogenen Functionen 
immer mehr in den Vordergrund getreten. 


§ 70. Transformation. 299 


Im Eingange des § 49 findet sich ein Hinweis auf die 
Transformation von einer rationalen Function oder von mehreren 
rationalen Functionen, welche hervorgebracht wird, indem an 
die Stelle der urspriinglichen Variabeln bestimmte rationale Func- 
tionen von neuen Variabeln substituirt werden. Denken wir 
uns eine ganze homogene Function oder mehrere zusammen- 
gehorige ganze homogene Functionen von einer gewissen Zahl 
von Variabeln 2,, %,,...%, und nehmen wir an, dass jede 


dieser Variabeln gleich einer ganzen homogenen Function des 


‘ 


ersten Grades von » neuen Variabeln x‘, z',, . . x’, gesetat 

werde, so dass die Gleichungen gelten 

(4) = Cy Lie Met. a Cy oe 
We Cn A Ci aoe. a Oy. 


d 
n 

4 
Dn 


on 4 d 4 
SOA, © a OL ae, 
mnccnentdie: Coeficientenvcy? of Nee , MP en rey von 


n2 nn 

den Variabeln unabhiingig sind, und die eine Substitution des 
ersten Grades bilden, so muss sich die zu transformirende ganze 
homogene Function oder miissen sich die gleichzeitig zu trans- 
formirenden ganzen homogenen Functionen der Variabeln 
Ly, Ly, >... H, beziebungsweise in eine ganze homogene Function 
oder in die beziigliche Anzahl ganzer homogener Functionen 
verwandeln, ohne dass der Grad der betreffenden einzelnen 
Function eine Aenderung erfihrt. Denn jedes in einer Function 
auftretende Glied Me a ve Aes x, dessen Grad durch die Zahl 
2h, +4, +..+4, ausgedriickt ist, geht vermittelst der Sub- 
stitution (4) in ein Aggregat von Gliedern iiber, deren Grad in 
Bezug auf die Variabeln 2‘,, 7',..2', wieder durch dieselbe 
Zahl 4, + 4, +..+ 4, bezeichnet wird. 

Diese Bemerkung bildet den Ausgangspunkt fiir das Stu- 
dium der Transformation von ganzen homogenen Functionen 
durch solche Substitutionen, wie sie in (4) angegeben sind. Der 
erste Schritt auf dem angedeuteten Wege muss aber darin be- 
stehen, dass das System von Gleichungen (4) selbst einer ge- 
nauen Priifung unterworfen wird. Durch dasselbe erhalt man 
fiir die nGrissen #,, %,,...2, vollstiindig bestimmte Werthe, 
sobald den » Griéssen z’‘,, x',,...2', irgend welche zusammen- 


Dy) 
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gehirige bestimmte Werthe beigelegt werden. Wenn dagegen 
den » Grissen #,, “,,... 2%, bestimmte Werthe vorgeschrieben 


‘ 


sind, so bleibt zu untersuchen, ob es solche Werthe 2’,, 2',,..%y 
giebt, welche dem vorgelegten System von Gleichungen (4) ge- 
niigen und, falls es solche giebt, wie dieselben gefunden werden 
konnen. Dies ist die Frage nach der Auflésung von n Glei- 
chungen des ersten Grades mit den n Unbekannten x',, a',,...%'y. 
Wir werden dieselbe erledigen, indem wir ein System von 
n ganzen homogenen Functionen des ersten Grades mit n Vari- 
abeln zu dem Gegenstande unserer Betrachtung machen. 


Capitel IV. 


Systeme von 2 ganzen homogenen Functionen des ersten 

Grades mit 2 Variabeln. Allgemeine Auflosung — von 

nw Gleichungen des ersten Grades mit 2 Unbekannten. 
Lehre der Determinanten. 


§71. Zwei Functionen des ersten Grades mit zwei Variabeln. 

Allgemeine Aufldsung von zwei Gleichungen des ersten 

Grades mit zwei Unbekannten. Determinanten des zweiten 
Grades. 


Mit den beiden Variabeln w und y und den vier Con- 
stanten a, b, c, dseien die beiden ganzen homogenen Functionen 
des ersten Grades f, und f, gebildet 
() f,=aa+ by 

f,=ceu + dy. 

Die Forderung, den Variabeln x und y solche Werthe 
beizulegen, dass die erste Function einer gegebenen Grisse 7, 
und die zweite Function einer gegebenen Grisse 7, gleich werde, 
liefert die beiden Gleichungen des ersten Grades 
(2) ax+by=r, 

cx +dy=—r,. 

Gesetzt, dass es miglich sei, dieselben zu befriedigen, so 
kann man aus denselben eine Gleichung ableiten, welche nur 
x enthilt und eine Gleichung, welche nur y enthilt, oder be- 
zichungsweise das erste Mal y, das zweite Mal « climiniren. 
Wir multipliciren zu diesem Zwecke erstens die erste Gleichung 
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mit d, die zweite mit — 6, und addiren die Resultate, und hierauf 

multipliciren wir die erste mit —c, die zweite mit a, und ad- 

diren ebenfalls die Resultate. Auf diese Weise entstehen re- 

spective die Gleichungen 

(3) Mladen b ea -dricH br; 

(ad—be)y=—er, +ar,. 

Zu der Ableitung derselben sind nur die Operationen der 

Addition, Subtraction und Multiplication angewendet worden, so 

dass die Resultate nach einer in § 21 hervorgehobenen Bemerkung 

eine unbeschrinkte Giiltigkeit haben. Sobald aber aus (3) die 

Werthe von x und y ermittelt werden sollen, so bedarf es beide 

Male einer Division mit der Gréssenverbindung 

(4) ad—be; 

damit eine solche ausgefiihrt werden kénne, ist es nothwendig 

und hinreichend, dass der Werth von (4) nicht gleich Null sei. 
Wir machen nun zuerst die Voraussetzung, dass ad— be 

mcht gleich Null sei, und erhalten dann fiir x und y die voll- 

kommen bestimmten Werthe 


| went Nite a) 


(4) ad—be 
se BOr erie 
| Li Ted be 


Aus der Annahme, dass es miglich sei, den Gleichungen 
(2) zu geniigen, ist geschlossen worden, dass « und y die vor- 
stehend angegebenen Werthe haben miissen. Man _ tiberzeugt 
sich umgekehrt sehr leicht, dass diese Werthe in der That die 
Gleichungen (1) befriedigen. Es steht demnach fest, dass, wo- 
fern die Gréssenverbindung ad—be nicht gleich Null ist, die 
Gleichungen (1) eine Auflisung zulassen, und dass diese Auf- 
lisung ausschliesslich durch die im (4) enthaltenen zusammen- 
gehirigen Werthe von x und y bewerkstelligt werden kann. 

Die Grissenverbindung ad—bc wird die aus den Kle- 
menten 
(5) a b 

ead 

gebildete Determinante und zwar eine Determinante des zweiten 
Grades genannt. Sie ist das Aggregat der Producte von den- 
jenigen Elementen, welche in dem quadratisch -geordneten 
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System (5) sich in den beiden Diagonalen befinden; das Product 
ad, das zu der absteigend von links nach rechts laufenden 
Diagonale gehért, ist positiv, das Product bc, das zu der an- 
deren Diagonale gehért, negativ genommen. 

Sobald dieselbe einen von Null verschiedenen Werth hat, 
zeigt es sich, dass den beiden Gleichungen (2) stets voll- 
kommen bestimmte Werthe von x und y entsprechen, auf welche 
Weise auch der Werth 7, fiir die Function f, und der Werth 
r, fiir die Function f, gewihlt sein mége. Hierin liegt eine 
fundamentale Eigenschaft der beiden Functionen f, und f,, 
welche durch einen besonderen Ausdruck charakterisirt wird. 
Die beiden Functionen des ersten Grades von « und y 

f,aanrtby 

f,=ceu +dy 
heissen von einander unabhdngige Functionen, wenn zu jedem be- 
liebig gewdhlten System von Werthen derselben 

h="y f=", 
ein bestimmtes System von Werthen der Variabeln x und y ge- 
hort. Aus dem Vorhergehenden folgt, dass, wofern die Determi- 
nante ad—be nicht gleich Null ist, die Functionen f, und f, 
nothwendig von eimander unabhdngig sind. 

Es bleibt nun zu untersuchen, wie sich zwei Functionen 
/, und f, verhalten, bei denen die Determinante ad—bde gleich 
Null ist. In Betreff der Coefficienten halten wir jetzt nur noch 
die eine selbstverstiindliche Voraussetzung fest, dass nicht alle 
vier gleich Null sind; denn in diesem Falle wiire sowohl f, wie 
auch f, tiberhaupt gleich Null. Man kann offenbar stets das 
Verfahren, vermittelst dessen aus den Gleichungen (2) die Glei- 
chungen (3) deducirt sind, auf die Gleichungen (1) anwenden, 
welche zu der Definition der Functionen f, und f, dienen, und 
erhilt dann die Relationen 
(6) df, —bf,=(ad—be)a 

—cf, +af,=(ad—bo)y. 

Durch die jetzt geltende Gleichung ad—be=O0 verwan- 
deln sie sich in die folgenden Relationen 
(7) df, a bf, =0 

= ef, 23 af, = 0, 
welche zwischen den Functionen f, und f/f, bestehen und die 
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Variabeln w und y ausserhalb der Functionen nicht enthalten. 
Da nicht a, b, c¢, d zugleich verschwinden sollen, so muss we- 
nigstens eine der Grissen von Null verschieden sein, und dies 
sei etwa die Grisse a. Dann lehrt die zweite Relation in (7), 
indem mit der Grésse a dividirt wird, dass 


C 
test 


sein muss. Wie also auch immer die Variabeln x und y be- 
stimmt werden, so zieht der entsprechende Werth der Fune- 
tion f, einen vollstindig bestimmten Werth der Function f, nach 
sich. Aus der Voraussetzung, dass 0, ¢, oder d nicht gleich 
Null sei, wiirden sich &hnliche Schliisse ergeben. Man erkennt 
hieraus, dass, wenn die Determinante ad—be gleich Null ist, es 
nicht miglich rst, sowohl der Function f, wie auch der Function f , 
ganz beliebige zusammengehiorige Werthe voreuschreiben, oder in 
anderen Worten, dass die Functionen f, und f, von einander ab- 
hingig sind. 

Zu derselben Zeit wird die Frage entschieden, ob und auf 
welche Art die Gleichungen (2) unter der Bedingung erfiillt 
werden kénnen, dass die Determinante ad—bc=0 ist. Ent- 
weder sind die Bestimmungen /,=7, und /,=7, so angenommen, 
dass sie sich mit den Relationen (7) vertragen, oder so, dass 
sie den Relationen (7) widersprechen. In dem letztern Falle 
enthalten die Gleichungen (2) eine Forderung, die mut sich selbst 
im Widerspruche steht und deshalb wnmdglich erfiillt werden 
kann. In dem erstern Falle sagen uns die Relationen (7), dass, 
wofern x und y so gewihlt sind, um eine von den beiden 
Gleichungen f/,=7, und f,=r, zu _ befriedigen, die andere 
Gleichung von selbst erfiillt ist: Demzufolge haben dann die 
beiden Gleichungen (2) nur die Wirksamkeit einer emzigen 
Gleichung; sie werden deshalb nicht blos von einem einzigen 
Paar von Werthen x und y, sondern von all den Paaren von 
Werthen befriedigt, welche die eine Gleichung erfiillen. 

Es sei beispielsweise 

f,s2a-+ 3y 
grady + 6y. 
Hier ist a=2, b=3, c=4, d=6, folglich ad — be gleich 
2.6—3.4=0. Die Relationen (7) werden diese 
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6f,—3f, =0 
—4f,+ 2f, =0, 
und driicken aus, dass f, stets den doppelten Werth von f, 
haben muss. 
Wenn man daher 7, und vr, im Widerspruche mit dieser 
Beziehung annimmt und etwa die Gleichungen hinstellt 
22 Y=4 
4x + 6y= 15, : 
so kénnen dieselben tiberhaupt nicht erfiillt werden. Sobald 
man aber diese Beziehung beriicksichtigt und etwa die Glei- 
chungen 
20+ 397 
4x+6y=14, 
bildet, so werden diese durch alle Paare von Werthen erfiillt, 
welche der einen Gleichung 
22-+3y=7 
geniigen. 


§72. Drei Functionen des ersten Grades mit drei Variabeln. 
Allgemeine Aufldsung von drei Gleichungen des ersten Grades 
mit drei Unbekannten. Determinanten des dritten Grades. 


Um fiir Functionen dreier Variabeln x, y, ¢ das entspre- 
chende zu leisten, nehme man die drei mit den Constanten 
1, 0,,€,, 4, 5, Cy, @,, b,, 6, Versehenen homogenen Functionen 
(1) f,=a,r+b,y+e,2 

fo=a,¢2+b,y+e,2 

f, =a, e+ by + eye, 
schreibe denselben beziehungsweise die drei beliebig gewiihlten 
Werthe 7,, 7., ”, vor, und untersuche die Auflisung der drei 
Gleichungen des ersten Grades 

ae bt yi ee 
(2) a,x+byt+e,e=r, 

a, 2 Oy Hie oF. 

Ks handelt sich jetzt darum, unter der Annahme, dass diesen 
drei Gleichungen geniigt werden kénne, eine Gleichung zu de- 
duciren, welche nur eine der drei Unbekannten enthilt, oder 
mit anderen Worten, zwei von den Unbekannten zu eliminiren. 
Dieser Zweck wird erreicht sein, wenn sich drei Gréssen- 


1 
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verbindungen A,, A,, A, angeben lassen, welche so beschaffen 
sind, dass, nachdem die erste Gleichung mit A,, die zweite mit 
A, und die dritte mit A, multiplicirt ist, und alle drei Pro- 
ducte addirt sind, der Factor von y und von z verschwindet. 
Man muss demnach A,, A,, A, so zu bestimmen suchen, dass 
die beiden Gleichungen 
OAR Eb, 4, 4b, A, = 0 
(3) eu. ie, Aneen A, 0 
gelten. 
Die Gleichungen (3) kénnen so benutzt werden, dass sie 
zu der Bestimmung von zweien der Griéssen A,, A,, A, dienen, 
wihrend die dritte willkiirlich bleibt. Wir verfahren mit den- 
selben, wie mit den Gleichungen (2) des vorigen § und erhalten 
die den dortigen Gleichungen (3) correspondirenden Ergebnisse 
(4) (6; G0, ¢,) A, = (6,¢,—8, ¢,) A, 
}(6,¢,—0,.¢,) A, = (6, ¢'—5, ¢,) Ax 

Die freie Verfiigung iiber eine der drei Gréssen gewahrt 
den Vortheil, dass fiir alle drei Gréssen-Ausdriicke gefunden 
werden kénnen, die keine Division enthalten und deshalb un- 
bedingt anwendbar sind; es sind die Ausdriicke 
(5) A,=b,c,—b,¢,, A,=b,¢,—), €;tAgt=b; 0, —b,¢,. 

Wenn dieselben als Multiplicatoren der drei Gleichungen 
(2) gebraucht werden, so erhilt uach vollzogener Addition die 
Unbekannte x den Factor 


(6) GAthagAl+ ajAse Rk; 
und es entsteht, indem y und z herausfallen, die Gleichung 
(7) hige= A. 7 PAs hae? ,: 


Die Gréssenverbindung R hat, entwickelt, den Ausdruck 
(8) GR ab, 68 SAG gb ues ah Gg Py Cy aD, Cy KO; 0, 0, a, bee 
und heisst die aus dem-System von 9 Llementen 
(9) a, b, ¢, 
O20, ©; 
CLO 
gebildete Determinante des dritten Grades. 
Offenbar erhilt man fiir die Gleichungen (2) drei Multi- 
plicatoren B,, B,, B,, welche, zu der Elimination von ¢ und «# 
fiihren, vermittelst der zwei Gleichungen 


Lipschitz, Analysis. 20. 


s 
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(3*) ¢,B,+¢, B,+¢,B,=0 

4 ) a, B, +a,B,+a,B,=0, 
und die Multiplicatoren C,, C,, C,, die zu der Elimination von 
x und y dienen, vermittelst der Gleichungen 
a, C, +a, C, +a, C,=0 ; 


oe, b, 0, +b,0,+6,0,=0. > 


Da aber die Gleichungen (3*) aus den Gleichungen (3) 
hervorgehen, wenn statt der Buchstaben A, 6, c, respective die 
Buchstaben B, c, a gesetzt werden und alle Zeiger unged’ndert 
bleiben, so bedarf es zu der Darstellung von B,, B,, B, keiner 
neuen Rechnung; man erhilt die Darstellung vielmehr aus den 
Formeln (5), indem man fiir 6, ¢ respective c, a schreibt. In 
gleicher Weise entstehen die Gleichungen (3**) aus den Glei- 
chungen (3), indem statt der Buchstaben A, 0, ¢ beziehungs- 
weise die Buchstaben c, a, b substituirt werden, weshalb die 
Bestimmung der Ausdriicke C,, C,, C, aus (5) erhalten wird, 
indem statt b, c die Buchstaben a, b eintreten. So bekommen 
wir die Ausdriicke 
(5*) B=, a, —C,4s, B= C, A,— €, 4s, B, = C, A, — €,4,, 
(5**) C,=a,b,—a,b,, C,=a, b,— a, ,, C,= a,65— a,0,. 

Jetzt zeigt sich die Erscheinung, dass der Factor, den 
bei der Anwendung der Multiplicatoren B,, B,, B, auf (2) die 
Grosse y, und der Factor, den bei der Anwendung der Multi- 
plicatoren O,, C,, CG, auf (2) die Grésse ¢ erbilt, kein anderer 
ist als die in (8) definirte Determinante R; denn man findet die 
Gleichungen 


(6*) 6, B, +6, B, +6, B,= R, 
(6**) 6 Oey C8 on Cah 

Es folgen deshalb aus (2) die Gleichungen 
7%) Ry=B,r,+ Bir, + B,r,, 
(7**) Re=C,7r, + Cyr, + C,7,. 


Unter der Voraussetewng, dass die Discriminante R nicht 
gleich Null sei, ergeben sich hiernach die vollkommen_ be- 
stimmten Werthe 
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ar, ty A, 


R 
Bir, +B,r,+ Br 
9 ; = AGT DEED 8/3 
(9) y a 
LLG Or FOr, 
R 


Vermége der gegebenen Deduction kénnen die Gleichungen 
(2) durch kein anderes System als das vorstehende betriedigt 
werden. Durch die Substitution der Werthe (9) werden sie wirk- 
lich erfiillt. Mdthin erlauben die Gleichungen (2), wenn die De- 
terminante R von Null verschieden ist, wie auch immer die 
Werthe r,, 7,, 7, gewdhlt sein mogen, stets eine Auflisung und 
nur diejenige Auflisung, welche in (9) dargestellt ist. 

Sobald man den im vorigen § eingefiihrten Begriff der 
Unabhdngigket auf die drei Functionen f,, f,, f, von den drei 
Variabeln z, y, 2 ausdehnt, erhilt das gefundene Ergebniss den 
Ausdruck, dass, wenn die Determinante R nicht gleich Null ist, 
die drei Functionen f,, f,, f, von einander unabhdngig sind. 

Fiir den Fall, dass die Determinante RF gleich Null ist, 
wird sich zeigen, dass die Functionen f/,, f,, f, in einer be- 
stimmten Abhdngigkeit unter einander stehen. Doch muss man 
hier unterscheiden, ob von den 9 Verbindungen A,, A,, A,, 
B,, B,, B,, C,, C,, C, wenigstens eine von Null verschieden 
ist, oder ob diese simmtlich mit A zusammen verschwinden. 
Es sei eine derselben nicht gleich Null, etwa A,, so folgt aus 
den Gleichungen (1), indem die erste mit A,, die zweite mit A,, 
die dritte mit A, multiplicirt wird und die Producte addirt 
werden, die Gleichung 


(10) A Ay, As or a, 
mithin, weil R=O ist, die Gleichung 
(11) ARR LOA Alf 0! 


Weil nun A, nicht gleich Null ist, so ergiebt sich hieraus, 
dass, auf welche Weise xz, y, 2 auch angenommen werden, 
nachdem f, und f, bestimmt sind, die Function f, durch die 
Gleichung 


Eas =A’, fe ee 
i= ie Ae 


dargestellt wird. Diese Gleichung driickt alsdann die Abhangig- 
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heit aus, welche die Function f, in Bezug auf die berden Fune- 
tionen f, und f, hat. Sobald eine andere der 9 Gréssenverbin- 
dungen A,,.. CO, nicht gleich Null ist, ergiebt sich eine ent- 
sprechende Consequenz. Wenn dagegen mit A zusammen alle 
jene 9 Gréssen gleich Null werden, und wenn nur die Annahme 
stehen bleibt, dass nicht die simmtlichen Coefficienten der 
Funetionen /,, /,, f, gleich Null sind, wenn also zum Beispiel 
der Coefficient a, nicht gleich Null ist, dann leiten wir aus den 
Gleichungen (1), durch welche /,, f,, f, definirt sind, mit Hiilfe 
von (5*) und (5**) die Gleichungen ab 


(12) OF i eee Pd ys C,y — Bz 

af, aCe PB, 
‘die sich, weil B, = 0, C,=0, B, =0, C,=0, in die Gleichungen 
(13) Onfre Gale = 0 


a,f,—4,f,=9 
verwandeln. Um dieser .Gleichungen willen ist die Function f, 
durch die Gleichung 


A, 
i= a, fi 
und die Function f, durch die Gleichung 
— Qs 
f= a, Nis 


bestimmt, welche Werthe den Variabeln 2, y, 2 auch ertheilt 
werden migen. Folglich hdngt unter den obwaltenden Bedingungen 
die Function f, von der Function f, allein, und die Function f, 
ebenfalls von der Function f, allein ab. Die sichere Voraus- 
setzung, dass irgend ein anderer von den 9 Coefficienten der 
Functionen f,, f,, f, nicht verschwindet, wiirde eine tibnliche 
Folgerung nach sich ziehen. ; 

Auf Grund dieser Erérterungen kann nun auch beurtheilt 
werden, wie sich die drei Gleichungen (2) bei dem Verschwinden 
der Determinante # verhalten. Es seien erstens nicht alle Verbin- 
dungen A,, A,,..C, gleich Null, und sei wieder beispielsweise 
A, nicht gleich Null, dann kénnen zwei von den Werthen 
"1, %x) Y,, nimlich der getroffenen Annahme entsprechend +, 
und 7,, willkiirlich angenommen werden, und der Werth 7, muss 
so gewihlt werden, dass er die aus (11) entspringende Gleichung 
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ee eaeth aa 
; A 
befriedigt. Die Verbindung A, ist nach der im vorigen § ge- 
gebenen Definition gleich der Determinante der 4 Elemente 

b, C, 

USEC. 

Daher lassen sich aus den beiden letzten Gleichungen (2) 
die Werthe von y und ¢ ableiten, wihrend die Griésse « einen 
ganz beliebigen Werth empfingt, und zugleich lehrt die ange- 
wendete Relation (11), dass bei der iiber r, getroffenen Ver- 
fiigung die erste Gleichung (2) durch die bezeichneten Werthe 
von y, 2 und @ erfiillt sein muss. Die drei Gleichungen (2) 
haben also unter den vorliegenden Umstinden die Bedeutung von 
zwei Gleichungen. 

Wenn ferner alle 9 Verbindungen 4,, 4,,..C, gleich 
Null sind, jedoch nicht alle Coefficienten der Functionen ver- 
schwinden, und wenn speciell wieder der Coefficient a, nicht 
verschwindet, so kann einer von den drei Werthen 7,, 7,, 75, 
und zwar gegenwartig der Werth r,, frei gewihlt werden. Die 
Werthe r, und r, bestimmen sich jetzt nothwendig durch die 
aus (13) fliessenden Gleichungen 

fp a c Va aaa 

Von den Gleichungen (2) liefert nunmehr, weil a, nicht 
gleich Null ist, die erste bei willkiirlich gewahlten Werthen 
von y und zg einen bestimmten zugeordneten Werth von «. 
Wegen der Bedingungen (13) miissen aber, da 7, und vr, auf 
die vorgeschriebene Weise bestimmt sind, die in Rede stehenden 
Werthe von z, y, z auch die zweite und die dritte Gleichung 
in (2) befriedigen. In dem gegenwirtigen Falle werden daher 
die Grossen x, y, 2 durch die drei Gleichungen (2) nur m dem 
Mafe eingeschrinkt, in welchem sie durch eine einzige Gleichung 
eimgeschrdnkt werden. 


Y 


1 


‘1 ° 


§ 73. System von » ganzen Functionen des ersten Grades 
mit 2 Variabeln. Eintheilung der simmtlichen Permutationen 
von ” Zeigern in zwei Classen. 


Wenn die m ganzen homogenen Functionen /,, /,,.--/, 
des ersten Grades von den» Variabeln «,, %,,..2%, gegeben sind 
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(1) | Pic Oe inca a Ps 


by ota 


(j= 0, 0 Pate ee +b, 2 


2n nn 


und wenn 7,, 7,,-.-”, beliebig gewahlte Werthe bedeuten, so 
beruht die Auflisung des Systems von n Gleichungen des ersten 


Grades mit den n Unbekannten “,, “,,..2y 
buitinck Digts Foti geen 
- be) bya, He. eB Ob, ae Sr, 


2 22 “2 
(2) . . . . . . 
ON aE Oa - Eee 


auf der Ausdehnung des Begriffs, der ftir zwei Functionen mit 
zwei Variabeln und fiir drei Functionen mit drei Variabeln in 
den beiden letzten §8§ als Determinante eines Systems von 4, be- 
zichunsweise 9 Elementen bezeichnet worden ist. Die Deter- 
minante des Systems von 4 Elementen 

a, 0, 

a, b, 
ist das Aggregat a,b,—a,6b,, bei dem das mit dem negativen 
Vorzeichen versehene Glied aus dem mit dem positiven Vor- 
zeichen versehenen Gliede entsteht, indem die beiden Zeiger 
1, 2, welche den Buchstaben a, 6 beigelegt sind, unter einander 
vertauscht werden. Die Determinante des Systems von 9 Ele- 
menten 


(3) 


hat den Ausdruck 

(3*) a,b,c, —a,b,¢, +a,b,¢,—a,b,¢, + a,b, ¢,—a, b, ¢,, 
welcher aus 6 Gliedern besteht. Jedes Glied ist ein Product 
von 3 Elementen, von denen jedes einzelne Element aus einer 
anderen Horizontalreihe und gleichzeitig aus einer anderen 
Vertikalreihe des Schemas (3) genommen ist. Diese Eigenschaft 
kann auch so ausgesprochen werden, dass jedes Glied in (3*) 
_ ein Product von drei Elementen ist, die mit verschiedenen Buch- 
staben geschrieben sind und yerschiedene Zeiger tragen. Weil 
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gegenwartig nur die drei Buchstaben a, b, ¢ und die drei Zeiger 
1,2, 3 vorkommen, so fehlt nirgendwo ein Buchstabe und 
nirgendwo ein Zeiger. Es sind ferner, weil drei Zeiger nach 
§ 46 die Anzahl 3!=6 Permutationen gestatten, in den 6 unter 
einander verschiedenen Gliedern des Ausdruckes (3*) alle Per- 
mutationen der drei Zeiger 1, 2, 3, vertreten, und zwar haben 
die drei Glieder, bei welchen die Buchstaben a, b, ¢ mit den 
drei Zeigerfolgen 
|123|/231/321| 
versehen sind, das positive Vorzeichen, wihrend die drei 
Glieder, bei welchen die Buchstaben a, b, ¢ mit den Zeiger- 
folgen 
|213|132/321| 

versehen sind, das negative Vorzeichen haben. Fiir die Deter- 
minante von 4 Elementen a, ’,—a, 0, trennen sich die beiden 
vorhandenen Permutationen der Zeiger 12 und 21 von ein- 
ander. Fiir die Determinante von 9 Elementen zerfallen die 6 
vorhandenen Permutationen der 3 Zeiger ebenfalls in zwei ver- 
schiedene Classen, und wir haben jetzt darauf aufmerksam zu 
machen, dass uns bei einer friiheren Gelegenheit ein Princip fiir 
die Eintheilung der simmtlichen Permutationen von » Zeigern 
in zwei Classen begegnet ist, welches bei n= 2 und bei n=3 
die Eintheilung liefert, die wir hier wahrnehmen. 

Der § 59 enthalt in (10) das Product der Differenzen von 
mePGrossen $75,722 & 
(4) Meter oe) ay = Sn) 

(e57 63) GPG CS) 

(Cee) 
wo in jeder Differenz & —é . der Zeiger ? grésser ist als der 
Zeiger a. An jener Stelle wird erwihnt, dass, sobald mit den 
Grossen &,, &,... & alle méglichen Permutationen vorge- 
nommen werden, der Ausdruck (4) entweder in sich selbst oder 
in seinen mit der negativen Einheit multiplicirten Werth tiber- 
geht, undes wird auch das Mittel angegeben, um zu entscheiden, 
ob eine bestimmte vorgelegte Permutation die eine oder die 
andere Wirkung hervorbringt. Die Permutation der Gréssen 
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é, &,..&, mbge so erfolgen, dass sich die Zeiger 1, 2,3,...% 
respective in die Zeiger a,, ¢,,..., verwandeln, was durch 
das Zeichen 
(5) ly (eins A 

aH, , Me, Gey 2 mete 
angedeutet werden soll. Dann braucht man nur die einzelnen 
Differenzen des aus (4) hervorgehenden Products mit den ein- 
zelnen Differenzen des Products (4) zu vergleichen und zu ermitteln, 
wann eine Differenz des neuen Products der aus den ent- 
sprechenden Elementen des urspriinglichen Products zusammen- 
gesetzten Differenz gleich uud wann sie ihr entgegengesetzt ist. 
Giebt es in dem betreffenden Falle die Anzahl NV von entgegen- 
gesetzten Differenzen, so wird das neue Product dem urspriing- 
lichen Product (4) gleich oder entgegengesetzt, je nachdem N 
eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 

Wir haben nun die Aufgabe, die zu der Permutation (5) 
gehérende mit N bezeichnete Zahl durch eine allgemeine Regel 
zu bestimmen. Bei .der auszufiihrenden Substitution werden 
aus den Producten der Factoren, welche in (4) die erste, zweite, 
dritte,.. Horizontalreihe einnehmen respective die Producte 


(E,— &,)&,— &) E—&) 


(Chis ae Cea (on GA) 
(S.-i Buds 


Jede dieser Differenzen ist mit der entsprechenden Diffe- 
renz in (4) gleich, sobald bei der erstern auf den kleineren 
Zeiger der gréssere folgt, und entgegengesetzt in dem entgegen- 
gesetzten Falle, da beiden Differenzen in (4) stets der gréssere 
Zeiger auf den kleineren folgt. Jan bestimme daher die An- 
zahl, wie oft in der Permutation (5) auf a, ein Zeiger folgt, der 
kleiner ist c,, wie oft auf a, ein Zeiger folgt, der kleiner ist a,, 
u. s. f. und addire diese Anzahlen, so hat man die gesuchte 
Zahl N. 


Die siimmtlichen Permutationen von n Zeigern 1, 2, 3,..m 
zerfallen demnach in zwei Classen, welche sich dadurch unter- 
scheiden, dass das Product (4) fiir eine Permutation der ersten 
Classe ungedndert bleibt, sich dagegen fiir eine Permutation der 
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eweiten Classe in den entgegengesetaten Werth verwandelt; eine 
bestimmte Permutation (5) 

L a2y 3 sanern 

OBSOS (ig As SOF 
gehort zu der ersten Classe, sobald die der Permutation zugeord- 
nete Zahl N gerade, und zu der zweiten Classe, sobald die euge- 
ordnete Zahl N ungerade ist. Durch die Betrachtung, welche 
zu der Bestimmung der Zahl N gefiihrt hat, erkennt man auch 
die Giiltigkeit des Satzes: 
(1) Wenn nach der Permutation (5) eine zweite Permutation 
(6) Laks Qearrsd eho 

Py PINE, vcunf; 
ausgefihrt wird, welcher die Zahl N‘ zugeordnet ist, so entspricht 
derjengen Permutation, welche aus der Anwendung von (6) nach 
(5) hervorgeht, eine Zahl N+ N', und deshalb gehért die resul- 
tirende Permutation zu der ersten Classe oder zu der zweiten 
Classe, je nachdem die Permutationen (5) und (6) zu derselben 
Classe oder zu verschiedenen Classen gehoren. 

Diese Bestimmung’ stiitzt sich darauf, dass sowohl die 
Summe von zwei geraden Zahlen wie auch die Summe von zwei 
ungeraden Zahlen gleich einer geraden Zahl, dagegen die Summe 
einer geraden und einer ungeraden Zahl gleich einer ungeraden 
Zahl ist. 

Als Corollar folgt aus dem Satze (1) der Satz, dass dieje- 
nige Permutation, welche nach der Permutation (5) angewendet 
zu der urspriinglichen Zeigerstellung zuriickfihrt, und die durch 
das Zeichen 
(7) Cie etal) ORL, 

eh Dee oar Soe 02 
angedeutet werden kann, mit der Permutation (5) zw derselben 
Olasse gehéren muss. In der That kénnen (5) und (7) nicht zu 
verschiedenen Classen gehéren, da die resultirende Permutation 


te AEs laa 
ABID .B279, 

Das Product (4) geht offenbar stets in den entgegenge- 
setzten Werth iiber, wenn man nur zwei Zeiger mit einander 
vertauscht. Denn bei einer solchen Vertauschung kehrt sich 
diejenige Differenz um, welche beide Zeiger enthalt, ferner ver- 


” : J 
. gewiss zu der ersten Classe gehort. 
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wandeln sich die Differenzen, die nur den einen Zeiger enthal- 

ten, in die Differenzen, die nur den andern enthalten, und um- 

gekehrt, wihrend die Differenzen, die keinen der beiden Zeiger 

enthalten, gar nicht beriihrt werden. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

(2) Eine Vertauschung von zwei Zeigern mit einander liefert stets 
eine Permutation der zweiten Classe. 

Dann folgt durch Verbindung mit dem Satze (1) der Satz: 

(3) Durch eine Vertauschung von zwei Zeigern geht jede Permu- 
tation in eine Permutation der andern Classe tiber. 

Der Satz (3) giebt das Mittel, um zu beweisen, dass die 
eine Halfte von stmmtlichen Permutationen der n Zeiger in der 
ersten Classe, und die andere Hailfte in der zweiten Classe ent- 
halten ist. Seien die siimmtlichen verschiedenen Permutationen 
der ersten Classe aufgestellt, so verwandeln sie sich durch die 
Vertauschung von irgend zwei Zeigern in lauter unter einander 
verschiedene Permutationen der zweiten Classe. Gabe es noch 
eine Permutation der zweiten Classe, die auf diesem Wege nicht 
erhalten wird, so wiirde durch eine Riickvertauschung jener 
beiden Zeiger aus dieser Permutation eine Permutation der ersten 
Classe entstehen, welche von den angewendeten Permutationen 
der ersten Classe verschieden wire. Es kénnten also nicht 
sdimmtliche Permutationen der ersten Classe von Anfang an auf- 
gestellt gewesen sein, wie vorausgesetzt war. Also fiihrt jene 
Annahme aut einen Widerspruch, und der vollstiindige Complex 
der Permutationen der ersten Classe geht durch die Vertauschung © 
von zwei Zeigern in den vollstiindigen Complex der Permuta- 
tionen der zweiten Classe iiber; mithin muss durch jeden der 
beiden Complexe die Hiilfte der siimmtlichen Permutationen er- 
schépft sein. 

Jede gegebene Permutation kann in eine Anzahl von solchen 
Permutationen zerlegt werden, die nach § 57 cyclische Permuta- 
toonen heissen; die characteristische Beschaffenheit einer cyeli- 
schen Permutation von gegebenen Zeigern ist die, dass bei der- 
selben ein bestimmter Zeiger in einen gewissen zweiten, der 
zaweite Zeiger in einen gewissen dritten, u. s. f. und schliesslich 
der letzte Zeiger in den ersten tibergeht. Man bewerkstelligt die 
2 Sx esa 


Zerlegung bei der beliebig gegebenen Permutation : 
HE IG, HO) najoey 


25 
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in der folgenden Weise. Es werde mit irgend einem Zeiger 
der oberen Reihe begonnen, etwa mit dem Zeiger 1. Sobald 
der darunter stehende Zeiger dem oberen gleich ist, mithin 
keine Verainderung dieses Zeigers erfolgt, so hat man einen 
Cyclus, der nur aus einem Zeiger besteht.. Man nimmt alsdann 
einen neuen oberen Zeiger, etwa den Zeiger 2, und bemerkt 
den unteren Zeiger @,, der nicht dem oberen gleich sein mége. 
Man sucht jetzt in der oberen Reihe die Stelle auf, an der sich 
der Zeiger a, befindet, und bemerkt den unter demselben ste- 
henden Zeiger. Ist dieser bei unserer momentanen Annahme 
gleich dem Zeiger 2, so bilden die Substitutionen 

2 


a, 
2 
einen Cyclus von ewer Zeigern. Es kann aber nicht zweifelhaft 
sein, dass, wenn man, mit einem bestimmten oberen Zeiger an- 
fangend, zu dem darunter stehenden geht, diesen oben aufsucht 
und in der beschriebenen Weise fortfahrt, schliesslich der An- 
fangszeiger an einer bestimmten Stelle der unteren Reihe wie- 
derkehren muss; es entsteht daher immer ein Cyclus von einer 
bestimmiten Anzahl von Zeigern. Nach Vollendung des ersten 
Cyclus, wofern derselbe nicht alle Zeiger umfasst, ist zu der 
Bildung eines zweiten zu schreiten, und da die Zahl m eine 
endliche ist, so miissen die simmtlichen Zeiger, wie behauptet 
worden, sich in eine bestimmte Anzahl von Cyclen vertheilen. 
Es sei etwa die Permutation 

12345 67.8 9 

175349268 
gegeben. Dann finden sich die Cyclen 

leer ha | 698 | 

18 [pF 2 5rd S h 99856 


mit den respectiven Anzahlen 1, 2, 3, 3. 


Nun erhellt, dass ein Cyclus von einem Zeiger keine Ver- 
tauschung andeutet, ein Cyclus von zwei Zeigern aber so viel 
ist wie eine Vertauschung von zwei Zeigern mit einander. Ein 
Cyclus von e Zeigern 


11 fa vcien Ke=1 Ye 
Veivighod wo golny 
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kann aber durch 6—1 successive Vertauschungen von zwei 
Zeigern ersetzt werden, namlich 


a Eas ee RSS baba 
oe saath 
Mithin ist es méglich, jede gegebene Permutation durch lauter 
Vertauschungen von zwei Zeigern unter einander hervorzubringen, 
und die Zerlegung einer Permutation in Cyclen liefert eine Me- 
thode um dies zu leisten. 

. Hierauf griindet sich ein neues Merkmal fiir die Classe, 
welcher eine gegebene Permutation angehdrt. Nach dem Satze 
(3) wechselt eine Permutation durch jede Vertauschung von 
zwei Zeigern ihre Classe. Deshalb gehért eine Permutation zu 
der ersten oder zu der zweiten Classe, je nachdem bei threr Dar- 
_ stellung aus der Reihe der Zeiger 1, 2, 3,...n eme gerade oder 
eme ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Zeiger zur An- 
wendung kommt. Diese Anzahl lasst sich auf die Anzahl der 
zugehdrigen Cyclen zuriickfiihren. 

Es moge eine bestimmte Permutation (5) in p Cyclen zer- 
fallen, und die Anzahlen der Zeiger des ersten, zweiten Cyclus, 
u. 8. f. seien respective 


braiCavsunOn 
Wir haben gesehen, dass ein Cyclus von e Zeigern durch 
e—1 Vertauschungen von zwei Zeigern vertreten werden kann, 
und diese Bestimmung gilt auch fiir den Fall e=1, in welchem 
e—1 gleich Null wird. Aus dieser Ursache lasst sich die in 
Rede stehende Permutation durch eine Anzahl von Vertauschun- 
gen zweier Zeiger ersetzen, die gleich der Summe der Anzahlen 
Oh beg Lets ee Ge pl iste Allein die SSammevslernem 
allen Cyelen enthaltenen Zeiger e, + e,+...+ e, ist gleich 
der Anzahl » der siimmtlichen Zeiger. Mithin wird die bezeich- 
nete Summe der Anzahlen gleich der Zahl »—p, und diese 
Zahl entscheidet dariiber, ob die vorgelegte Permutation zu der 
ersten oder der zweiten Classe gehért. Wir haben somit den Satz: 
(4) Wenn eine gegebene Permutation von n Zeigern in p Cyclen 
eerfallt, so gehirt sie zu der ersten oder zweiten Classe, je 
nachdem die Zahl n—p gerade oder ungerade ist. 
In dem oben behandelten Beispiele war die Zahl n=9, 
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die Zahl p der Cyclen gleich 4; da also n—p=5 eine unge- 
rade Zahl ist, so gehért die Permutation zu der zweiten Classe. 

Gegenwirtig kénnen wir auch die vorhin gemachte Aeus- 
serung rechtfertigen, dass die Eintheilung der Permutationen, 
welche bei der Determinante eines Systems von 4 Elementen 
und von 9Elementen beobachtet wurde, mit der gegenwirtigen 
allgemeinen Eintheilung der Permutationen in zwei Classen tiber- 
einstimmt. Die beiden Permutationen von zwei Zeigern verthei- 


die erste Classe 


len sich in die beiden Classen so, dass 


2 
jl 


und 9 ; | die zweite Classe vertritt. Die drei Permutationen 


von drei Zeigern 

Paaeobeng en net 

porto! 39 Pos 4 
fiir die in der Determinante (3*) das positive Vorzeichen er- 
scheint, gehéren zu der definirten ersten Classe; bei der ersten 
Permutation ist dies selbstverstindlich, bei der zweiten und 
dritten Permutation finden wir, dass jede eimen Cyclus bildet, 
und da hier die Zahl n = 3 ist, so wird die entscheidende Zahl 
n—p=2. Die drei Permutationen 

PF SHeres gees Bm 

or Sap pls Oy sro pe) 
fiir die in der Determinante (3*) das negative Zeichen auftritt, 
gehiren dagegen zu der definirten zweiten Classe; denn jede 
Permutation zerfallt in zwei Cyclen, wodurch die entscheidende 
Zahl »—yp den Werth 1 bekommt. 


§ 74. Allgemeine Definition einer Determinante des mten 
Grades. Grundeigenschaften einer Determinante. Allgemeine 
Auflésung von » Gleichungen des ersten Grades mit m Unbe- 
kannten fiir den Fall einer von Null verschiedenen 
Determinante. 


Das im vorigen § mit (1) bezeichnete System von » Func- 


tionen /,, f.,---f, hat das System von n’ Coefficienten 
(1) OF 0 ao: 
b., b.- US 
aM? 
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Die zu diesem System von n? Elementen gehérende Deter- 
minante des nten Grades R wird folgendermassen definirt. Man 
bilde ein Product aus » solchen Elementen des Systems (1), 
bei denen sowohl die simmtlichen ersten Zeiger von einander 
differiren, wie auch die simmtlichen zweiten Zeiger von ein- 
ander differiren 
(2) Brormaas 26 


Die ersten Zeiger bilden die natiirliche Reihe der Zahlen 1, 2,3,..m, 
die zweiten Zeiger irgend eine bestimmte Permutation dersel- 
ben a,, @,...@,. Das Product (2) werde mit dem positiven 
Vorzeichen oder dem negativen Vorzeichen versehen, je nachdem 
OD eenyt 
i a, oe 
der zweiten Classe gehért, es werde ferner an die Stelle von 
der Permutation @,, @,,...a, nach einander jede einzelne Per- 
mutation der m Zeiger substituirt, das Vorzeichen des Products 
der gegebenen Regel gemiiss bestimmt, und von all diesen Pro- 
ducten die Summe genommen, so ist dieselbe die Determinante R. 
Da nach dem vorigen § unter den m! Permutationen der 
nm Zeiger 1, 2, 3,...m die eine Halfte zu der ersten, die zweite 
Hiltte zu der zweiten Classe gehért, so besteht die Determi- 
nante R aus n! Gliedern, von denen die eine Hilfte mit dem — 
positiven, die andere Hilfte mit dem negativen Vorzeichen be- 
haftet ist, und zwar triigt das Glied 


Oe AOL AD 


in; Por nn’ 
welches aus denjenigen Elementen des quadratisch geordneten 
Schemas (1) besteht, die sich in der absteigend von links nach 
rechts laufenden Diagonale befinden, das positive Vorzeichen. 
Auf den Vorzug des Diagonalengliedes griindet sich die Be- 
zeichnung der Determinante 


(3) Ree er ae 


CE: 22 nn 


' | 
die betreffende Permutation zu der ersten oder 


Das Corollar zu dem Satze (1) des vorigen § lehrt, dass 
die Permutation, welche, nach einer gegebenen Permutation 
Le oa oh aes FF 


Ch eas On Oe, 


angewendet, zu der urspriinglichen Zeigerstellung zuriickfiihrt, 
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PRG a Tier, 
und die dort so bezeichnet ist ‘e ‘i ye derselben Classe 


gehért, wie die gegebene. Diese Bemerkung vermittelt den 
Uebergang zu einer anderen Definition der Determinante R. Sobald 
verlangt wird, dass ein Product von m Elementen des gegebe- 
nen Schemas 

(4) Dee lin) meet 


Se Tate cas 363 
bei dem die Zeiger y,, 7,,...7, alle von einander verschieden 


sind, das positive oder negative Vorzeichen erhalte, je nach- 
dem die Permutation 


V1 Var +o ¥n 
zu der ersten oder zweiten Classe gehért, sobald hierauf die 
Reihe der ersten Zeiger die simmtlichen Permutationen durch- 
liuft, und von allen entstehenden Producten die Summe genom- 
men wird, so erhailt man wieder die Determinante R. Dieses 
Bildungsgesetz liefert dieselben Glieder,. wie das urspriinglich 
angegebene Bildungsgesetz der Determinante 2, und zwar jedes 
Glied mit demselben Vorzeichen, welches ihm dort beigelegt ist. 
Denn man kann in dem Product (4) die einzelnen Factoren so 
verstellen, dass die ersten Zeiger 7,, 7,,-..7, in die Reihenfolge 
der natiirlichen Zahlen kommen; dann nehmen die zweiten Zeiger 
eine vollkommen bestimmte Reihenfolge an, die durch @,, @,, .., 
bezeichnet werden moge, das Product (4) wird gleich dem Pro- 


duct bie. Di Geek bigs und hiebei fallt offenbar die Permutation 
Le Ske 1, 
V1 V9 Vs ane is Vn 
mit der Permutation 
CORES s gag Beg 
Dy ai ink Spe teak 0 


zusammen. In der aus den sitimmtlichen Producten (4) zu bil- 
denden Summe soll sich das Vorzeichen des Products (4) nach 
oe ae 


: oder nach der mit dieser zusam- 
6 


der Permutation 


MER OZR AR, : oe 
menfallenden Permutation _* .” 4 richten, das heisst fiir 


by 2 
die erste Classe positiv, fiir die zweite Classe negativ sein. 
Wenn 7, 72 --- Yn die simmtlichen Permutationen durchlauft, so 
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durchliuft auch die in Rede stehende Folge a, @,...a, die 
siimmtlichen Permutationen. Die aus den ‘siimmtlichen Pro- 
ducten (4) zu bildende Summe wird daher gleich der aus den 
siimmtlichen Producten 6, , 6,,,-..6,,,. 2u bildenden Summe, und 
zwar mit der Bestimmung, dass das einzelne Product positiv 
oder negativ genommen werde, je nachdem die Permutation 

CMa ee 

IL ghee weil 
zu der ersten oder zweiten Classe gehért. Diese Bestimmung 
deckt sich aber vermiége des angefiihrten Corollars mit derje- 
nigen Bestimmung, welche in der urspriinglichen Definition der 
Determinante F enthalten ist. 

Die zweite Definition der Determinante R unterscheidet 
sich von der ersten’ Definition dadurch, dass die ersten Zeiger 
die Rolle iibernehmen, welche den zweiten Zeigern angewiesen 
war, und umgekehrt. Nun hat in dem System (1) jede Hori- 
zontalreihe denselben ‘ersten Zeiger und jede Vertikalreihe den- 
selben zweiten Zeiger. Wenn daher in dem System (1) weder 
die Reihenfolge der Horizontalreihen noch die Reihenfolge der 
Vertikalreihen geiindert wird, jedoch die einen mit den andern 
vertauscht werden, so resultirt ein System 


nD 


(5) bee dlistesceatine 
b, b., Oren ne: 
oe se a hal bon 


Wird die Determinante dieses Systems auf Grund der ersten 
Definition gebildet, so entsteht die auf Grund der zweiten De- 
finition gebildete Determinante des Systems (1). Mithin gilt 
der Satz: 

(1) Die Determinante eines Systems von n? Elementen bleibt un- 
gedndert, sobald in dem quadratisch geordneten Schema der 
Iilemente die Horizontalrethen mit den Vertikalreihen ohne 
Aenderung threr respectiven Reihenfolge vertauscht werden. 
Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Determinante 

verhalt, wenn in dem quadratisch geordneten Schema die Reihen- 

folge der Vertikalreihen oder der Horizontalreihen geindert 
wird. Man vertausche zunichst zwei Horizontalreihen unter 
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einander. Dann vertauschen sich nur die betreffenden ersten 
Zeiger 4 und « unter einander, wihrend alle zweiten Zeiger 
unverandert bleiben. Die betreffende Determinante wird daher 
vermége der ersten Definition aus der Summe der Glieder (2) 
erhalten, welche mit ihren von der Permutation e, @,... a, ab- 
hingenden Vorzeichen versehen sind, indem in jedem einzelnen 
Product (2) die ersten Zeiger 2 und « unter einander vertauscht 
werden. Statt dessen kann man bei dem betreffenden Product 
die Reihe der ersten Zeiger wiederherstellen und in der Reihe 
der zweiten Zeiger a, c,...a, den Zeiger «, mit dem Zeiger a, 
vertauschen, wihrend das Vorzeichen sich nach der Permutation 
a, a... @, richtet. Nach dem Satze (3) des vorigen § geht 
jede Permutation durch Vertauschung von zwei Zeigern in eine 
Permutation der anderen Classe iiber. Folglich haben in der 
neu gebildeten Determinante alle diejenigen Glieder das negative 
Vorzeichen, welche in F das positive Zeichen tragen, und alle 
diejenigen Glieder das positive Zeichen, welche in FR das nega- 
tive Zeichen tragen. Die neu gebildete Determinante ist deshalb 
gleich dem negativ genommenen Werth der Determinante R. 
Bei der Vertauschung von zwei Vertikalreihen des quadratisch 
geordneten Schemas vertauschen sich nur die betreffenden zweiten 
Zeiger unter einander, und die ersten Zeiger bleiben ungein- 
dert. Mithin fiihrt hier die Anwendung der zweiten Definition 
der Determinante durch &hnliche Schliisse zu dem Ergebniss, 
dass die neu gebildete Determinante gleich dem negativ genom- 
menen Werth der Determinante & ist. Wir haben daher den Satz: 
(2) Die Determinante eines Systems von n°” Elementen geht in 
den entgegengesetaten Werth iiber, sowohl wenn in dem qua- 
dratisch geordneten Schema der Elemente zwei Horizontal- 
reihen, wie auch wenn in demselben zwei Vertikalreihen unter 
einander vertauscht werden. 

Nimmt man mit den Horizontalreihen des Schemas eine 
beliebige Permutation vor, so kann dieselbe nach dem, was im 
vorigen § von den Permutationen gesagt ist, immer auf eine 
Anzahl von Vertauschungen von zwei Reihen, die bestimmten 
Zeigern entsprechen, zuriickgefiihrt werden. Da die Determi- 
nante in Folge von jeder solcher Vertauschung mit der negati- 


ven Einheit multiplicirt wird, so muss die Detcrminante des 
Lipschitz, Analysis. 91 
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durch die in Rede stehende Permutation entstandenen Schemas 
gleich FR oder gleich — R sein, je nachdem jene Vertauschungen 
in gerader oder in ungerader Anzahl angewendet sind. Nun 
gehort aber die Permutation der Horizontalreihen zu der ersten 
oder zweiten Classe, je nachdem sie aus einer geraden oder 
einer ungeraden Anzahl von Vertauschungen zweier Zeiger her- 
vorgeht. Also ist die Determinante des durch eine Permutation 
der Horizontalreihen entstandenen Schemas gleich R oder gleich 
—R, je nachdem die Permutation zu der ersten oder der zweiten 
Classe gehirt. Ebenso erkennt man, dass, wenn nut den Verti- 
kalreihen des Schemas eine beliebige Permutation ausgefihrt wird, 
die Determinante des resultirenden Schemas gleich R oder gleich 
—R wird, je nachdem die angewendete Permutation zu der ersten 
oder der zweiten Classe gehért. 

Bis jetzt sind die »* Elemente des Schemas keiner Be- 
dingung unterworfen worden. Es ist nun die Voraussetzung zu 
erwigen, dass irgend zwei Horizontalreihen des Schemas in 
ihren aufeinander folgenden Elementen beziehungsweise tiber- 
einstimmen, oder dass, wenn die Reihen durch die Zeiger A 
und w characterisirt sind, die » Gleichungen bestehen 


tea) 
a bi b my An un 


te v 
Alsdann muss die Determinante R des Schemas, sobald die Ate 
Horizontalreihe mit der «ten Horizontalreihe vertauscht wird, 
einerseits ungeindert bleiben, andrerseits nach dem Satze (2) 
in —f tibergehen. Es muss daher unter der angegebenen Be- 
dingung R=—- RF sein, folglich R versechwinden. Aus der Voraus- 
setzung, dass in dem gegebenen Schema irgend zwei Vertikal- 
reihen in ihren auf einander folgenden Elementen beziehungs- 
weise gleich sind, ergiebt sich die gleiche Consequenz. Es be- 
steht deshalb der Satz: 

(3) Wenn in dem quadratisch geordneten Schema von n? Elemen- 
ten zwet beliebige Horizontalreihen cinander gleich sind, und 
wenn in dem Schema zwei beliebige Vertikalreihen einander 
gleich sind, so wird die zugeordnete Determinante gleich Null. 
Aus dem Bildungssetze der Determinante R kann man die 
Antwort auf die Frage ableiten, mit welcher ganzen Function 
der Elemente cin bestimmtes Element in der Determinante multi- 


4 
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plicirt sei. Um alle Glieder zu finden, in denen ein bestimmtes 
Element 6, auftritt, sind alle Producte (2) zu nehmen, in denen 
der erste Zeiger gleich g und der zweite Zeiger gleich o ist. 
Dadurch bekommt in der Permutation @, a,...a, der Zeiger 
ce, den unveranderlichen Werth o, und die tibrigen »—1 Zeiger 
durchlaufen ihre simmtlichen Permutationen. Die gesuchte ganze 
Function der Elemente, die in der Determinante R mit b,, mul- 
tiplicirt ist und B,, heissen mége, wird daher erhalten, indem 


man in dem Product 
b 


age Jah 
den Factor 0 yo fortlasst, in dem Product der tibrig bleibenden 
m—1 Factoren die betreffenden ~—1 Zeiger auf alle Arten 
permutirt, das Vorzeichen des Products positiv oder negativ 
nimmt, je nachdem die Folge der n Zeiger a, o,...a, eine 
Permutation der ersten oder der zweiten Classe darbietet, und 
alle jene Producte addirt. | 

Es zeigt sich jetat, dass die Function B,, ee eu einem 
Schema von (n-—1)? Elementen gehirende Deterninante, oder eine 
Determinante des (n—1)ten Grades ist. Um dies deutlich zu 
machen, bestimmen wir zuerst die Function G,,, welche in R 
in das Element 6,, multiplicirt ist, das in dem Schema (1) die 
Stelle links oben einnimmt. Dieses Element tritt in dem Dia- 
gonalengliede 

b 


peal 


11 22 Bar. Ds 


auf, das in R das positive Zeichen trigt. Wenn man jetzt die 
(n— 1) Zeiger 
23-4...” 

auf alle Arten permutirt, und die Permutationen nach dem auf- 
gestellten Princip in zwei Classen theilt, so gehdrt jede einzelne 
Permutation zu der gleichnamigen Classe, zu der diejenige Per- 
mutation der Zeiger gehdrt, welche aus der in Rede stehenden 
Permutation durch Vorsehreiben des sich nicht tindernden Zei- 
gers 1 erhalten wird. Die Function B,, wird daher gleich der 
Determinante des Schemas von (n—1)?-Elementen, das aus 
dem Schema (1) durch Weglassen der ersten Horizontalreihe und 
der ersten Vertikalreihe entsteht. Nun kann man aber ein be- 
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liebiges Element 6,, in dem Schema (1) an die Stelle des Ele- 
ments b,, bringen, indem man erstens die Ite bis zu der (ge—1)ten 
Horizontalreihe um je eine Stelle vorwirts schiebt, die ete aber 
an die Stelle der ersten setzt, und zweitens die lte bis zu der 
(o —1)ten Vertikalreihe um je eine Stelle vorwirts schiebt, 
dann aber die ote an die Stelle der ersten bringt. Die Permu- 
tation der Horizontalreihen ist eine cyclische, die durch @ — | 
Vertauschungen von zwei Reihen hervyorgebracht werden kann, 
und die Permutation der Vertikalreihen ist eine cyclische, die 
durch o —1 Vertauschungen von zwei Reihen hervorgebracht 
werden kann. Nach dem Satze (2) geht bei der Vertauschung 
von je zwei Horizontalreihen und bei der Vertauschung von je 
zwei Vertikalreihen die Determinante R in —F tiber. Sie er- 
hilt daher durch die Permutation der Horizontalreihen den 


Factor (— 1) hierauf durch die Permutation der Vertikal- 


reiben den Factor (—1)’, mithin wird die Determinante des 


neuen Schemas, in welchem 6, die Ecke links oben einnimmt, 


gleich (—1)°"’ R. In dieser Determinante ist der Factor von 


b,, gleich der Determinante des Schemas von (7 —1)* Elemen- 
ten, das durch Weglassen der ersten Horizontalreihe und der 
ersten Vertikalreihe erhalten wird. Dieses Schema geht aber 
aus dem Schema (1) dadurch hervor, dass die ete Horizontal- 
reihe derselben weggelassen und die ote Vertikalreihe wegge- 
lassen ist, und die Reihen ohne Aenderung der Ordnung anein- 
ander gertickt sind. Die aus dem genannten Schema von (72 — 1)? 
Elementen gebildete Determinante war gleich dem Factor des 


Elements },, in der Determinante (— 1)**’ R; die bezeichnete 


go 
Determinante des (n—1)ten Grades ist daher, mit dem Factor 
re nultiplicirt, gleich dem Factor des Elements Do , in der 
Determinante , oder der zu bestimmenden Function B,, S Der 
Factor (—1)°*” ist gleich +1 oder —1, je nachdem one ve- 
rade oder ungerade ist. So erhellt, dass, wenn e+ o ungerade 
ist, durch Umstellung einer Reihe ein Schema erhalten werden 
kann, dessen Determinante selbst gleich B,, wird; doch em- 
pfiehlt es sich fiir viele Fille, einen Factor, der nach einer 
bestimmten Regel gleich der positiven oder der negativen Ein- 
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heit ist, in der Definition einer Determinante beizubehalten. 
Die so eben characterisirten Verbindungen B,, gehen, wenn die 


Zahl n=3 ist, und wenn statt des Schemas (1) das Schema (9) 
des $72 gesetzt wird, in die Verbindungen iiber, welche dort 
respective mit A,,A,,...C, bezeichnet worden und explicite 
als Determinanten des zweiten Grades dargestellt sind. Sie bil- 
den, nach den drei Buchstaben vertheilt, die Multiplicatoren, 
welche zu der Auflésung des dortigen Systems (2) von drei 
Gleichungen mit drei Unbekannten dienen, und geniigen diesem 
Zweck vermége der Gleichungen 
(3), (8*), (8°*), (5), (5*), (5*), (6), (6%), (6**). 

Es sind jetzt die entsprechenden Eigenschaften der Verbindungen 
B,,, nachzuweisen. 

Die Determinante A des nten Grades ist in Bezug auf die 
n°? Elemente, aus denen sie besteht, eine homogene Function des 
mten Grades. Wenn man aber nicht alle Elemente, sondern nur 
bestimmte Gruppen derselben ins Auge fasst, so kann sich in 
Bezug auf diese der Grad niedriger gestalten. Nimmt man alle 
diejenigen Elemente, in denen der erste Zeiger einen und den- 
selben aber beliebigen Werth / hat, also die in derselben Hori- 
zontalreihe des Schemas befindlichen Elemente 

Diy Pass Pays 

so muss jedes Glied der Determinante in eines dieser Elemente 
und nur in ein einziges multiplicirt sein, weil in jedem Gliede 
alle ersten Zeiger unter sich verschieden und alle zweiten Zeiger 
unter sich verschieden sind. Die Determinante A ist deshalb 
eine homogene Function des ersten Grades in Bezug auf die 
Elemente bo» ae es 0.5 und die betreffenden Factoren sind 
die vorhin bestimmten Verbindungen B,,, B,,, .. sd pl in denen 
jene » Elemente nicht auftreten. Hieraus entspringt fiir die 
Function R die fiir jeden Werth von 4 giiltige Darstellung 

(6) te Mind Py. Le oy we Sip tite A gd Lan aca a ae ee 

Nach dem Satze (3) muss die Determinante eines Schemas 
verschwinden, welches aus dem Schema (1) entsteht, indem die 
Ate Horizontalreihe der Elemente durch eine von thr verschiedene 
Horizontalreihe, welche die i‘te sein mége, ersetet wird; denn in 
dem neu zu bildenden Schema existiren dann zwei einander 
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gleiche Horizontalreihen. Weil nun in diesem neuen Schema 
alle Reihen mit Ausnahme der Aten ungeindert geblieben sind, 


die Verbindungen B,,, B,,,...B,, indessen nur aus diesen 


ungeiinderten Horizontalreihen zusammengesetzt werden, so ent- 
steht die Determinante des neuen Schemas dadurch, dass in 
dem Ausdrucke (6) 0,,, fiir 6,,, 0,,, fir b,, u. s. f. substituirt 
wird. Auf diese Weise erhalten wir eine Determinante, die 
gleich Null ist; mithin gilt die Gleichung, bei der 4 und 2’ beliebige 
Werthe haben diirfen, die von einander verschieden sind, 
- (7) Du Gi. Bisa ct! Giese eee tn Uy geen 
Offenbar lisst sich die Determinante R auch als Function 
der » Elemente auffassen, welche eine bestimmte Vertikalreihe 
bilden 


iad mae sat 


und ist in Bezug auf diese ebenfalls eine homogene Function 
des ersten Grades. Durch Anwendung der gleichen Schiliisse 
ergiebt sich dann fiir R die fiir jeden Werth von » giiltige Dar- 
stellung 

(7) ii Us Rin RY oll Se eS 


1 nw 


atrast: nv’? 
und auf Grund des obigen Satzes (8) die Relation 
(8) OD. Bi ch Ub, che ei ee Dee 


wo v und > irgend zwei von einander verschiedene Zeiger be- 
deuten. 

Mit Eilfe der leteten Gleichungen erhalten wir unter der 
Voraussetzung, dass die Determinante R nicht gleich Null ist, 
die Auflésung des Systems von n Gleichungen mit den n Unbe- 
kannten X,, %,...%,, das in § 73 mit (2) bezeichnet ist. Durch 
die Multiplication der auf einander folgenden Gleichungen in (2) 
mit den respectiven Factoren B,, B ..B., wo v successive 


Dyn 


die » Zahlen 1, 2, 3,... bedeutet, und die jedesmalige Addition 
ergiebt sich als Consequenz dieser Gleichungen, da der Factor 
von w, wegen (7) gleich der Determinante R wird, die Factoren 
der tibrigen Unbekannten jedoch wegen (8) verschwinden, die 
Gleichung 

(9) Rau = B,, doit deame ut stk. siekeee Lae 

Aus derselben folgt durch Division mit der von Null vyer- 
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schiedenen Determinante R fiir die simmtlichen Unbekannten 
Ly, %,...%, die Bestimmung 


(10) pi he id be de neeet ny “2. 


Andere Werthe, als die vorliegenden, kénnen das System von 
Gleichungen, aus dem die Bestimmung der Werthe abgeleitet 
ist, nicht erfiillen. Wenn man aber diese Werthe in die ein- 
zelnen Gleichungen des Systems substituirt, so werden sie aller- 
dings befriedigt. Nimmt man die linke Seite der Aten Gleichung 
des Systems, so kommt 

TE SUP REN Sette eC 
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Es werden aber die Summen, mit denen hier beziehungs- 
weise 7,, 7”,,...7, multiplicirt erscheinen, 
by B+ Ors Bit at Ds £,, 
tpt gie® © ya * 2 
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Tt 
durch die Gleichungen (6) und (7) bestimmt. Die Zahler aller 
dieser Briiche verschwinden nach (7) mit Ausnahme von dem 
Zabler desjenigen Bruches, der als Factor zu r, gehért, und 
dieser wird nach (6) gleich R. Da nun jeder der Zahler durch 
den Nenner R zu dividiren ist, so sind alle Factoren von 
1.) 7a7+++% wit Ausnahme des Factors von 7, gleich Null, und 
dieser gleich der Einheit. Man hat deshalb, wie zu beweisen 
war, in Folge der Werthe (10) die Gleichung 
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Das System (10) giebt daher fiir ein von Null verschiedenes R 
die einzigen Werthe der Unbekannten x,, %,,..-%, an, durch 
welche das System von Gleichungen (2) in § 73 befriedigt wird. 


§ 75. Vollstandige Discussion der Auflésung von » Gleichun- 
gen des ersten Grades mit  Unbekannten fiir den Fall einer 
verschwindenden Determinante. 


Die » Functionen des ersten Grades /,, f,,.-.f,, welche 
in (1) des § 73 definirt sind, werden von einander unabhingige 
Functionen der » Variabeln x,, 7,,... 2%, genannt, wenn es 
moglich ist, die 2 Variabeln so zu bestimmen, dass die » Func- 
tionen ein System von » ganz beliebig gewihlten Werthen an- 
nehmen. . Dies ist nach dem vorigen § stets der Fall, wofern 
die Determinante R# einen von Null verschiedenen Werth hat; 
folglich sind die n Functionen f,, f,,...f, von eimander unab- 
hiingig, sobald die zugehérige Determinante R nicht gleich Null 
ist. Man kann die Unabhiingigkeit der » Functionen von ein- 
ander auch dadurch definiren, dass man sagt, die » Functionen 
seien von einander unabhingig, sobald es unméglich ist, mit 
Hiilfe von ~ Constanten E,, #,,...£,, die nicht, jede fiir sich, 


n? 


gleich Null sind, eine Gleichung zu bilden 


Bef Ofer anne Ee, gee 
denn gibe es eine solche Gleichung, so wiirde auf Grund der- 
selben, da wenigstens eine der Gréssen F,,..#, nicht gleich 
Null sein darf, wenn etwa HL, nicht gleich Null wire, der Werth 
von f, bestimmt sein, nachdem iiber die Werthe von f/f, f,, ...f, 
verfiigt worden ist. 

Dagegen heissen » Functionen des ersten Grades f,, /,,. . f, 
von einander abhiingig, sobald es méglich ist, eine oder mehrere 
derselben durch die iibrigen Functionen auszudriicken. Es hat 
sich bei zwei Functionen mit zwei Variabeln und bei drei 


Functionen mit drei Variabeln gezeigt, dass sie von einander - 


abhingig sind, sobald die betreffende Determinante gleich Null 
wird. In gleicher Weise gilt der Satz, dass m Functionen des 
ersten Grades f,, f,, ..f, von einander abhiingig sind, wenn die 
betreffende Determinante R verschwindet; der zu fiihrende -Beweis 
desselben bedarf noch einiger vorbereitenden Bemerkungen. 


4a 
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Im vorigen § sind in der Determinante des nten Grades R 
die Factoren der einzelnen Elemente 6, aufgesucht und mit 


B,, bezeichnet worden; diese haben sich mit Hinzuziehung eines 


Factors (—1)**°, der entweder gleich der positiven oder der ne- 


gativen Einheit ist, als diejenigen Determinanten des (n—1)ten 
Grades erwiesen, deren Elemente aus dem Schema der n? Ele- 
mente hervorgehen, indem eine bestimmte Horizontalreihe und 
eine bestimmte Vertikalreihe fortgelassen wird. Wenn man den- 
selben Process mit jeder der Verbindungen B,, vornimmt, so 
entstehen unter Hinzutiigung von Factoren, die wieder nur gleich 
der positiven oder negativen Einheit sind, Determinanten des 
(n—2)ten Grades, deren Elemente aus dem Schema der n? Ele- 
mente erhalten werden, indem man zwei Horizontalreihen und 
gleichzeitig zwei Vertikalreihen weglisst. Dieses Verfahren 
kann aber so lange fortgesetzt werden, bis zuletat die einzelnen 
Elemente des Schemas als Vertreter von Determinanten des 
ersten. Grades zuriick bleiben. Man nennt nun jede Determinante 
des (n—l)ten Grades, deren Elemente aus dem Schema der n? 
Elemente durch Weglassen von / Horizontalreihen und / Verti- 
kalreihen gefunden werden, eime partielle Determinante des 
(n—l)ten Grades von dem urspriinglichen System der n° Elemente. 
Die Verbindungen £,, sind demnach gleich bestimmten mit 
(—1)°*" multiplicirten partiellen Determinanten des (n—1)ten 
Grades, werden aber noch mit einem besonderen Namen ad- 
jungirte Elemente des Systems genannt, und zwar sagt man, dass 
das adjungirte Element B,, mit dem Element bd des urspriing- 


lichen Schemas correspondire. Wenn nun fiir ein System von 
Funetionen /,, f.,..f, die zugeordnete Determinante A ver- 


schwindet, so muss man, um die Abhangigkeit dieser Functionen 
sicher zu beurtheilen, zuerst priifen, ob die sammtlichen adjun- 
girten Elemente B,, mit & zusammen verschwinden oder nicht. 
Findet das erstere statt, so sind die sammtlichen partiellen De- 
terminanten des (w—2)ten Grades zu untersuchen, und es ist 
iiberhaupt mit der Betrachtung der simmtlichen partiellen De- 
terminanten der absteigend auf ecinander folgenden Grade so 
lange fortzufahren, bis man zum ersten Mal zu einem Grade ge- 
langt, bei dem wenigstens eine partielle Determinante nicht 
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gleich Null ist. Die letzten partiellen Determinanten kénnen die 
Elemente b,, selbst sein, die nicht simmtlich verschwinden diir- 


fen, wenn nicht f,, f,,...f, stets gleich Null sein sollen. 


Wir nehmen jetzt an, dass alle partiellen Determinanten 
des (7— 1)ten, (7 — 2)ten bis (v— 1+ 1)ten Grades verschwin- 
den, dass dagegen eine partielle Determinante des (n— l)ten 
Grades nicht den Werth Null habe; es sei zunichst diejenige, 
welche zu dem Schema 


(1) Ory by 4ao by n—l 
on 22 De AW eet A 
ie: b 


n—l, 1 ~n—Il,2° * ~n—l,n—l 

gehort, und sie mége mit K bezeichnet werden. Die betreffenden 
Elemente sind die Coefficienten der Variabeln «,, #,,..a,_, in 
den Functionen /,, /,,..f,—; Wenn eine partielle Determinante 
desselben Grades von einem anderen Schema als von Null ver- 
schieden gegeben ist, so werden durch die ersten Zeiger n—l 
Functionen unter den Functionen 7,, f,,...f,, und dureh die 
aweiten Zeiger n—l Variabeln unter den» Variabeln x,, x,,...X, 
bezeichnet, mit denen entsprechend verfahren werden kann. 
Aus dem Umstande, dass die Determinanie AK des Schemas (1) 
nicht gleich Null ist, lasst sich nun schliessen, dass man den 
Functionen /,, f,,.--f,, ganz beliebige Werthe vorschreiben 
darf und die Variabeln 2,, v,,...,_, entsprechend bestimmen 
kann, wahrend die Variabeln 7, |,,,...«, ganz beliebige Werthe 
erhalten, und dass ferner jede der Functionen /,_),,,...f,, gleich 
einem homogenen Ausdrucke des ersten Grades von den Fune- 
tionen f,, /,,.-.f,—-, mithin von diesen abhingig ist. Man for- 
dere fiir jede der n—Jl Functionen f,,...f,_; einen ganz belie- 
bigen Werth, respective die Werthe 7,, 7,,...7,_, dann erlauben 
die (n—l) Gleichungen 


\ by, X Tats by n—l Xp) ay ene L,. (+1 ques b H pe: 


Le 1 x, Bak hes n—l Hy | a Ce, n—i-+-L Gy py me Sa n ae Fn} 


die (w— 1) Werthe z,, a,,...%,_, durch das in dem vorigen § 
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entwickelte Verfahren unzweifelhaft zu bestimmen, wiihrend den 
Variabeln x, _),,,-..”, ganz beliebige Werthe beigelegt sind. 


Denn, wenn die Gleichungen (2) in die Gestalt gesetzt 
werden 


f 


\en PP re He OD, a) @ 
(25K 


1b, a +..4b iby == 


n—l,n—1 “Ll 


=—b x“ 


l J, n—/+1 Ty Sete ee 


n—l+1 lo 


x 


“i tar ear paca: 


so enthalten die linken Seiten (7—/) Ausdriicke des ersten 
Grades von den (w—l) Unbekannten w,, x,,..%,_,, deren De- 


terminante K genannt worden ist und nach der Annahme einen 
von Null verschiedenen Werth hat; auf der rechten Seite be- 
finden sich dagegen Ausdriicke, die als gegeben betrachtet 
werden, und daraus folgt die Richtigkeit des Behaupteten. Die 
Abhangigkeit, in welcher jede Function f, aus der Reihe der 
Purcionen tiie-g.,.-'. +7, von den Punctionen (i, 7.5. . “so ) 
steht, ergiebt sich dadurch, dass man zu den Darstellungen der 
letztern die Darstellung der Function f, hinzufiigt 


f, = b,, 4, 2 oem (ire ae ce Ee eee ane 
400 
kt Bree ae Co ae ee pt ere tee 
+ Tis, Ly 
ee ent Oe oe, ee Oe ye Oe ee 
+ B, ce 


und jetzt die einzelnen Functionen mit solchen Factoren multi- 
plicirt, als ob in dén Ausdriicken rechts die » —?+ 1 Variabeln 
Hy Boy ++ Ly) Ln—i41 Mie Unbekannten wiiren, und die Unbe- 
kannte ~,_;,, bestimmt werden sollte. Die bezeichneten, nach 
den Vorschriften des vorigen § zu bildenden Factoren werden 
respective die partiellen Determinanten unseres Schemas von 
n?Elementen, die zugleich adjungirte Elemente des Schemas 
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by, Dis is OT by n—l+1 
21 es ot by, n—l 2,n—l41 

bo 1 b guy. Dining OF n—l pels n—Il+1 

b,. 1 Um. pn b,. n—I 5 n—l+1 


sind, und hier mit den Elemenien der letzten Vertikalreihe corre- 
spondiren. Das letzte adjungirte Element fillt mit der Deter- 
minante K zusammen, die anderen mégen von oben nach unten 


gehend so bezeichnet werden 


al) al) a) 
V1 ? 2 ey Whale 


Multiplicirt man jetzt die Functionen 7,, /,,.-f,_,, f, be- 


“ ‘ . a) (0) 
ziehungsweise mit den Factoren 3, , 8, ,-- On» A und 
addirt, so werden die Factoren der Variabeln 7,, %,,-. . 2,_, 


wegen der Relationen (7) des vorigen § an und fiir sich gleich 
Null, dagegen die Factoren der Variabeln x, ),,,..- + %, 
gleich partiellen Determinanten des (2—/+1)ten Grades. Diese 
sind aber vermége der getroffenen Annahme siimmtlich gleich 
Null. Also verschwinden die Factoren simmtlicher Variabeln 
“,,.. xt, und es bleibt die Gleichung 


(7), (Oia ys (7) pp 
(4) Sy cota fat 2+ Sele ESO 


Aus dieser folgt, weil K nicht gleich Null ist, fiir f, die Dar- 


stellung 


alo) al) a) 
5 a eee fom i= » 2+ Sn-1 Trt 
( ) a a a — = wee ieee 
welche nachgewiesen werden sollte; fiir o hat man successive 
die Zeiger n—1+1, n—l+2, ...m zu setzen, wobei die 
. (7) (0) <(o) 
Determinanten 3,° , 3, ?° ‘°° 93,_, nach den gegebenen Vor- 


sehriften zu bilden sind. 
Wenn jetzt ein System von n Gleichungen 
(6) f= Vy) fo="s) _! Fess ae rrp n—I+41 re ete ty =a! 


aufgelést werden soll, so kinnen 7,,..7 


n 
,_, {rei gewihlt werden, 


doch miissen unter den obwaltenden Umstinden den Functionen 
fe acs t, Solche Werle sian, a1>:++%, Vorgeschrieben sein, 


n 


die den Relationen (5) gentigen; andernfalls wiirde das Sy- 
stem von Gleichungen sich selbst widersprechen. Umge- 


4 
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kehrt aber werden, sobald jene Bedingungen befriedigt sind, wenn 
die Gréssen 2, »,,,..., wWillktirlich angenommen und die 
Grossent aye |. tap aus den ersten »—J Gleichungen be- 
stimmt werden, die letzten 7 Gleichungen 

os ST a dpl eS is — Vn 
wegen der Relationen (5) von selbst erfiillt sein. 

Wir denken uns jetzt in dem System (6) von » Glei- 
chungen mit 2 Unbekannten, welches, vollstiindig hingeschrieben, 
mit dem System (2) des § 73 zusammenfallt und die folgende 
Gestalt hat 


WORE EO ia ticks Peck Doi 
(64) Deo a. Ae. ASO ee = Fe 
] Da” +) oe 2X, saa ha Os ce ie 
die Werthe 7,, 7,,...7, so gewahlt, dass sie den bezeich- 


neten Bedingungen geniigen, und dass also eine Auflésung des 
Systems méglich ist. Dann ist es von Interesse, zu wissen, ob 
durch die so eben auseinander gesetzte Methode jede Auflésung 
erhalten werden kann. Es sei irgend eine Auflésung gegeben, 


bei welcher die Unbekannten 7,, 7, ... 2%, respective die 
Werthe 
(7) gi, $a2+ ++ Sn 


erhalten, und diese mége mit einer Auflésung verglichen werden, 
welche durch die in Rede stehende Methode erhalten ist und 
die Werthe 

(8) EX peat teh hi 

geliefert hat. Wir substituiren in die Gleichungen (6*) zuerst 
die Werthe (7) und hierauf die Werthe (8), subtrahiren die 
betreffenden Gleichungen, die den gleichen ersten Zeiger haben, 
und erhalten durch das Fortheben der Ausdriicke rechts die 


Gleichungen 
(9) by (5, —X, ae b,, (5, —4, oe b,, (ie x, a= 
b,, (5, —x, ) z by (S, — 4%, pre Be b, Scans jt 


Be (aah (Eis Raph Pipesict Us ME AX, = 0 


ni 
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Es kénnen nun wieder, da die Derterminante K des Systems 
(1) von Null verschieden ist, die (x—J) ersten Gleichungen 
als Gleichungen gelten, welche zu der Bestimmung der 
(n—l) Grossen 

: Oe a ey en eee 


ema 2 ree oe 


Pry 
Tr: 


dienen sollen. Weil die Auflésung (8) durch die vorhin ent- 
wickelte Methode hervorgebracht ist, so diirfen den Gréssen 


(10) x low. etusiee 


n—I-+1,? n—l+2 n 
ganz beliebige Werthe beigelegt sein, aus denen vollkommen 
bestimmte Werthe der Gréssen 


(11) XO aleetex 


n—l 

hervorgegangen sind. Wir setzen, was immer méglich ist, vor- 
aus, dass die Grissen (10) diejenigen Werthe haben, welche den 
Gréssen desselben Zeigers in der gegebenen Auflisung §,, §,,.. &, 
entsprechen, so dass 


(12) Sabo nele X =0 


Pl IEL. Se. tae ke Sa n 


ist. Dann verwandeln sich die (x—l) ersten Gleichungen des 
Systems (9) in die folgenden 


(*) by (EK) +. Bey 


pT Tas) OG 


pga te Ue gira PBL Se n—l 


n—I,n \~1 

Diese bilden ein System von Gleichungen, bei denen die 
Determinante A’ nicht gleich Null ist, die siimmtlichen Aus- 
driicke rechts aber gleich Null sind. Ein solches System lasst 
nach dem vorigen § nur eine Auflésung, und zwar die Auflésung 
zu, bei der die sitimmtlichen Unbekannten gleich Null sind; 
demnach gelten hier die Bestimmungen 


(13) &,— X,=90, &— X, = 0, pees Ei X, i= 0. 


Abs 

Lis miissen daher, nachdem den Grissen X,_14,, ... X, respec- 
twe die Werthe der Grissen §,141, ... &, beigelegt sind, auch 
die Grossen €,, &,,...&,, respective den Grissen X,, X,,... Xp_y 
gleich werden. Also kann jede gegebene Auflisung des Systems 
(6*) im einer bestimmten Weise durch das vorgetragene Auf- 
losungsverfahiren erhalten werden. 
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3) 


Bei der Wahl der Werthe, welche in dem System von 
n Gleichungen mit » Unbekannten fiir die Functionen /,,/,,..7, 
verlangt werden kénnen, zeichnet sich der Fall aus, in dem diese 
Werthe simmtlich gleich Null werden. Wir haben dann statt 


des Systems (6*) das System von Gleichungen 
(14) Ce deb ee Rb ee 0 
Pt Ont se Oe 


Oe Oe a ett = |), 


hv 
nnn 


Wofern die Determinante R nicht gleich Null ist, so niiissen, 
wie schon bei Gelegenheit des Systems (9*) bemerkt worden, 
alle Unbekannten ,, %,,..%, verschwinden. Sobald die Deter- 
minante R gleich Null ist, und alle partiellen Determinanten des 
(n—1) ten, (n—l) ten Grades,..bis zum (n—1 + 1) ten Grade 
verschwinden, jedoch eine partielle Determinante des (n—l)ten 
Grades nicht verschwindet, so sind die Bedingungen, welche sich 
aus (5) fiir die den Functionen f,, f,,.. f, beizulegenden Werthe 
ergeben, durch die Werthe Null immer erfiillt, und daher ist stets 
eine Auflisung moglich. Man erhdlt ferner, sobald die nut K be- 
zeichnete partielle Determinante des (n—Il)ten Grades nicht gleich 
Null ist, eine Auflésung, in welcher alle vorhandenen Auflésungen 


enthalten sind, dadurch, dass man die Gréssen x e 


“n—I+1 9 uv 


n—/+2 7°" **’n 
unbestimmt lisst und die Gréssen x,, X,,...t,_, mut Hiilfe von diesen 
ausdriickt. Es seix, eine von den Gréssenz,,%,,..@,_;, welche durch 


das entwickelte Verfahren bestimmt werden soll, so sind die Glei- 
chungen (2*), nachdem 7, — 0, r, =0,..7, =0 gesetzt worden 
ist, mit den angemessenen adjungirten Elementen des Schemas 
(1) zu multipliciren und hierauf zu addiren. Dabei erscheint 
auf der linken Seite als Factor von x, die Determinante K des 
Schemas (1), und auf der rechten Seite treten als Factoren der 
Gréssen @ ),,,---%, bestimmte partielle Determinanten des 
(n—l)ten Grades auf, die wir der Kiirze halber beziehungs- 


weise mit seh Pee ie bezeichnen. Demnach wird die voll- 


stiindige Auflisung des Systems (14) durch die Gleichungen 
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(15) Las =K”  ¢ soe gah MeN 


n—Il+1 n—/l41 n n 


ses 7aU), @) 
Kx, rit Km Ln—141 ar eee Kk, me 
im (n—l) (n—l) 
Ke, = ey ss) Ae ik ie A Kk ol 
dar gestellt. 


Wenn sich bei verschwindendem & unter den partiellen 
Determinanten des (2 —l)ten Grades wenigstens eine befindet, 
die nicht gleich Null ist, und wenn wieder die Determinante 
K des Schemas (1) nicht gleich Null ist, so ist jetzt die Zabl 
J=1, und die Determinante K wird zu dem adjungirten Ele- 
mente B . Gleichzeitig gehen die rechten Seiten der Glei- 


. . 1 =| 
chungen (15) in die aus den Factoren Yi ihy Heiter? Ted 


n 
der Grésse x, gebildeten Producte iiber. Es bestimmen sich 
also in diesem Falle die Verhiiltnisse der (”—1) Gréssen 
Lay Lara. + Ly) BU der, Grosse #,. Ferner, zeigt eine einiache 


Ueberlegung, dass die partiellen Determinanten des (x — 1) ten 
Grades Kaus ng mw 


n 


respective mit den adjungirten Ele- 


menten Bo, By. B zusammenfallen. Demnach erhilt 


n2? n,n—1 


man die Verhiltnisse der Gréssen xv, x,,...%, durch die aus 
(15) entstehenden Gleichungen 
116), Bt be ee Dt aD 


nln? nn* 2 Oe ae ee Re i eae 

Das System von Gleichungen (14) wird offenbar erfiillt, 

indem man statt x,, @,...2, respective die adjungirten Ele- 

mente irgend einer Horizontalreihe, jedes mit demselben un- 
bestimmten Factor s multiplicirt, substituirt 


(17) BES, ahd dSoeojanlth ai 


An 


Denn bei der Substitution wird die linke Seite der Aten Gleichung 
(6) des § 74 gleich Rs, mithin gleich Null, weil R=0 ist, und 
die linken Seiten aller tibrigen Gleichungen werden wegen der 
Gleichung (7) desselben § tiberhaupt gleich Null. Die Ausdriicke 
(17) bilden also eine Auflésung des Systems (14); da nun jede 
Auflésung in (16) enthalten sein muss, und da eine beliebig ge- 
gegebene Auflésung mit der aus den Gleichungen (16) hervor- 
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gehenden Auflésung zusammenfillt, sobald die respectiven Werthe 
von x, zusammentallen, so zieht die Gleichung z,—B,,s die 
Gleichungen 


Bos Bee 
A Oe a ee vos UO paIUEe es 
(18) z= Sere, Paes B,, 8, L= a eS, 
nn nn 
B “ 
Nt, n—l on 
L ,== —_——-_ = B, ss 
n—1 Ayn—1 
TE e 
nach sich. Die Verhiltnisse der Griéssen x,, %,,... 2%, werden 


deshalb durch die Verhiiltnisse von den adjungirten Elementen 
B,,, By, ... Bz, der beliebig gewihlten Aten Horizontalreihe 
dargestellt, wofern diese adjungirten Elemente nicht simmtlich 
gleich Null sind. Mithin stehen bei einer verschwindenden De- 
terminante f die zu verschiedenen Horizontalreihen gehérenden 
adjungirten Elemente unter einander in denselben Verhiiltnissen. 


§ 76. Transformation eines Systems von » Functionen des 
ersten Grades mit 2 Variabeln durch eine Substitution des 
ersten Grades. Multiplicationssatz der Determinanten. 


Wir sind jetzt im Stande, die in § 70 aufgeworfene Frage 
volistindig zu beantworten, ob bei einem vorgelegten, dort mit 
(4) bezeichneten System von Gleichungen 
(1) Me CM te Cn Dts ct Cy 

Hg ae Oe Ca Woe Ae dl tee 


n 
n 

Cie 6 2 1 e eo bral Oy sills 

wenn fiir die Gréssen z,, v,,...%, bestimmte Werthe vorge- 
schrieben werden, solche Werthe x',, x‘,,...a', existiren, die dem 
System von Gleichungen geniigen, und, falls es solche Werthe 
giebt, wie dieselben gefunden werden kénnen. Es zeigt sich durch 
die in den letzten §§ gefiihrte Untersuchung, dass es vor allen 
Dingen darauf ankommt, ob die Determinante des Systems von 
Coefficienten, welche mit S bezeichnet werden mdge, einen von 
Null verschiedenen Werth oder den Werth Null hat. Wofern 
die Determinante S nicht verschwindet, so gehért zu jedem 
System von Werthen w,,x,,...%, ein einziges System von 


Werthen 2‘,, «',,..2',. Dasselbe wird nach der Vorschrift der 
Lipschitz, Analysis. 22 
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Gleichung (10) des § 74, indem ite das mit dem Element Cog 
correspondirende adjungirte Element aus dem Schema der 


Coefficienten 

(2) Ch C15 oo Cy n 
Cy) Cy9 Con 
Cn4 Cre so iia Cas 


bedeutet, durch die Gleichung 
Cee, Un te ee ae 
(wed LAC 1 20° 2 
(3) ie 8 
ausgedriickt, in welcher o successive gleich den Zahlen 1, 2, 3,..n 


zu setzen ist. Wenn dagegen die Determinante S gleich Null 
ist, so lehrt der vorhergehende §, dass die Werthe %,, %,...2, 


stets eine oder mehrere Bedingungen zu erfiillen haben, damit 
es tiberhaupt entsprechende Werthe 2’,, w',.... 2’, gebe, und 
dass, wenn diese Bedingungen befriedigt sind, in der Bestimmung 
der Werthe z’,, x‘, ...',, eine gewisse Willkiir bleibt. Soll 
also zu jedem System von Werthen x,, %,... 2%, em und nur 


4 ‘ 


oy - - - &, gehdren, so ist es noth- 
wendig und hinreichend, dass die Determinante S nicht gleich Null 
sei und dann werden die Werthe x‘, durch die Gleichung (3) 
ausgedriickt. ; 

An der erwiihnten Stelle des § 70 ist bemerkt, dass die 
in Rede stehenden homogenen Ausdriicke der » Variabeln 


U4, +. %, dirch:die ” Variabeln 2,5 2’;, .).%', als eine Subsii- 


em System von Werthen x',, x 


tution benutzt werden, vermittelst deren eine ganze homogene Fune- 
tion oder mehrere zusammengehirige ganze homogene Functionen 
der » Variabeln w,, #,,.. 2, in eine ganze homogene Func- 
tion oder in entsprechende ganze homogene Functionen der » Va- 
riabeln z’,, 2'5,..2',: transformirt werden. Indem man_ hier 
verlangt, und zwar geschieht dies durchgehends, dass ebenso, 
wie zu jedem System von Werthen 2’,... 2‘, ein vollkommen 
bestimmtes System von Werthen a,, v,,.. 2%, gehirt, auch 
umgekehrt zu jedem System von Werthen a,, 2,,... a, ein 
vollkommen bestimmtes System von Werthen 2‘,, #,,.. a, ge- 


hire, so folgtdaraus mit Nothwendigkeit, dass die Determinante 
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S, welche alsdann die Determinante der Substitution genannt 
wird, nicht verschwinden darf. 

Durch eine Substitution der bezeichneten Art kann auch 
em System von n ganzen homogenen Functionen transformirt 
werden, die sdmmtlich selbst von dem ersten Grade sind. Wir 
stellen ein System solecher Functionen in der seit is § 73 ge- 
brauchten Weise so dar 


(4) f= 0,,% + 0,4, +... bee 


12S 2 Tana: 


(== 0,, ©, & ORT 18 + Oe 


22° 2 2n°"n 
h= =, 2 + bya, + ot Dan Xns 
und wenden die Substitution (1) an. 

Zufolge einer in § 70 gemachten allgemeinen Bemerkung 
bleibt der Grad der durch die Substitution (1) transformirten ho- 
mogenen Functionen ungeindert; mithin geht gegenwirtig jede 
der Functionen /,,f,,...f, wieder in eine ganze homogene 


‘ 


Function des ersten Grades von den m Variabeln 2',, x’,,.. x‘, 
tiber. Um das Ergebniss der auszufiihrenden Substitutionen be- 
quemer darzustellen, kann man sowohl die Gleichungen (4) wie 
auch die Gleichungen (1) durch Anwendung von Summenzeichen 
ausdriicken. In jeder der Gleichungen (4) durchlauft der zweite 
Zeiger der Coefficienten, mit den Variabeln x,, %,...%, corre- 
spondirend, die Reihe der Zahlen 1, 3, 3,.., wihrend der 
erste Zeiger der Coefficienten sich nach dem Zeiger der Func- 
tion richtet. Wenn daher / successive die natiirlichen Zahlen 
von 1 bis » bedeutet, so ist f, gleich der Summe der  Glieder 
b,,%» f2 gleich der Summe der » Glieder b,,%,, u. s. f. Die 
vollstiindige Bezeichnung hiefiir ist diese 
=n in =n 

(5) hi by, ad a 2 Oana» : a eed bata 3 

sobald indessen die Malhhune der Summation, das heisst, die 
Ausdehnung des Systems von Zahlen, welches der Buchstabe 
der Summation 2 durchlaufen «soll, sich immer gleich bleibt, 
werden hiufig die Grenzen der Summation, die hier gleich 1 
und n sind, fortgelassen, und man notirt nur den Buchstaben 
der Summation 2. Die m Gleichungen (5) lassen sich, indem 
man fiir den Zeiger der Functionen /,, f,,...f,, der den ersten 
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Zeiger der Coefficienten von den Variabeln 2,, %,.. 2%, be- 
stimmt, einen Buchstaben @ einfiihrt, durch die eine Gleichung 
reprasentiren 
(6) fry, wp 

In ganz derselben Weise werden die m Gleichungen (1), 
sobald wieder 2 und « beliebige Zeiger aus der Reihe der 
Zahlen von 1 bis ” bedeuten, durch die folgende Gleichung ver- 
treten, in welcher « der Buchstabe der Summation ist 


(7) oF] = = Cou ws 


Die Transformation der » Functionen f, erfolgt dadurch, 
dass in (6) die Variabeln x, durch die aus (7) genommenen 
Ausdriicke ersetzt werden, und es entstehen die Ausdriicke 
(8) f= 20% =, CyB ys 

Wenn die Coefficienten, mit welchen in der vorliegenden 
Darstellung der » Functionen /, die Variabeln 2‘, behaftet sind, 
respective mit ¢,, notirt werden, so dass | 
(9) | Pe 
ist, so setzen sich diese n? Coefficienten e,, aus den n* Ele- 
menten 6,, und den m* Elementen ¢,, folgendermassen zu- 
sammen | 
(10) Cay 1 Oak Sau 

0 Cag ae bi ie rae ee Coys 

Eine Gegeniiberstellung des Schemas der Elemente bun 
das in § 74 mit (1) bezeichnet ist, und des Schemas der Ele- 
mente ¢,,, das sich oben in (2) befindet, 


(11) By by, . . - 5, | Cn Cig 3 * + + Sin 
b,, ae ies a ot Coy Coo Cn 
sees cone O | Cra Cre yc Con 


| 
lehrt, dass das Element e,, erhalten wird, indem man die ate 


Horizontalrethe des ersten mit der uten Vertikalreithe des zweiten 
verbindet, immer die zwei gleichstelligen Elemente multiplicirt und 
von den n Producten die Summe nimmt. 

Wir werden jetzt die Determinante H des Schemas der 
n* Elemente ¢,,, untersuchen 
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12 

(12) C11 te Cin 
Co) C59 Cy n 
Zs 1] Cn9 ile En n 


und dadurch zu dem Beweise des Satzes gelangen, dass die 
Determinante EF’ gleich dem Product ist, das aus der Determinante 
R der n? Elemente 63 und der Determinante S der n? Ele- 
mente ¢, , erhalten wird. 

Vermége der in § 74 gegebenen Regel ist die Determi- 
nante L gleich einer Summe von Gliedern 
(13) > 6 ENON AY he 


Ditty Leayyoeleiptyy | [ay bar © eellyd » Ica) ) 2kto Nip 
wo die Zeiger u,, “,, ..~- “, nach einander alle Permutationen 
der Zahlen 1, 2,...m durchlaufen, und wo das Zeichen 


gleich der positiven oder der negativen Einheit ist, 
n 


Has flay 0 
je nachdem die betreffende Permutation zu der ersten oder der 
zweiten von den definirten beiden Classen gehért. Man hat 
jetzt jede der in einem bestimmten Product vorkommenden 
Gréssen e e durch den von der Gleichung (10) her- 


500 
2ilLo, Nip 


e 
Lu. 
riihrenden Ausdruck zu ersetzen. Da die einzelnen Ausdriicke 
mit einander zu multipliciren sind, so verlangt die Deutlichkeit, 
dass fiir die Summationsbuchstaben von einander verschiedene 


Zeichen 2,,4,,.-4, genommen werden. Man bildet demnach 
die Gleichungen 


(14) Cru, a =, bu, C14 
a 
Cots ie bop, Cig 
OY 
Cou, ia baa, Oh a.2 
wo jeder der Zeiger h,, Ag, ... hk, wnabhingig von dem an- 
dern die ganze Rethe der Zahlen 1, 2, 3, .. durchlauft. Bei 
der Ausfiihrung des Products ¢,. ¢,, +++ Gy, ist jeder Sum- 


mand aus dem ersten Ausdrucke mit jedem Summanden aus 
dem zweiten, dritten, bis mten Ausdrucke zu multipliciren, und 
yon allen Hinzelproducten die Summe zu nehmen. Diese Ge- 


sammtsumme, mit dem Factor 0,4... ,, multiplicirt, ist als 
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Ausdruck des Products Dirt iy Cy eee geen die Formel (13) 


bia akan 


einzusetzen. Statt dessen wihlen wir ein bestimmtes 4,, ein be- 
stimmtes 2,, u. s. f. bis 2,, bilden das Einzelproduct 


(15) by, Cras Oe Ce ae bia, Ch ita 

und substituiren nach einander alle vorhandenen Einzelproducte, 

mit dem Factor 0, , ,, Dultiplicirt, in die Formel (13). 
eevee 


Die Substitution des Einzelproducts (15), mit dem Factor 


Dv, as bin multiplicirt, in den Ausdruck (13) liefert die Summe 
E299 9 fa 

a SS 
(16) Safe Time cam 1 on fa, +.» Mn bya, CA, fart 6.2, Ci big 


Wenn wir jetzt den Werth dieser Summe, in welcher 
1,, 4g, -- 4, die ausgewiihlten bestimmten Werthe bedeuten, 
ermitteln, hierauf fiir die simmtlichen Verbindungen von Werthen 
der 4,, A,,... 4, dasselbe thun, und dann alle diese Summen 
addiren, so erhalten wir die gesuchte Determinante EF. 

Allein die Summe (16) ist gleich der, mit dem Producte 
ba Oa, multiplicirten Summe 


(17) = é é} sbestoned 26 


tt, Har + + Mn Has Mar es My At “Aft Ankeny 
Die letztere geht aus der Summe 
* : 
(18) Soltis Howe Hy afta» - By Ch us Cous Be acd Cn in 
hervor, sobald statt der ersten Zeiger 1, 2, 3,...2 beziehungs- 
weise die Zeiger 4,, 4,,...4, gesetzt werden; sie fallt da- 


her auf Grund der gegebenen Definition mit der Determinante 
eines Schemas zusammen, das aus dem obigen Schema (2) ent- 
steht, indem die einzelnen Horizontalreilen statt der Zeiger 
1,°2,,3,.. . merespective: die Zeiger A,, 4,5 4, erhalten. 
Nach dem Satze (3) des § 74 verschwinden aber die Determi- 
nanten, bei deren Schema irgend zwei Horizontalreihen iiber- 
einstimmen; es verschwinden daher gegenwiirtig alle Determi- 
nanten, bei denen unter den Zeigern 4,, 2,,.. 4, irgend 
zwei emander gleich sind. Folglich hat die Summe (17) nur 
dann einen von Null verschiedenen Werth, wenn die Zeiger 
Ay Ags +» 4, alle von einander verschieden sind. Unter dieser 
Bedingung reprisentiren dieselben eine Permutation der Zeiger 
1, 2,...% Ferner sagt uns das Corollar des Satzes (2) in 
§ 74, dass die Determinante eines Schemas, bei dem die Hori- 
zontalreihen eine bestimmte Permutation erfahren haben, gleich 


1) 
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der Determinante des urspriinglichen Schemas oder gleich dem 
entgegengesetzten, Werthe ist, je nachdem die angewendete Per- 
mutation zu der ersten oder der zweiten Classe gehdrt. Die 
Summe (17) wird deshalb gleich der Determinante S oder gleich 
—, je nachdem die Permutation 4,, 2,,... 4, zu der ersten 
oder zweiten Classe gehért, und diese Bestimmung kann vermoge 
der fiir 0 ...n, *ugestellten Definition durch das Zeichen 


M4, as 


(19) Fear pe ne 


n 


ausgedriickt werden. 


Wir miissen jetzt die Werthe der Summe (16) addiren, die 
allen modglichen Verbindungen 4,, /,,...4, entsprechen. Die 
Summe (16) ist das Product von 6,, b,,... 6,,, m die Summe 
(17); von dieser sahen wir aber, dass sie, wenn die Zeiger 
A,, A,,--4, nicht simmtlich von einander differiren, verschwindet, 
und, wenn die Zeiger /,,4,,...4, eine Permutation der Zeiger 
1; 2,...m darstellen, durch (19) ausgedriickt wird. Die zu 
bildende Determinante / ist daher gleich der tiber alle Permu- 
tationen der Zeiger 1, 2,...% zu nehmenden Summe 
(20) Aye. ty! 0504, ..2, O10, Sea, «+ bn, 8. 


Hier haben wir das Product der Determinante S in eine 
Summe, welche nichts anderes ist als die Determinante A der 
n? Elemente b~ Daher gilt die Gleichung 
(21) VI 5 9S 
welche zu beweisen war. 

Bei diesem Anlass kann erwihnt werden, dass die Deter- 
minante eines Schemas, bei dem die ersten und die zweiten 
Zeiger respective die durch « und # angedeuteten Reihen von 
Zablen durchlaufen, nicht nur durch das in (3) des §74 ange- 
gebene Zeichen sondern auch durch das zwischen zwei verti- 
kale Striche gestellte allgemeine Element ausgedriickt wird. 
Auf diese Weise hat man 
(22) Ba bas 
und der so eben bewiesene Multiplicationssate der Determinan- 
ten nimmt die Gestalt an 
(23) | Gay | =| Bag l= | Se 
Fiir die Benutzung desselben ist es wesentlich zu bemerken, 


|» S =| ¢,,,| 
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dass, wenn man in dem Schema der b,, die Horizontalreihen 
mit den Vertikalreihen vertauscht, ferner, wenn man in dem 
Schema der c,, die Horizontalreihen mit den Vertikalreihen ver- 
tauscht, zwar die Gréssen ¢,,, eine andere Bedeutung annehmen, 
indessen die Determinanten der betreffenden vier Schemata der e,,, 
einen und denselben Werth haben. 

Die Determinante / gehért in sofern zu den Functionen /,, 
als diese durch die in (9) enthaltenen Gleichungen als Functio- 
nen der Variabeln x, dargestellt werden. Nach dem _ friiher 
bewiesenen und. mehrfach erwabnten Satze sind die f, unab- 
hingige Functionen der a je nachdem # von Null verschieden 
oder gleich Null ist; ebenso sind die f, unabhiingige Functionen 


der x,, je nachdem die Determinante R der 6,, von Null ver- 


as 
schieden oder gleich Null ist, und die x, unabbiingige Functio- 
w Je nachdem die Determinante S des ¢,, von Null 
verschieden oder gleich Null ist. Nun verschwindet das Pro- 
duct H= R.S niemals, ausser wenn einer seiner beiden Facto- 
ren F oder S gleich Null ist. Daher besteht der Satz: 


Die Functionen f, sind dann und nur dann unabhdngige 


4 


nen der # 


Functionen der Variabeln x‘, wenn sowohl die f, unabhdngige 

Functionen der Variabeln x, wie auch die x, unabhingige Func- 
: \ 

tionen der Variabeln x‘ sind. 


§ 77. Eigenschaften der adjungirten Elemente eines 
gegebenen Systems von Elementen. 


Eine merkwiirdige Anwendung des Multiplicationssatzes 
der Determinanten ergiebt sich, wenn man das erste der zu 
combinirenden Schemata unbeschriinkt liisst, das zweite Schema 
dagegen aus den adjungirten Elementen des ersten Schemas 
bildet. Statt der beiden in (11) des vorigen § angefiihrten Sche- 
mata nehme man also die Schemata 


(1) | Oe ae ¥ Dee | | Bi B,, ae B 
| b., o Oe | B,, B,, ¥h B,, 
| by Piss Ss gin | B,, Bo Ba. 
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und bilde vermiége der dortigen Gleichung (10) die zugehirigen 
Elemente ¢,,. Alsdann kommt 


(2) Coy Owl tas B “nt U be 

und die Grundeigenschaften der adjungirten Elemente greifen ein. 
Die rechte Seite wird zufolge der Gleichung (6) des § 74 gleich 
der Determinante R, sobald der Zeiger « und der Zeiger w ein- 
ander gleich sind, dagegen wegen der dortigen Gleichung (7) 
gleich Null, sobald die Zeiger « und w von einander differiren. 
Das Schema der ¢,, verwandelt sich deshalb in das folgende 


(3) F001 0.0 
OA O10: 0 
Ome OBO 0 
0000R 


und die Determinante der e,, geht in das einzige Glied iiber, 
welches nicht den Werth Null hat und durch die Multiplication 
der Glieder aus der absteigend von links nach rechts gehenden 
Diagonale erhalten wird. Die Determinante / wird also gleich 
der mten Potenz der Determinante R, mithin erzeugt der Multi- 
plicationssatz H— R.S die Gleichung R”=R.S. Die Deter- 
minante S des Systems der adjungirten Elemente ist deshalb, 
wenn #& yon Null verschieden ist, gleich der (2 — 1)ten Potenz 


der Determinante R. Da die Gleichung S=R" fiir alle be- 
liebigen Schemata gilt, bei denen die Deterninante R nicht gleich 
Null ist, so gilt sie vermége des Satzes, welcher in § 58 be- 
wiesen und in § 70 aufs neue hervorgehoben ist, in der Weise, 
dass, wenn die linke und die rechte Seite nach den Potenzen 
und den Producten der Potenzen der Elemente b,, entwickelt 
werden, die zugeordneten Coefficienten einander gleich sein 
miissen, sie besteht also in voller Allgemeinheit, und wir diirfen 
das Resultat aussprechen: 

Die aus den adjungirten Elementen eines gegebenen Schemas 
von n? Elementen gebildete Determinante ist gleich der (n—1)ten 
Potenze der Determinante des gegebenen Schemas. 

Es kann jetzt leicht erkannt werden, welche Verbindungen 
der Elemente eines gegebenen Schemas entstehen, wenn von 
den adjungirten Elementen desselben abermals die adjungirten 


‘ 
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Elemente gebildet werden. Die adjungirten Elemente des Schemas 


| Bs B,, ° ele Bes | 
Bis By = nas Lys 
oy baash ee 74 
Bs, Big Day | 


mogen B,, genannt werden, so dass das neue adjungirte Ele- 
ment 8, mit dem Element B 


a ap 


und dieses mit dem Element b,, 
des urspriinglichen Schemas correspondirt. Wofern nun die 
Determinante FR nicht gleich Null ist, so stellt die Gleichung (9) 
des § 74 

(4) Ria, == 


ly 


,, PB. Baw 

die vollstindig bestimmten Werthe v,, 7,,..%, dar, welche fiir 
beliebig gewihlte Werthe 7,, 7,,..7, das System von Gleichun- 
gen (2) in §73 befriedigen, das durch die Gleichung 

(5) OO arly leet Dee he 

reprisentirt wird. Man kann jetzt die in (4) enthaltenen » Glei- 
chungen nach den » Gréssen r,, 7,,...7, auflésen, da die De- 


al 


terminante der Coefficienten BL, gleich R'™ ist und, weil R von 
Null verschieden sein soll, nicht verschwindet. Durch Multipli- 
cation der Gleichung (4) mit dem neuen adjungirten Element 
%_, und eine auf den Buchstaben v beziigliche Summation ent- 


steht fiir die Grésse r, die unzweifelhafte Bestimmung 


(6) BT re BUS ae By; we, Ps Byrds 
Man darf sich vorstellen, dass die » Werthe 7,, 7,,...7, her- 
vorgebracht sind, indem den » Grossen z,, %,... 4%, beliebige 
Werthe beigelegt wurden. Dann muss fiir alle ~ Werthe des 
Zeigers « der Ausdruck von 7, aus (5) mit dem Ausdruck von 
yr, aus (6) zusammenfallen, und zwar miissen nach dem vor- 
hin benutzten Satze die Coefficienten der einzelnen Variabeln 
@,, Hy,...2, in den betreffenden Darstellungen beziehungsweise 
einander gleich sein. So ergiebt sich fiir jedes Paar von Zeigern 
-a@ und # die Gleichung 
(7) Deer thule 
Auch diese Gleichung ist, wie vorhin die Bestimmung der 
Determinante der B,,, unter der Voraussetzung abgeleitet, dass 


Q+ 
ap 
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die Determinante R nicht gleich Null sei; da die Gleichung 
aber fiir alle méglichen Systeme 6.3 gelten muss, deren Determi- 
nante nicht verschwindet, so ist es nach dem so eben angewen- 
deten Satze nothwendig, dass bei einer Entwickelung der beiden 
Seiten nach den Potenzen und Producten der Potenzen der Ele- 
mente 6,, die entsprechenden Coefficienten einander gleich sind, 
und deshalb hat die Gleichung (7) ebenfalls eine unbeschriinkte 
Giiltigkeit. Sie lautet in Worten so: 

Wenn man zu den adjungirten Elementen eines gegebenen 
Schemas von n® Elementen abermals die adjungirten Elemente bildet, 
so ist jyedes der neuen adjungirten Elemente gleich dem Product 
aus dem correspondirenden Element des urspriinglichen Schemas 
und aus der (n—2)ten Potenz der Determinante des urspriing- 
lichen Schemas. 

Mit den gegenwiirtigen Hiilfsmitteln kann eine allgemeine 
Frage beantwortet werden, welche sich auf ein System von 
n Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten bezieht, ber dem 
die gegebenew Coefficienten ganze Zahlen sind. In dem System 
(1) des § 76 seien die Coefficienten ¢,,,...¢,,, beliebige positive 
oder negative ganze Zahlen, die aus denselben gebildete Deter- 
minante S, welche dann ebenfalls eine ganze Zahl sein muss, 
von Null verschieden. Dann folgt aus den in Rede stehenden 
Gleichungen 


4 


ns r] 
Cee OO tC nate ta tC, 
pn 4 a 4 
CeCe Wt Cy) 1, ANSE CHa 

a wt ” 
C—O OI is Cra %o i ‘2 Cun n 

die dort mit (3) bezeichnete Auflosung 

; Cig a + Cy, ty +... + C,, L, 
a ae S aa 


wo @ nach einander gleich den Zeigern 1, 2, 3,... zu setzen 
ist. Die adjungirten Elemente C,,,...C,,, werden aus den Ele- 


menten des gegebenen Systems von Coefficienten nur durch die 
Operationen des Addirens, Subtrahirens und Multiplicirens ab- 
geleitet, und sind deshalb, da die letztern gegenwartig ganze 
Zahlen sein sollen, ebenfalls ganze Zahlen. Die Coefficienten 
der Grissen %,, %,,...%, in den fiir a’,, #',,... 2", gefundenen 
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Ausdriicken entstehen aus den betreffenden adjungirten Elemen- 
ten durch Division, mit der ganzen Zahl S. Hieran kniipft sich 
die Frage nach den Bedingungen, welche nothwendig und hin- 
reichend sind, damit diese sémmtlichen Coefficienten ebenfalls ganze 
Zahlen werden. Ihre jetzt abzuleitende Lésung wird spiter be- 
nutzt werden. 
Wir nehmen an, dass die simmtlichen Briiche 
C. C 


1] 12 C, n 


Bo? Tg pr og 
gleich ganzen Zahlen sind; werden dann die zu dem Schema 
derselben adjungirten Elemente gebildet, so miissen diese aus 
dem so eben erwihnten Grunde ebenfalls lauter ganze Zahlen 
sein. Die in Rede stehenden Briiche haben den iibereinstim- 
menden Nenner S. Weil nun jedes zu bildende adjungirte Ele- 
ment ein ganzer homogener Ausdruck des (x — 1)ten Grades in 
Bezug auf die Elemente ist, aus denen es zusammengesetzt wird, 
so wird jedes aus den erwahnten Briichen zu bildende adjun- 
girte Element gleich einem Bruche, dessen Ziahler das aus den 
Gréssen C,,, C, .C, zu bildende correspondirende adjungirte 


oa 
: m1 . . 
Element, und dessen Nenner die Potenz S ist. Das adjun- 
girte Element, das im Zihler auftritt, wird aber vermége des 
zuletzt bewiesenen Satzes gleich dem Product eines Elements 


Coy und der (w~— 2)ten Potenz der Determinante S. Folglich 
C 


: es 1 ose ‘ . 

werden die zu den Gréssen tah se = gehérigen adjungirten 
* : Oy 12 : 

Elemente respective gleich den »? Ausdriicken “ge get a : 


Unter der geltenden Voraussetzung miissen daher diese Quo- 
tienten simmtlich gleich ganzen Zahlen sein. 

Aus diesem Umstande kann der Schluss gezogen werden, 
dass ftir die n®* Zahlen c¢,,, ¢,,.-.¢, keine von der Einheit 
verschiedene Zahl existirt, welche in jede derselben aufgeht 
und dass die Determinante S derselben gleich der positiven 
oder der negativen Einheit sein muss. Man suche die grisseste 
Zahl aut, welche in jede der Zahlen ¢,,, ¢,,,...¢,, aufgeht, die- 


selbe heisse f, und es sei 


(8) 7 = eof Cea hes Con = Cnn le 
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Ferner werde die aus den ganzen Zablen c’,,,.. ¢/,, gebildete 
Determinante mit S’ bezeichnet, dann ist die Determinante S 
gleich dem Product der ganzen Zahl S’ und der nten Potenz der 
Zahl f, 

(9) S=S' f", 

und es bestehen die Gleichungen 


4 4 4 


C c c c C 
11 11 12 2 nn nn 
(10) ae Sse Relays; ae et mp n—1" 
S Sop 8 Shad bs 8 S' f 
Die Zahlen c’,,, ¢',..-¢’,, haben jetzt keinen Theiler, 


der ihnen allen gemeinsam ist. Nun ist in § 37 bewiesen, dass, 
wenn zwei ganze Zahlen n, undn, keinen gemeinsamen Theiler 
haben, sich immer zwei ganze Zahlen p, und p, so bestimmen 
lassen, dass die Gleichung 

p,n, +p,n, =1 
erfiillt wird. Hievon ausgehend kann gezeigt werden, dass, 
wenn eine beliebige Anzahl von ganzen Zahlen gegeben ist, 
N,,%,--.%,, fiir die kein allen gemeinsamer Theiler existirt, 
w ganze Zahlen p,, p,,---p, sich so bestimmen lassen, dass sie 
der Gleichung 
(11) Pent Ponto. ep, nH 
genligen. Es sei « = 38, dann muss der grésseste gemeinsame 
Theiler » von den zwei Zahlen n, und », relative Primzahl zu 
der Zahl n, sein. Man kann deshalb zuerst zwei ganze Zahlen 
p, und qg so bestimmen, dass 


Pin, +qrv=1 
wird. Da ferner — und — relative Primzahlen sind, so kann 
14 Vv 


man zwei ganze Zahlen s, und s, bestimmen, welche die Gleichung 


befriedigen. Die Substitution in die vorige Gleichung liefert 
das Resultat 

DP, N, + 8. N%, + 98, 2, = 1, 
so dass p, =P,, Py = (Sa) Ps = 4S, Zu nehmen ist, um das ge- 
steckte Ziel zu erreichen. Es leuchtet ein, dass die Gleichung (11), 
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deren Auflésbarkeit fiir o = 3 begriindet ist, auch ftir den nachst 
grésseren Werth von w auflésbar sein muss, und dass durch 
die Wiederholung derselben Schlussweise sich ihre allgemeine 
Auflésbarkeit ergiebt. 

Unter der geltenden Voraussetzung mussten die Briiche (10) 
simmtlich gleich ganzen Zahlen sein. Wenn man jetzt fiir die 
in den Zihlern auftretenden Zahlen c¢’,,, ¢’,,,.-. ¢,,, fiir die kein 
allen gemeinsamer Theiler existirt, sich die Gleichung aufgelést 
denkt, welche der obigen Gleichung (11) entspricht, und die so 
bezeichnet sein mdge 
(12) Gay rte Ne eric sh ON tf 
dann muss das Aggregat, welches entsteht, indem die ganzen 
Zahlen (10) respective mit den ganzen Zahlen p,,, p,,,.--D 


nun 


multiplicirt werden, selbst gleich ciner ganzen Zahl sein. Das 


n—1 


: 1 - 5 
heisst, der Bruch ——|—> muss gleich einer ganzen Zahl sein. 
Sof, 


Dies ist aber nicht anders méglich, als indem sowohl die Zahl f 
gleich der Einheit, wie auch die Zahl S‘ gleich der positiven 
oder negativen Einheit ist. Aws der Voraussetzung, dass die 


Cy 11 Cro ie n 
sémmtlichen Briiche - =, —-, ... c 
mut Nothwendigkeit, dass die grésseste ganze Zahl f, die in die 
simmtlichen Coefficienten ¢,,, ¢,,,...¢,, aufgcht, gleich der Ein- 
heit sein muss, und es folgt weiter, da alsdann S‘'=S wird, dass 
die aus den Coefficienten c.., ¢ .¢ eu bildende Determinante 


ganze Zahlen, folgt daher 


LS G12) 
S gleich der positiven oder der negativen Einheit sein muss. 
Diese Bedingungen sind nothwendig, damit die sdmmilichen 

C 


12 ae 


} C. 
Coefficienten sat ge gleich ganzen Zahlen werden, 


und sie sind gu gleicher Zeit auch hinreichend, weil die Briiche 


11 12 C, n d aie Tr & 
erg ttt og dann keinen anderen Nenner haben als die 


positive oder negative Hinheit und deshalb gleich ganzen Zahlen 
sind. Hiemit ist die aufgeworfene Frage vollstindig erledigt. 
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Capitel V. 


Ganze homogene Funetionen eines beliebig hohen Grades 
mit zwei Variabeln. 


§78. Zerlegung der ganzen homogenen Functionen mit zwei 
Variabeln in homogene Factoren des ersten Grades. 


Nach einer in § 70 gemachten Bemerkung lisst sich jede 
ganze Function eines beliebigen Grades von Einer Verdnderlichen 
als homogene Function desselben Grades von zwei Verdnderlichen 
auffassen, in der die hinzugefiigte Variable gleich der Einheit 
gesetzt ist, und jede gegebene ganze homogene Function von 
zwei Variabeln verwandelt sich, indem die eine Variable gleich 
der Einheit gesetzt wird, in eine bestimmte Function desselben 
Grades von der nicht determinirten andern Variable. Aus die- 
sem Grunde kénnen gewisse Eigenschaften der ganzen homo- 
genen Functionen von zwei Variabeln aus den entsprechenden 
Eigenschaften der ganzen Functionen von Einer Variable abge- 
leitet werden. Eine homogene ganze Function des nten Grades 


von den zwei Variabeln w und y hat die allgemeine Gestalt 


(1) f(2,y) =a, a" + 4,2" y+a,2" y +..44 


WO @, @,,-..4a, svon den Variabeln x, y unabhingige Coeffi- 


n—1 n 
ee ae | ’ 
cienten sind. Legt man der Variable y einen von Null ver- 
schiedenen Werth bei, so kann die rechte Seite durch y” dividirt 
und mit dieser Grésse multiplicirt werden, wodurch der Aus- 
druck entsteht 


(2) (ny («, (2)'+ a, fay: Se a,): 


In der Klammer befindet sich bier eine allgemeine ganze 
‘ ra x 
Function der Grosse a und zwar vom mten Grade, wofern der 


Coefficient a, nicht gicich Null ist, sonst aber von einem leicht 
zu bestimmenden niedrigern Grade; wenn nimlich a,=—0 ist, 
so sind die folgenden Coefficienten a,, a,, .. zu untersuchen, 
ob sie etwa auch verschwinden, und wenn a, _, der erste von 
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Null verschiedene Coefficient ist, so reducirt sich die Klammer 


auf die Function des Aten Grades von der Groésse @ 


a A—1 
x xu 
(3) aa (2) —- a (=) SUR TS Cone a. 


Weil nun nach dem in § 67 ausgesprochenen Fundamental- 
theorem die vorliegende Function des Aten Grades stets und 
nur auf eine Weise in 2 Factoren des ersten Grades in Bezug 


. : fe x ees : : 
auf die Grésse — zerlegt werden kann, so existirt die mit be- 
y 


stimmten Werthen &,, &,..& gebildete Darstellung 


© al) 


il 
x 
+4, 24(5] di wept ay 


~eiG-8)6-1)-6-3} 


Wenn dieselbe in die rechte Seite von (2) substituirt wird, 
so lasst sich die Potenz y" in das Product y"~ y' auflésen, 


und jeder der 4 Factoren y von vy mit jedem der Factoren 
ie ara . — 5 multipliciren. Die Factoren z—&,y,..2—§&, y 
werden nach x und y homogen und vom ersten Grade, und die 
 Potenz pes vertritt m—A Factoren, die gleich y, also von der- 
selben Art sind. Auf diese Weise entsteht die fiir jede ganze 


homogene Function f(x,y) giiltige Umformung 


(5) f(a,y)=4,_,(@—£,y)(@—&,y).. (e—E yy" 


Vermége derselben ist jede ganze homogene Function des 
nten Grades von zwei Variabeln gleich einem Product von n Fac- 
toren, die in Bezeug auf die beiden Variabeln ganz, homogen und 
vom ersten Grade sind. Wenn umgekehrt eine Zerlegung 
der Function f(z,y) in ganze homogene Factoren des ersten 
Grades nach w tnd y gegeben ist, so liefert die Function 
f(a, y), fiir einen von Null verschiedenen Werth von y durch 


e n * ee . . 
die Potenz y dividirt, eine Zerlegung der ganzen Function 
4 n n—l1 
x . 
Oy (=) +a, (“) +.. +a, in Factoren des ersten Grades nach 


ri: Da die Zerlegung der letztern aber nur auf eine Weise 
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ausgeftihrt werden kann, so ist es nothwendig, dass die gege- 
bene Zerlegung der Function f(x,y) mit der in (5) ausgefiihrten 
Zerlegung tibereinstimme und die in den beiden Zerlegungen 
correspondirenden einzelnen Factoren durch Multiplication mit 
Constanten in einander tibergehen. 

Wenn man die homogene Function f(x,y) durch Anwen- 
dung einer Substitution transformirt, bei der 2 und y wie in (4) 
des § 70 ganze homogene Functionen des ersten Grades der 
neuen Variabeln x‘ und y’ werden 


(6) con 1 By 
Up = y x! ae Oy’, 
“und wo die Determinante der Substitution 
(7) ad—Ppy=*x 


einen von Null verschiedenen Werth haben soll, so geht jeder 

Factor des ersten Grades in Bezug auf x und y in einen Factor 

des ersten Grades in Bezug auf «‘ und y’ iiber, und es wird, 

indem man die hervorgehende Function g (z’, y‘) nennt, 

(8) f(%, y)= 9 (x, y’), 

(9) g(a, y')=a,_,((@—§, 7) a" + (8—§,0)y').-. 

((a—&,y)a' + G—E, d)y')(ya' + dy’). 

Wir beschranken jetzt die Betrachtung auf die ganze ho- 

mogene Function des zweiten Grades von zwei Variabeln. In dem 

Ausdruck (1) ist dann » gleich zwei zu nehmen, und ausser- 

dem ersetzen wir a, durch a, a, durch 2b, a, durch c, so dass 

der Ausdruck 

(10) f (a, y) =az? + 2bxvy + cy? 

entsteht. Die in (5) enthaltene Zerlegung der in Rede stehen- 

den Function f(a,y) in Factoren des ersten Grades wird, wenn 

der Coefficient a nicht gleich Null ist, die folgende 

(11) f (x, y) =a (@ — §, y) (w@ — §, y); 

wenn dagegen a=0 und 6 nicht gleich Null ist, so hat man 


(11*) f(x,y) = («+ Fu) 93 
wofern aber a=0O und b= 0 ist, kommt 
(11**) f(a, y)=eyy. 
Die in (11) auftretenden Gréssen §, und &, sind die Wur- 
zeln der quadratischen Gleichung 


Lipschitz, Analysis. 


23 
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(12) ag + 2b€+c=—0, 
und haben daher nach § 28 die Ausdriicke 
j= Ft o 8 site 1, 
13) : 
( | oe SC 
vo = a 


Es lisst sich jetzt leicht entscheiden, unter welcher Bedin- 
gung die beiden Factoren des ersten Grades, in welche die 
Function f(z, y) zerfiallt, wesentlich von einander verschieden 
sind, das heisst, sich durch Multiplication mit einer Constante 
nicht auf einander zuriickfiihren lassen, und unter welcher Be- 
dingung dies der Fall ist. In der Darstellung (11), welche sich 
auf die Voraussetzung bezieht, dass a nicht gleich Null sei, ist 
der Factor «—&,y wesentlich von dem Factor «—&, y ver- 
schieden, sobald &, und &, verschieden sind, und die Factoren 
fallen zusammen, sobald &, = &, ist; in der Darstellung (11%), 


welche fiir a0, b= 0 gilt, kann der Factor 2 + = y nie- 


mals durch Multiplication mit einer Constante gleich dem Fac- 
tor y werden; in der Darstellung (11**), die zu der Voraus- 
setzung a=0, b=0 gehirt, ist y® das Product der beiden 
Factoren y. Die Gréssen €, und §, differiren dann und nur 
dann von einander, wenn die Grésse w nicht gleich Null ist, 
und diese verschwindet dann nicht und nur dann nicht, wenn 
die Verbindung 

(14) D=ac—b° 

einen von Null verschiedenen Werth hat. Sobald a= 0, aber 6 
nicht gleich Null ist, kann D nicht gleich Null sein; sobald 
a=0 und b=0 ist, muss D verschwinden. Hieraus folgt der 
Satz, dass die beiden Factoren des ersten Grades, in welche die 
Function des zweiten Grades f (a, y) zerfallt, wesentlich von einander 
verschieden sind, oder nicht, je nachdem die Verbindung D einen 
von Null verschiedenen Werth, oder den Werth Null hat. 

Die Transformation einer Function des zweiten Grades 
vermége der Substitution (6) giebt unter der Annahme, dass der 
Coefficient a nicht gleich Null sei, nach (8) und (9) das Resultat 
(15) ax’? + Waytey=a'a? + ay + cy", 
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(16) a’ wv? + 26a y+ cy? = 

| a((a—&, 7) 2! + (6 — E, 6) y') (ao —&, 7) a +(8 — &, 0) y); 
die Coefficienten der Function g (#‘, y‘) sind hier den Coefficien- 
ten der Function f(a, y) entsprechend mit a’, 2b‘, c’ bezeichnet. 
Setzt man die Coefficienten von 2’, wy‘, y'? auf beiden Seiten 
der Gleichung (16) einander gleich, dann entstehen fiir a‘, 2b’, c! 
die Ausdriicke 

(17) a’ =a(a—£,7) (e—& 7) 

20 — 3 (0 £7) (8 —&, 0) +9 (8 — £,.0) (aE py) 

 e' =a (8 — &, 0) (8 — &, 0). 

Es mégen nun die Gréssen @ und y so gewahlt sein, dass 
weder «a—é,y noch a— &, y gleich Null, mithin auch a’ nicht 
gleich Null ist, so kann auf der rechten Seite von (16) die erste 
Klammer durch a — €, y, die zweite Klammer durch a — &, y 
dividirt und das Product dieser beiden Ausdriicke mit a nach 
(17) zu der Grosse a’ vereinigt werden. Dann kommt 


(18) axe? + 2b! ay + cy” 
=a' (a! + Fae ese 
a—§,y¥ &— S37 


Legt man hier der Variable y’ einen beliebigen von 
Null verschiedenen Werth bei, und dividirt beide Seiten der 
Gleichung durch y’?, so hat man eine Zerlegung des Ausdruckes 


PN d 
a’ (=) + 20 (=) +c’ in zwei Factoren des ersten Grades in 
y 


4 
Bezug auf die Grosse 7 eine solche Zerlegung kann nur auf 


eine einzige Weise und zwar durch die Wurzeln &, und &, 
der Gleichung 
(19) a’ &2 4 96'& + ¢c'=0 
bewerkstelligt werden, so dass 

av? +20 ay +c y? : a! : x! ; 
eas poaectass (Ee \ (5-8) 
ist. Die Wurzeln &, und &', der Gleichung (19) héingen deshalb 
mit den Wurzeln &, und &, der Gleichung (12) durch die Glet- 
chungen 


/ Fe ase) 4 spr os oO 
On Oe neh eee 


oder, wie leicht zu folgern ist, durch die Gleichungen 
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OS rie 
ye, + 0 


ae, +8 
iE a +8 


(21 ) f= &, — 
zusammen. 

Die Wurzeln &, und &, werden aus den Coefficienten der 
Gleichung (19) genau ebenso abgeleitet, wie die Wurzeln §, und &, 
aus den Coefficienten der Gleichung (12), und ihre Werthe gehen 
deshalb aus (13) durch Substitution der entsprechenden Bestand- 


theile hervor, 


; b! ; Regal 
[Ray Hh Se a a 
(22) A == gq" ce’ +b”? 
(aa) rete ieee 


Die Darstellung von &, und &', in (21) gestattet eine Be- 
ziehung zwischen den beiden Gréssen w und o! aufzusuchen, 
deren jede von der Auflésung ciner reinen quadratischen Glei- 
chung abhiingt. In Folge von (13) und yon (22) ist respective 


(23) & =~ =a, 64a Spero’. 

Aus (21) ergiebt sich aber fiir &’, — &, der Ausdruck 

eee * : 

pL appesias BNE ice le 
a—&hy a— by ~ (a—§, 7) (a@—&,7) 


Nun ist ad —Py die in (7) mit x bezeichnete, von Null ver- 
schiedene Determinante der Substitution (6), ferner nach (17) das 
Product a («a—&,y) (a—&, y) gleich dem Coefficienten a‘. Daher 
folet aus (24) durch Multiplication mit a‘ die Gleichung 


(25) a’ (Figs Fiji xa(&,—&,), 
und durch Anwendung von (23) die Gleichung zwischen w und o‘ 
(26) QUO) T= 8 EO, 


Die Grisse a‘ w' wird also aus der Grisse aw durch Multipli- 
cation mit der Substitutionsdeterminante x gebildet. 

Nach (22) ist a’? w = —a’ c' +b", nach (13) a? ©? = —ac+b?. 
Wenn daher die zu der Function a! x? + 2b/ vy‘ +c! y'? gehi- 
rende Verbindung 
(27) Die aie: —b"* 
eingefiihrt wird, so liefert die Quadrirung von den beiden Seiten 
der Gleichung (26) die Gleichung 
(28) DP ein? TD 

Wir haben diese Gleichung unter der Voraussetzung de- 
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ducirt, dass sowohl der Coefficient a in f(x, y) wie auch der 
Coefficient a’ in g(a‘, y’) nicht verschwinde. Die Gleichung (28) 
gilt jedoch unbeschrinkt. Fiihrt man die Substitution (6) unmit- 
telbar in die Function a #* + 2bxy + cy? ein, so erhalten a‘, b’, c! 
die Ausdriicke 

a‘=ac0? + 2bay+ cy? 
(29) b‘=aasp + b(ad +Py)+ey0 

c=ap? + 2680 +c0?. 
Dieselben kinnen die Gestalt annehmen 
(30) a‘ = (ae+by)a+ (ba+ey)y 

b' = (aa + by) + (ba+cy)d 

b‘ = (af + b0)a+ (68 +c0)y 

é == (ab +b60)8 + (68 +c0)0. 
Es sei nun fiir den Augenblick 
(31) aat+tby=p ba+cy=—q 

aP-b0=7 FB Ped =s; 
so kommt 
(32) ai=patqy b'=pi+ qd 

b= ras sy oc = r8 sod. 
Die vier auf der rechten Seite befindlichen Ausdriicke werden 
erzeugt, indem man die Horizontalreihen und Vertikalreihen der 
beiden Schemata von 4 Elementen 
PND AL weds 
PES | yo 
so combinirt, wie in § 76 die beiden mit (11) notirten Schemata 
von »? Elementen combinirt sind, um die neuen Elemente e, 


. fe 
zu erhalten. Die Determinante des Schemas 


a’ bf 
aaa 
ist daher nach dem dort bewiesenen Multiplicationssatze der 
Determinanten gleich dem Product der beiden Determinanten der 
in Rede stehenden Schemata, das heisst 

(33) a‘ c' — b'" =(ps— qr) (ad — By). 

Die Ausdriicke p, g, 7, s in (31) werden durch eine ebensolche 
Combination der Schemata 
a b 
os. 


erhalten, und deshalb ist 
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(34) ps — qr= (ac —b?) (ad — By). 
Die Vereinigung von (33) und (34) bringt demnach die Gleichung 
(28*) a‘ c' — b’? =(ad — By)? (ac— 6b?) 


hervor, welche mit (28) zusammenfallt. 

Die Verbindung D=ac—b* heisst die Determinante der 
Function ax? + 2bay+cy*, die Verbindung D' = a‘ c' — b’? ent- 
sprechend die Determinante der Function a‘ a’? + 2b'x' y' +c’ y”. 
Die so eben allgemein bewiesene Gleichung lehrt daher, dass die 
Determinante der transformirten Function aus der Determinante 
der urspriinglichen Function erhalten wird, indem man die letetere 
mit dem Quadrate der Determinante der angewendeten Substitution 
multiplicort. 

Die Determinante ac — b? steht in einer sehr nahen Be- 
ziehung zu der Discriminante der Gleichung (12) 

a&@+2b€+ ¢=0. 
Nach der in § 59 gegebenen Definition ist die Discriminante D 
einer quadratischen Gleichung, deren Wurzeln £, und &, sind, 
die Verbindung der Wurzeln 
(34) 5 al ga 5) 5 


und die dortige Darstellung (13) verwandelt sich in den Ausdruck 
(35) Qc 


Die Discriminante D und die Determinante D sind also durch 
die Gleichung verbunden 


(36) oa 43 


Ebenso hat man, wenn 9‘ die Discriminante der Gleichung (19) 
bezeichnet, die Relationen 


(37) D=—E,—-F Y= 
Den Relationen (21*) darf man auch den Ausdruck geben, dass 
die Gleichung (12) durch Anwendung der Substitution 


(38) eee 


im die Gleichung (19) transformirt sei. Alsdann folgt aus der 
zwischen den Determinanten D und D‘ bestehenden Relation 
(28), dass fiir die Discriminanten D und D‘ die Relation 

(39) a? Dy == 224? D 

gilt. 


4a’ c' — 4b"? 4 D' 


42 co ee 
a 
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Es ist jetzt wesentlich, insbesondere die Voraussetzung ins 
Auge zu fassen, dass die Coefficienten der Function f (2, y), 
a, 2b, c reelle Grissen, und auch die Coefficienten der Substitu- 
tion (6) a, B, y, 0 reelle Gréssen sind. Bei der Annahme, dass a 
nicht gleich Null ist, entscheidet das Vorzeichen der Discrimi- 
nante ® und, was damit zusammenfillt, das Vorzeichen der 
Determinante D iiber die Natur der Wurzeln &, und &,. Wir 
stiitzen uns hier auf die Resultate der $§ 24 bis 28 und zwar ist 
die Verbindung (6) des § 24 gleich dem vierfachen Werth der 
Determinante D. Zu emer positiven Determinante D gehiren 
zwet complexe conjungirte, zu einer negativen Determinante D 
zwei verschiedene reelle, zu einer verschwindenden Determinante D 
 gwei eusammenfallende reelle Wurzeln E und &. Wenn a=0, 
dagegen b nicht gleich Null ist, so zerfallt f (#, y) nach (11*) in 
ein Product von zwei wesentlich verschiedenen reellen Factoren. 
Wenn a=0, 6=0 und nur ¢ nicht = 0 ist, so wird f (4, y) 
gleich dem Product der Constante c in das Quadrat der Variable 
y. Es koénnen diese Ergebnisse dahin zusammengefasst werden, 
dass, je nachdem die Determmante D entweder positw, oder negatw, 
oder gleich Null. ist, die Factoren des ersten Grades, in welche 
f (a, y) zerfallt, entweder complex sind, oder reell und von ein- 
ander wesentlich versclieden, oder reell und bis auf emen con- 
stanten Factor einander gleich. Da nun vermoge der Gleichung 
(28) die Determinante D‘ durch Multiplication der Determinante 
D mit dem vollen Quadrate x? der Substitutionsdeterminante, 
also einer wesentlich positiven Grosse, erzeugt wird, so befindet 
sich die Determinante D‘ mit der Determinante D stets in dem- 
-gelben Falle: sie sind gleichzeitig positiv, gleichzeitig negativ 
und gleichzeitig Null. Aus diesem Grunde zeigt die transfor- 
mirte Function nothwendig in Betreff ihrer Factoren denselben 
Character wie die urspriingliche Function / (a, y). 
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Capitel VI. 


‘ 


Ganze homogene Functionen des zweiten Grades, oder 
quadratische Formen mit beliebig vielen Variabeln. 


§ 79. Eintheilung der ganzen homogenen Functionen des 
zweiten Grades mit zwei Variabeln und reellen Coefficienten. 


Die ganzen homogenen Functionen des zweiten Grades 
von zwei Veranderlichen gehéren zu zwei getrennten Gruppen 
von Functionen, die in sehr verschiedenen Gebieten der mathe- 
matischen Wissenschaft eine hervorragende Stelle einnehmen; 
die zuerst genannten Iunctionen haben gewisse Eigenschaften, 
welche sich auf die eine Gruppe, und gewisse Eigenschaften, 
welche sich auf die andere Gruppe iibertragen. Die eime Gruppe, 
welche aus den ganzen homogenen Functionen eines beliebigen 
Grades bestcht, ist im vorigen § erértert worden. Die Functionen 
dieser Gruppe besitzen, wie wir sahen, die gemeinsame Higen- 
schaft, immer in Factoren des ersten Grades zerlegbar zu sein, 
vorausgesetzt, dass die Rechnung mit complexen Gréssen zugelas- 
sen ist. Die andere Gruppe wird durch die ganzen homogenen 
Functionen des eweiten Grades von beliebsg vielen Verdnderlichen 
gebildet, und ist durch andere Eigenschaften ausgezeichnet. Bei 
der bisherigen Untersuchung der ganzen homogenen Functionen 
des zweiten Grades von zwei Verinderlichen stand ihre Zerleg- 
barkeit im Vordergrunde. Nur der allgemeine Nachweis der 
Relation, welche zwischen den Determinanten einer gegebenen 
Function und der transformirten Function stattfindet, ist ohne 
Zuziehung der Zerlegbarkeit gefiihrt worden. Es kommt aber 
namentlich auch darauf an, dass die im vorigen § gegebene 
Eintheilung der Functionen, deren Coefficienten reell sind, in 
solche, deren Determinante positiv oder negativ oder gleich Null 
ast, auf eine Definition gegriindet werde, die nur relle Werthe 
der Variabeln « und y voraussetzt und nicht von der Zerlegbar- 
keit der Functionen ausgeht. 

Bei den Functionen / (a, y), deren Determinante D=ac—b? 
positw ist, kann weder die Grisse a noch die Griésse c ver- 
schwinden, weil sonst D gleich der niemals positiven Grésse 
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— b® sein miisste. Es gilt daher in diesem Falle die Darstel- 
lung (11) des vorigen §, wo &, und &, complexe conjugirte 
Gréssen sind. Weder der Factor «—é&,y, noch der Factor 
x—&,y kann fiir ein Paar von reellen Werthen der Verdnder- 
lichen « und y gleich Null werden, die einzigen Werthe «= 0, 
y=0O ausgenommen. Jiir jedes Paar von reellen Werthen x 
‘und y sind die beiden Factoren » — &,y und «—&,y einander 
conjugirt, folglich wird ihr Product gleich der Norm derselben, 
das ist gleich der Summe der Quadrate von zwei reellen Gréssen, 
und diese Summe verschwindet dann und nur dann, wenn 2- 
gleich a=0 und y=O ist. Die Function f(x, y) ist gleich 
dem erwihnten Product, in den von Null verschiedenen Coeffi- 
cienten a multiplicirt, und hat deshalb, sobald a positiv ist, fiir 
alle reellen Werthpaare « und y stets das positive, sobald a ne- 
gatw ist, stets das negative Vorzeichen. Deshalb ist f(z, y), 
wofern ac — b? positiv und zugleich a positiv ist, eine wesentlich 
positive, wofern ac—b* positiv und zugleich a negativ ist, eine 
wesentlich negatwe Function. Das Vorzeichen von a und von ¢ 
muss immer dasselbe sein, da andernfalls die Determinante 
ac—b* nothwendig negativ wire. Eine Function f(z, y), deren 
Determinante ac— b? negatw ist, zerfallt, wie sich gezeigt hat, 
in ein Product von zwei wesentlich verschiedenen reellen Factoren 
des ersten Grades, und kann deshalb fiir beliebige reelle Werthe 
a und y sowohl gleich einer positiven, wie gleich einer negativen 
Grésse werden. Eine Function, f(x,y), deren Determinante 
ac — b? verschwindet, ist gleich einem in eine Constante multi- 
plicirten Quadrat einer ganzen Function des ersten Grades von 
x und y; die Function f(z, y) kann daher fiir reelle Werthe von 
«x und y kein anderes Vorzeichen annehmen, als das Vorzeichen 
jener Constante, und dieses ist ftir ein nicht verschwindendes 
a das Vorzeichen von a, fiir ein verschwindendes a das Vor- 
zeicben von c. Doch verschwindet die Function f (x, y) in diesem 
Falle nicht nur fiir das eine reelle Werthpaar 70, y=0, 
sondern fiir alle diejenigen reellen Werthpaare, durch welche die 
Function des ersten Grades verschwindet, welche dem bezeich- 
neten Quadrat als Basis dient. 

Wir kennen jetzt die Bedingungen, von denen es abhingt, 
0b eine Function ax? + 2bay+cy? mit reellen Coefficienten, 


4 
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und ber der die Variabeln x und y beliebige reelle Werthe er- 
halten, entweder wesentlich positiv sei, oder wesentlich negativ sei, 
und dabei nur fiir die zusammengehirigen Werthe «=0 und y=0 
verschwinde, oder sowohl positive als negative Werthe annehmen 
kénne, oder so beschaffen sei, dass sie zwar niemals das Vor- 
zeichen wechseln aber fiir unbegrenzt viele Werthsysteme x und y 
den Werth Null annehmen kann. r q ) 

Nun ist es nicht schwierig, die Giiltigkeit der gefundenen 
Bedingungen durch Ueberlegungen zu beweisen, welche das 
Gebiet der reellen Gréssen nicht verlassen und sich genau den 
Betrachtungen des § 24 iiber die ganzen Functionen zweiten 
Grades von einer Variable anschliessen. 

Damit eine Function av? + 2bay+cy® wesentlich positw 
oder wesentlich negativ ser, und nur fiir das Werthsystem x=0, 
y =0 verschwinde, ist es nothwendig, dass der Coefficient a 
nicht gleich Null sei; denn wenn a= 0 und dabei } nicht gleich 
Null ist, so kann jeder der beiden Factoren des Ausdruckes 


2b 
werden, und wenn a= 0, b=0, ¢ jedoch nicht gleich Null ist, 
so hat der Ausdruck cy* zwar das Vorzeichen der Grisse ¢, 
verschwindet jedoch fiir die Verbindung des Werthes y=0 mit 
jedem Werthe von x. Da also fiir eine Function des bezeichneten 
Charakters a nicht gleich Null sein darf, was sich auch fiir die 
Grésse c beweisen lisst, so gilt die Darstellung 


(1) f (x, y) =~ (aw + by)* + (acl) y*), 


welche dem Ausdrucke (5) des § 24 entspricht und zu _ ent- 
sprechenden Folgerungen berechtigt. Je nachdem die Determi- 
nante D=ac—- b® einen positiven, einen negativen oder einen 
verschwindenden Werth hat, wird der auf der rechten Seite von 
(1) in der Klammer befindliche Ausdruck gleich einer Summe 
von zewet Quadraten, deren Basen beliebige reelle Werthe erhalten 
kénnen, emer Differenz von zwei Quadraten, deren Basen beliebige 
reelle Werthe erhalten kinnen, oder gleich einem einzigen Quadrate. 
Eine Summe von den Quadraten zweier reeller Gréssen ist stets 
positiv und nur dann gleich Null, wenn die beiden Basen gleich- 
zeitig verschwinden; die Function f(z, y) ist daher, sobald 


2b (2 + 5% y) y nach Belieben positiv und negativy gemacht 
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ac— b?>0, a>0 ist, wesentlich positiv, sobald ac — b? > 0, 
a@<0 ist, wesentlich negativ, und sie verschwindet nur, in- 
dem y=0O und «=O wird. Eine Differenz von den Quadraten 
azweier reeller Gréssen ist im Stande, nach Willkiir das posi- 
tive und das negative Vorzeichen zu erhalten; die Function f (a, y) 
kann deshalb, wenn ac — b? <0 ist, positive und negative Werthe 
annehmen. Das Quadrat einer reellen Grosse ist immer posi- 
tiv und nur dann gleich Null, wenn seine Basis gleich Null 
wird; die Function f(z, y) andert darum, wofern a c— b? = 0 
ist, ihr Vorzeichen nicht, verschwindet aber fiir unbegrenzt viele 
Werthpaare x und y. 


§ 80. Gauss’ geometrische Darstellung der wesentlich posi- 

tiven ganzen homogenen Functionen des zweiten Grades mit 

zwei Variabeln. System parellelogrammatisch geordneter 

Punkte in der Ebene. Verschiedene Anordnungen eines solchen 
Systems. 


Die eigenthiimlichen Begriffe, welche bei der Betrachtung 
der ganzen homogenen Functionen des zweiten Grades von zwei 
Variabeln auftreten, kénnen fiir die wesentlich positiven Func- 
tionen durch eine geometrische Interpretation veranschaulicht 
werden, welche Gauss im Jahre 1831 bei Gelegenheit der An- 
zeige eines Werkes von Seeber bekannt gemacht hat. Die For- 
derung, fiir kein System reeller Werthe ausser dem System 
2£=0, y=0 zu verschwinden ist hier, wie auch im Folgenden 
in die Definition einer wesentlich ositiven. Function auf- 
genommen. Da fiir eine solche wesentlich positive Function 
f(a, y)=a2?+ 2bxy+cy’® die Determinante D—ac— b’ 
positiv ist und auch die Coefficienten a und ¢ positiv sind, so 
haben die Quadratwurzeln Va, Vc, VD von Null verschiedene 
reelle Werthe, die wir uns im Einklange mit den bisher ge- 
brauchten Bezeichnungen als positiv denken wollen. Der Quo- 


= z . . 
tient ee ist jetzt ein nie verschwindender positiver echter 
Bruch, der fiir 60 der Einheit gleich wird, und deshalb hat 
auch die Grosse Puhabs ane einen positiven oder negativen, fiir 
VaVe 


b =0 verschwindenden aber niemals die Hinheit erreichenden 
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Werth. Es giebt daher immer einen bestimmten zwischen 
0 und zw liegenden Winkel w, dessen Cosinus gleich der Grisse 
b Re eee to eee VD 
Vive’ und dessen Sinus gleich der positiven Grésse Vere 

ist. Vermége der bezeichneten Gleichungen 


D 
(1) cos OW = sani bras sin w= V 


VaVe VaVe. 


wird der Winkel w ein spitzer oder stumpfer, je nachdem 6 


positiv oder negativ ist, fiir 60 gleich > oder einem rechten 


Winkel; er verschwindet niemals und erreicht auch memals den 
Werth a, weil die Annahme D= 0 ausgeschlessen ist. Man 
ziehe nun, um die Gauss’sche Interpretation einer wesentlich 
positiven Function av?+ 2bxay+ cy? zu erhalten, in einer 
Ebene durch einen beliebig gewiihlten Punkte O eine unbe- 
grenzte gerade Linie, und unterscheide, wie dies friiher in § 42 
geschehen ist, eine Seite derselben als die positive. Ferner ziehe 
man durch den Punkt O eine zweite gerade Linie, fiir die 
eine eben solche Bestimmung cingefiihrt wird, in der Weise, 
dass die positive Seite der ersten Linie mit der positiven 
Seite der zweiten Linie den so eben bestimmten Winkel w bildet. 
Weil w weder gleich Null noch gleich z oder zwei rechten Winkeln 
sein kann, ist es unméglich, dass die beiden Linien zusammenfallen. 
Um eine feste Vorstellung zu wiihlen, mige die positive Seite 
der ersten Linie in die positive Seite der zweiten Linie tibergehen, 
sobald man die erstere von der linken zu der rechten Hand 
um den Winkel w dreht. Sobald jetzt den Variabeln w und y 
irgend welche reelle Werthe beigelegt werden, so schneide man 
unter Anwendung einer bestimmten Liingeneinheit von dem 
Punkte O aus auf der ersten Geraden eine Strecke ab, die 
durch die Grisse a Va gemessen wird, und zwar fiir ein posi- 
tives # auf der positiven, fiir ein negatives # aut der ne- 
gativen Seite der Linie, und nenne den Endpunkt P; man 
schneide ferner von dem Punkte O aus aut der zweiten Linie 
eine Strecke ab, die durch die Grisse yVYec gemessen und 
deren Lage durch das Vorzeichen von y in gleicher Weise be- 
stimmt wird, und nenne den Endpunkt @. Es soll jetzt durch 
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den Punkt P eine Parallele zu der ersten Linie, durch den 
Punkt Q eine Parallele zu der zweiten Linie gezogen werden, 
diese Parallelen mégen sich in dem Punkte R schneiden, als- 
dann wird das Quadrat der Entfernung des Punktes R von dem 
Punkte O durch die Function ax? + 2bx2y+ cy? ausgedriicht. 
Denn nachdem die Verbindungslinie OR gezogen ist, so gicht 
eine Ausdehnung des Pythayoriischen Lehrsatzes die folgende 
Gleichung zwischen den Seiten und dem einen Winkel des 
Dreiecks OP R 

(2) OF? = OP* —20P.PR cos.0P BR. +. PR?. 

Ferner entsteht fiir die Function f (a, y) durch die Einfiih- 
rung des cos w statt des Coefficienten b der Ausdruck 
(3) f(a, y)=ae? +2VaVe «cy cos wt+ey?, 
dessen Vergleichung mit (2) die ausgesprochene Behauptung 
rechtfertigt. 

Der Flicheninhalt des Parallelogramms OPRQ wird er- 
halten, indem man das Product von zwei aneinanderstossenden 
Seen OP und OG mit dem Sinus des eingeschlossenen Win- 
kels @ multiplicirt. Wenn # und y dasselbe Vorzeichen haben, 
so driickt sich das Product der beiden Seiten durch Va Vc xy, 
im entgegengesetzten Falle durch — VaVewy aus. Fiigt man 
hiezu den aus (1) folgenden Werth sin w= a So er- 
hellt, dass der Flicheninhalt des Parallelogramms OPRQ durch 
den positiven unter den beiden Ausdrticken 
(4) zyVD,—-axyVD 
dargestellt wird. 

Wenn man den Grissen «Ya und yVc nach einander 
alle méglichen Paare von reellen Werthen beilegt, so nimmt der 
Punkt R nach einander die Oerter aller Punkte der Ebene und 
den Ort eines jeden Punktes ein Mal ein. Die Grissen « Va 
und y Vc dienen also, wie die in § 42 eingefiihrten Stiicke, zu 
der Bestimmung eines Ortes in einer Ebene, und werden ent- 
sprechend die Coordinaten des Punktes R in Bezug auf die 
beiden Axen genannt, welche bisher als die erste und die zweite 
Linie bezeichnet worden sind und den Winkel w mit ein- 
ander bilden. Sie’ verwandeln sich in rechtwinklige Coordinaten, 
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sobald der Winkel w gleich einem rechten Winkel wird; dies 
geschieht in dem gegenwiirtigen Falle nur dann, wenn 6 = 0, 
mithin wenn 

(5) fay Hart 6 ¥ 

ist. Damit auch die Bezeichnung mit der in § 42 gebrauchten 
iibereinstimme, muss ausserdem a=1 und c= 1, folglich 

(6) f (a, y) =a? +y° 

sein. Man kann bei einer beliebigen Function f (x, y) von den 
Coordinaten «Va und y Vc eines Punktes R zu rechtwinkligen 
Coordinaten iibergehen, indem man von dem betreffenden Punkte R 
auf die erste Axe ein Loth RR, herablasst und festsetzt, dass 
der auf der ersten Axe von dem Punkte O gemessene Abstand 
OR, und das erwihnte Loth RR, die rechtwinkligen Coordinaten 
& 7 des Punktes R liefern sollen. Zur Feststellung der Vor- 
zeichen mibge angenommen werden, dass die positive Seite der 
g-Axe mit der positiven Seite der zu Anfang angenommenen 
ersten Axe zusammenfalle, und dass die positive Seite der 
n-Axe erhalten werde, wenn man die positive Seite der in Rede 
stehenden Axe von der linken zu der rechten Hand um einen 
rechten Winkel dreht. Diese Annahme correspondirt mit der 
vorhin getroffenen Annahme, dass die positive Seite der ur- 
spriinglichen ersten Axe in die positive Seite der urspriinglichen 
zweiten Axe iibergehen soll, sobald die erstere von der linken zu 
der rechten Hand um den zwischen Null und zwei rechten 
Winkeln liegenden Winkel w gedreht wird. Der Abstand OR, 
setzt sich aus den Stiicken OP und PR, zusammen, mithin kom- 
men fiir § und 7 die Werthe 

(7) E=aVat+yVe cos wo, n=yVe sin a, 

welche sich durch die Anwendung von (1) in die folgenden ver- 
wandeln . 

(8) aii | 4 ies Vb y- 

Auf diese Weise wird das Quadrat der Entfernung OR 
oder ‘die Function f(a,y) gleich der Summe der Quadrate & + 7°. 
Diese Darstellung geht aber aus der Darstellung (1) einer we- 
sentlich positiven Function f(a, y) hervor, sobald hier der Fac- 


1 
tor ~ sowohl dem ersten Quadrate (az + by)? wie dem zweiten 
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Quadrate Dy? beigefiigt wird. Demnach ergiebt sich, dass 
zwischen der Gauss’schen Interpretation einer complexen Grisse 
und der Gauss’schen Interpretation einer wesentlich spositiven 
ganzen homogenen Function des zweiten Grades von zwei Variabeln 
ein inniger Zusammenhang besteht. Insofern als & und 7 die 
rechtwinkligen Coordinaten des Punktes R in der Ebene sind, 
wird die complexe Grésse 
f+ iy 

durch den Punkt R vertreten. Wenn aber & und 7 vermige 
der Gleichungen (8) in den Variabeln 2 und y ausgedriickt 
werden, so liefern die conjugirten complexen Gréssen 


se : aBATOY Nap: 
+4) = =a as 

‘ S 1) Va Va Y 
(9) 2 aut by : VD 


ae it) fi = 4 4 
g / Va a y 


das Product + 7%?*=axz*?+2bay+cy’, und bilden die 
beiden conjugirten Factoren des ersten Grades, i welche die we- 
sentlich posite Function ax*?’+ 2bxy+cy? unter Anwendung 
der Rechnung mit imagindren Grossen zerlegt werden kann. Da 
keine der urspriinglichen zwei Axen einen Vorzug vor der an- 
dern hat, so hatte mit gleichem Rechte ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem eingefiihrt werden kénnen, dessen eine Axe 
die urspriingliche zweite Axe ist; hiemit wiirde die Darstellung 
der Function f (2%, y) 


(10) f (0, W==((cy + ba)? + (ac—b*) 2°) 


correspondiren. 

Die geometrische Interpretation einer wesentlich positiven 
Function axz*?+ 2bay+cy’ benutzt Gauss vornebmlich zu dem 
Zwecke, um diejenigen Punkte der Ebene zu betrachten, welche 
entstehen, indem die Variable x und die Variable y gleich be- 
liebigen positiven oder negativen ganzen Zahlen gesetzt werden. 
Wenn die Variable x successive gleich den positiven ganzen 
Zahlen 1, 2, 3,..genommen wird, so erhilt der auf der ersten 
Axe liegende vorhin mit P bezeichnete Punkt die ersten Ordi- 
naten a, 2V/a, 3 Va,..., er bewegt sich daher von dem 
Nullpunkte O an nach der positiven Seite so vorwirts, dass die 
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Oerter immer um die Strecke //a yon einander abstehen; die 
Werthe «= — 1, —2, —3,.. bestimmen fiir den Punkt P eine 
Reihe von Oertern, die auf der negativen Seite derselben Axe 
in denselben gleichen Abstinden aufeinander folgen. Ebenso 
liefern die ganzzahligen Werthe der Variable y fiir den oben 
mit Q bezeichneten Punkt auf der zweiten Axe lauter Oerter, 
die von dem Nullpunkte O aus stets den gleichen Abstand Ve 
haben und sich nach der positiven wie nach der negativen 
Seite der Axe unbegrenzt fortsetzen. Weil nun die Lage des 
Punktes R fixirt wird, indem man durch P eine Parallele zu 
der zweiten Axe, durch Q eine Parallele zu der ersten Axe 
zieht, und diese Parallelen sich schneiden lisst, so theilen die 
Parallelen, welche den ganzzahligen Werthen von x und von y 
entsprechen, die Ebene in lauter gleiche Parallelogramme, und 
die Ecken derselben sind die Punkte, welche betrachtet werden. 
Der Flicheninhalt des Grundparallelogramms, dem alle bezeich- 
neten Parallelogramme gleich sind, folgt aus (4), wenn P der 
auf der positiven Seite der ersten Axe mit O  benachbarte 
Punkt und gleichzeitig @ der auf der positiven Seite der zweiten 
Axe mit O benachbarte Punkt ist, das heisst, wenn fiir den 
Punkt R «=1 und y=1 ist. Der Flicheninhalt des Grund- 
parallelogramms in dem zu der Function aa? +2bay+cy? 
gehérenden System parallelogrammatisch geordneter Punkte der 
Ebene ist daher gleich der Grisse VD, der Quadratwureel aus 
der Determinante D=ac— b*. ; 

Im vorigen § hat sich ergeben, dass eine wesentlich positive 
Function f(z, y) durch eine Substitution mit reellen Coefficienten 
(11) c=anr'+ By’ 

y=7u' + OY, 
wofern die Substitutionsdeterminante «d —fy=~a nicht gleich 
Null ist, wieder in eine wesentlich positive Funetion g (2, y') 
=a a“? + 2b a y' + cy’ iibergeht. Diese Transformation kann 
ebenfalls den eingefiihrten Anschauungen gemiss interpretirt 
werden. Da zu jedem Paar von Werthen 2‘, y’ ein bestimmtes 
Paar von Werthen x, y gehoért, und, weil x» nicht gleich Null 
ist, auch umgekehrt zu jedem Paar yon Werthen «, y ein 
bestimmtes Paar von Werthen a‘, y‘, so ist ein Punkt R 
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in der Ebene sowohl durch das eine wie durch das an- 
dere zugeordnete Paar vollstindig bestimmt, und darf des- 
halb sowohl durch die Anfiihrung des einen wie des anderen 
Paares von Werthen bezeichnet werden. Wenn etwa in (11) 
“= 1, y' =0 gesetzt wird, so folet c=a, y=y; wenn wv'=0, 
—y' =1 gesetzt wird, kommt «=, y= 0. Demnach ist der ~ 
Punkt z'=1, y'=0 mit dem Punkte x=a, y=~y identisch, 
und der Punkt «‘'=0, y'=1 mit dem Punkte x=, y=0 
identisch. 
Das Quadrat der Entfernung OR wird bei der definirten 
Interpretation durch die Function aw°+ 2bx2y+ cy’, und des- 
halb vermége der aus (11) fliessenden Gleichung 
(12) ax? +22%baytoy=a'e® +2 ay t+ely? 
zugleich durch die auf der rechten Seite befindliche neue Func- 
tion dargestellt. Indem, wie wir sahen, der Punkt =a, y=y 
mit deny Punkte 4° ==1; 40° and? der /Punkt 7=),. y=o0- mit 
dem Punkte «’=0, y'=1 zusammenfillt, so hat das Quadrat 
der von dem Punkte O aus genommenen Entfernung fiir den 
Punkt «'=1, y‘=0 den Werth 


(13) ao 2bay+ey =a’, 
und fiir den Punkt 2'=0, y‘=1 den Werth 
(14) af?+2b6d+c0?=c'. 


Wir wollen jetzt den Winkel g, bestimmen, welchen die 
Verbindungslinie des Punktes O mit dem Punkte v’=—1, y'=0 
oder =a, y=y gegen die urspriingliche erste Axe macht, 
und den Winkel y,, welchen die Verbindungslinie des Punktes O 
mit dem Punkte «'=0, y'=1 oder x=—$, y=0 gegen die- 
selbe Axe macht. Zu diesem Ende konnen fiir dén Punkt 
c=a, y=y wie fiir den Punkt z=, y=d die rechtwinkligen 
Coordinaten verwendet werden, die vorhin € und 7 genannt und 
in (9) durch x und y dargestellt sind. Fir den ersten der in 
Rede stehenden Punkte sei §=€,, n= 7,, fiir den zweiten 
E=&, n=7,. Nun hat das Quadrat der von dem Punkte O 
aus genommenen Entfernung fiir den ersten und den zweiten 
Punkt vermége (13) und (14) die respectiven Werthe §} + 7} =a’, 
£2 4+ 12=c’'; mithin liefert die Einfiihrung der Winkel ¢, und 
g, die Gleichungen 


Lipschitz, Analysis. 24 
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(15) E=Va' cos o,, 7, =Va' sin 9, 
=V¢' cos gy, 7; =Ve' sin g,. 
Andrerseits geben die beiden Substitutionen «=a, y=y 
und c=, y=O die Gleichungen 


EF d 2 ogres S09 
(16) f= Va ? leas 7 
are GDh 


aay Vi, Va 
Der Winkel, welchen die von dem Nullpunkte nach dem 
Punkte «=$, y=0 gezogene Linie mit der von dem Null- 
punkte nach dem Punkte x=a, y=y gezogenen Linie macht, 
ist gleich der Differenz der eingefiihrten Winkel g,—g,. Man 
findet aber aus a die Gleichungen 


E ne—& 7, =Va' Ve' (sin g, cos p, —sin 7, 60s g,) 
=Va'Ve' sin (9, —9,) 
E & +7, 7,=—Va' Ve' (cos g, cosp, + sing, sin g,) 
= Va‘ Ve' COS (P, es Pas 
und aus (16) mit Beachtung von (29) des § 78 die Gleichungen 
(18) | SF Ie — 8s n, =(@d—8By) VD 
&,52+7,7.= 0, 
deren Combination die Gleichungen 
J Va'Ve' sin (P.—9,)=(ed—By) VD 
8) | Vai Vc! cos (g,—9,)=—0,.. 
hervorbringt. Vermége derselben ist der Winkel y,—g, dem- 
jenigen Winkel gleich, welchen zwei Axzen haben miissen, die 
nach der entwickelten Methode zu einer geometrischen Interpre- 
tation der Function a‘ a'*+ 2b' a’ y'+ cy? anzuwenden sind. 
Da die betreffenden Coefficienten und Coefficientenverbindungen 
aus denen, welche zu der Function aw? + 2bay+cy? gehiren, 
durch Hinzufiigung von Accenten abgeleitet werden, so liefern’ 
die Formeln (1) fiir den Neigungswinkel w‘ der zu wihlenden 
neuen Axen die ep 


(17) 


(20) cos w! = —— Ai 0° === 
Va' Vi 0 VaVe’ 


wo die Quadratwurzeln wieder positiv zu deuten sind. Die De- 
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terminanten D und D’ sind durch die Gleichung (28) des 
§ 78 

D' =x? D=(ad—By)? D 
verkniipft. Wenn man also die Werthe 
1) 008 (G9) = Fe sin (9,9) ESI? 
den Werthen (20) gegeniiber stellt, so fallen cos w' und cos 
(9. —,) stets zusammen, ferner unterscheiden sich sin w' und 
sin (~,—@,) nicht von einander, wenn die Substitutionsdetermi- 
nante x=ad— By einen positiven Werth hat, unterscheiden sich 
dagegen nur durch das Vorzeichen, wenn die Substitutionsdeter- 
minante x emen negativen Werth hat. Hieraus folgt, dass in 
dem ersten Falle die Winkel w‘ und y, —q, einander gleich, 
im zweiten Falle einander im Vorzeichen entgegengesetzt, dem 
absoluten Werthe nach aber ebenfalls gleich sind. 

Wir sehen, dass der Sinus des Winkels y,—g, fiir ein 
positives x positiv, fiir ein negatives x negativ ausfillt. Hiemit 
wird ein characteristischer Unterschied ausgedriickt, welchen die 
Lage der Linen haben kann, die sich von dem Nullpunkte nach 
dem Punkte sa, y=y und nach dem Punkte r=, y=0 
erstrecken, und die wir der Kiirze halber die erste neue und die 
eweite neue Linie nennen wollen. Bei der eingefiihrten Bestim- 
mung werden die Winkel g, und g, in dem Sinne einer Dre- 
hung von der linken zu der rechten Hand positiv gerechnet. 
Die erste neue Linie und die zweite neue Linie schliessen einen 
bestimmten Winkel ein, der zwischen Null und zwei rechten 
Winkeln liegt oder concav ist. Wofern sin (~,—@,) posit st, 
muss in Bezug auf diesen Winkel die erste neue Lime links, die 
zweite neue Linie rechts liegen; wofern sin (p,—,) negativ ist, 
muss in Bezug auf den entsprechenden concaven Winkel umge- 
kehrt die erste neue Linie rechts und die eweite neue Linie links 
liegen. Fir. ein positizes x tritt der erste, fiir em negatives x 
der zweite Fall em. 

Es war die Lage der urspriinglichen beiden zu der Func- 
tion az? +2bxay+cy’ gehérigen Axen so angenommen wor- 
den, dass in Bezug auf den von denselben eingeschlossenen con- 
caven Winkel w die erste Axe links, die zweite Axe rechts hegt. 
Die Untersuchung hat gezeigt, dass die erste neue Linie, welche — 
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sich von dem Nullpunkte 0 nach dem Punkte =a, y=y oder 
ie 1, yf =O erstreet, dessen Entfernung von O gleich Va' 
ist, und die zweite neue Linie, welche sich von dem Nullpunkte O 
nach dem Punkte «=, y=-0 oder xv‘ =0, y'=1 erstreckt, dessen 
Entfernung von O gleich Vc’ ist, zwei Aen liefern, die in der genau 
entsprechenden Weise zu der Function a‘ a’? +20‘ a'y'+c' y” 
gehéren. Hiebei waltet aber der Unterschied ob, dass, sobald die 
Substitutionsdeterminante «d0—PBy=x positiv ist, die erste neue 
Axe in Bezug auf den concaven Winkel w' zu der eweiten neuen 
Axe ebenso liegt, wie die erste urspriingliche Axe zu der zweiten 
urspriinglichen Axe, dass dagegen, sobald x negativ ist, die erste 
neue Axe zu der gweiten neuen Axe entgegengesetat liegt, wie die ur- 
spriingliche erste Axe zu der urspriinglichen zweiten Axe. Denken 
wir uns durch den Punkt 2'=1, y‘'=0O eine Parallele zu der 
zweiten neuen Axe, und durch den Punkt #'=—0, y‘'=—1 eine 
Parallele zu der ersten neuen Axe gezogen, so schneiden sich 
diese Parallelen in dem Punkte x'=1, y‘=1, und der Flichen- 
inhalt des Parallelogramms, dessen vier Seiten durch die beiden 
neuen Axen und die betreffenden beiden Parallelen gebildet 
werden, hat auf Grund der fiir die Function az? + 2bxry+4+-cy? 
gefundenen Resultate zu seinem Ausdruck die Quadratwurzel aus 
der Determinante D'=(ad0—Py)? D. Kin beliebiger Punkt der 
Ebene, der vorhin mit R bezeichnet ist, bekommt in Bezug auf’ die 
beiden neuen Aaxen respective die Coordinaten a! Va‘ und y' Vc. 
Wenn festgesetzt wird, dass die vier Gréssen «, 6, y, 0 
ganze Zahlen sein sollen, so bewirken die Substitutionsgleichungen 
L=axz'+ By’ 
ysyu'tdy’, 
dass aus irgend zwei ganzen Zahlen 2 und y‘ ganze Zahlen 
fiir « und y hervorgehen. Die ganzzahligen Werthe von x' 
und y' bringen in der zu der geometrischen Interpretation be- 
nutaten Ebene ein System von parallelogrammatisch geordneten 
Punkten hervor, die auf den Parallelen zu der ersten neuen Axe 


in den gleichen Abstinden Va' und auf den Paraillelen eu der 
zweiten neuen Ase in den gleichen Absténden Vc' auf einander 
folgen. Der Flicheninhalt des Grundparallelogramms VD‘ ist 
gleich dem Product des Flicheninhalts von dem zuerst betrach- 


(22) 
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teten Grundparallelogramm /D mit dem absoluten Werthe der 
Substitutionsdeterminante ad—fy, welche gegenwirtig gleich 
einer ganzen Zahl ist. Alle Punkte dieses neuen Systems sind 
zugleich Punkte des urspriinglichen Systems, das der Function 
ax +2bay+cy* eugehort, weil jeder Punkt dem ein ganz- 
zahliges ‘ und ein ganzzahliges y' entspricht, auch durch ein 
ganzzahliges x und ein ganzzahliges y bezeichnet wird. Ob aber 
auch das umgekehrte der Fall sei, hiingt davon ab, ob vermége 
der Substitutionsgleichungen (22) aus ganzzahligen Werthen von 
x und y sich ganzzahlige Werthe von x’ und y‘ ergeben. Die 
Auflésung von (22) liefert die Gleichungen 


dx —By 
23 Be eee 
(28) w : 
Se ee 
y oe nx 
Es werden daher x’ und y’ dann und nur dann die be- 
treffende allgemeine Eigenschaft haben, wenn = : of lauter 


ganze Zahlen sind. Die nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung hiefiir ist am Schlusse des § 77 aufgestellt worden, und 
besteht darin, dass die Determinante « 0— 6 y entweder gleich der 
positwen oder der negativen Einheit sein muss. Unter der Vor- 
aussetzeung, dass «0 —fPy=+ 1 oder =—1 ist, sind also alle 
Punkte des neuen parallelogrammatischen Systems zugleich Punkte 
des urspriinglichen Systems, und auch alle Punkte des urspringlichen 
Systems zugleich Punkte des neuen Systems; wegen der Gleichun- 
gen D'=(ad—fy)? D und (cdO—fPy)?=1 ist ferner D'/—D, 
und deshalb haben die Grundparallelogramme bei den berden 
Systemen denselben Fldcheninhalt. Man erkennt hieraus, dass 
gegenwirtig dasselbe System von Punkten der Ebene erstens nach 
den beiden urspriinglichen Axen, und zweitens nach den beiden 
neuen Axen yeordnet ist. Die relative Lage der ersten zu der 
zweiten Axe stimmt fiir die beiden Anordnungen tibereim oder ist 
entgegengesetat, je nachdem ad—B y=1 oder ad—By=—1 ist. 

Eine ganze homogene Function aa?+2bay+cy’, in 
welcher a, b, ¢ gegebene ganze Zahlen und x, y beliebige ganze 
Zahlen bedeuten, stellt ganze Zahlen dar und bildet insofern 
einen Gegenstand fiir die Lehre von den ganzen Zahlen oder die 
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Arithmetik. Gauss hat diesen Functionen die fiinfte Section 
seiner disquisitiones arithmeticae gewidmet und nennt sie dort 
Formen des zweiten Grades. Im Verlaufe der Untersuchung er- 
wiihnt er auch die alyebraischen rationalen ganzen homogenen 
Functionen von mehreren Variabeln und verschiedenen Graden, 
und bemerkt, dass dieselben in Bezug auf die Hohe des Grades 
in Formen des gweiten, dritten, vierten Grades u. 8. w., in Be- 
mg auf die Anzahl der Variabeln in bindre, terndre, quaternare 
Formen u. s. w. eingetheilt werden kénnen. Diese Bezeich- 
nungsweise ist immer mehr zur Herrschaft gekommen und wird 
auch im Folgenden angewendet werden. Die ganzen homogenen 
Functionen des zweiten Grades von zwei Variabeln sind nach 
dieser Ausdrucksweise die bindren Formen des zweiten Grades 
oder die bindren quadratischen Formen, und die erklarte geome- 
trische Interpretation bezieht sich auf die wesentlich positiven 
bindren quadratischen Formen. 

Eine quadratische Form av?+ 2bay+cy?, in welcher 
a, b, ¢ ganze. Zahlen sind, geht vermége der Substitution (22), 
bei der a, 6, y, 0 wieder ganze Zahlen sein sollen, in die Form 
a x? +2b' x'y' + cy” tiber, bei der a‘, b’, c’ ebenfalls ganze 
Zahlen sind. Alle ganzen Zahlen, welche durch die Form 
a a? +2b'a'y'+c'y’ dargestellt werden kénnen, sind auch 
durch die Form a z*>+ 2bay-+cy? darstellbar. Dagegen sind 
umgekehrt alle Zahlen, welche durch die erste Form dargestellt 
werden kénnen, dann und nur dann auch durch die zweite 
Form darstellbar, wenn die Substitutionsdeterminante «d— y 
gleich der positiven Einheit, oder gleich der negativen Einheit 
ist. Alsdann heissen die beiden Formen aequivalent, und zwar 
wm ersten Palle eigentlich aequivalent, im eweiten Falle uneigent- 
lich aequivalent. Sobald die Form aa? +2bxay+c y*? wesent- 
lich positiv ist, so ist dies auch die Form a‘ a? + 2b/a' y+ cy’. 
Zu jeder der beiden Formen gehiért ein parallelogrammatisch 
geordnetes System von Punkten in der Ebene; bei jedem der 
beiden Systeme werden die vermége der betreffenden Form 
durch ganzzahlige Werthe der Variabeln darstellbaren Zahlen 
durch die Quadrate der Abstiinde aller Punkte des Systems von 
dem Nullpunkte vertreten. Wenn die beiden Formen aequivalent 
sind, so fallen die zugehérigen Systeme von Punkten zusammen. 
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Als Beispiel mége die Form (6) gelten, der Typus aller 
wesentlich positiven Formen, 
Cas 
Vermége der Substitution 
L=2a' + 5y!' 
y= “+3 y'; 
deren Determinante 2.3—5.1= + 1 ist, geht dieselbe in die 
wesentlich positive Form 
O27 +2.13 a4'y' + 34 y”? 
tiber. Sie verwandelt sich vermége der Substitution 
e=32r'+ 4y!' 
y= 4a't+ by, 
deren Determinante 3.5 — 4.4 = —1 ist, in die wesentlich po- 
sitive Form 
2027 +2 324° y! + Aly’. 

Das System der Punkte, welches zu der Form #?+ y? ge- 
hort, besteht aus Quadraten, deren Scite gleich der Einheit ist. Die 
beiden andern Systeme enthalten, daa d—/ y das erste Mal gleich 
der positiven Einheit, das andere Mal gleich der negativen Ein- 
heit ist, dieselben Punkte, nach zwei verschiedenen schiefwinkli- 
gen Parallelogrammen geordnet. 


§ 81. Transformation der quadratischen Formen mit beliebig 
vielen Variabeln. Ejigenschaften der Determinante einer 
quadratischen Form. 


Die ganzen homogenen Functionen des zweiten Grades, oder 
die quadratischen Formen mit beliebig vielen Variabeln «,, £,,...2,3 
welche die in § 79 erwihnte zweite Gruppe von Functionen 
ausmachen, mégen folgendermassen bezeichnet werden 
UN Ua Aaa 8) a Ep eg ee oe Oty he ln 

Te Og be Ao 2 Oj he Oy 


n (n+ 1) 
2 
Coefficienten der Quadrate als einfach genommene Grissen, die 
Coefficienten der Producte von zwei verschiedenen Variabeln als 
doppelt genommene Gréssen notirt, was auch schon bei den 


Unter den Coefficienten a,,, 2 dy.,..a,, Sind die 
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biniren quadratischen Formen geschehen ist. Es wird sich als 
vortheilhaft erweisen, festzusetzen, dass bei den mit zwei ver- 
schiedenen Zeigern versehenen Groéssen eine Vertauschung der 
beiden Zeiger unter einander gestattet sein soll, so dass fiir 
zwei beliebige Zeiger 4 und « stets 
ma inset | 

Wir werden zuniichst das Resultat ermitteln, welches ent- 
steht, sobald in die quadratische Form (1) statt jeder der n Va- 
riabeln w, ein Aggregat von zwei beliebigen Grdssen 
(3) % + & 
substituirt wird. Die Form (1) ist, wie so eben bemerkt wor- 
den, ein Aggregat zweier verschiedener Gattungen von Gliedern, 
von denen die eine Gattung die Quadrate der Variabeln 27, die 


andere Gattung die Producte von zwei verschiedenen Variabeln 
©, ay enthilt. Vermége der angegebenen Substitution erzeugt 
das urspriingliche Glied a,, x; die neuen Glieder 

2 2 
(4) Ay, Ui + 2a,, % §&, +4,, &, 
dagegen das urspriingliche Glied 2a, %, v, die neuen Glieder 

c ; 

(5) 20, nn ae 20). (x, Suu a7 isi «,,) = 2a, ,, 3 gu: 

Zieht man jetzt alle neuen Glieder zusammen, welche nur 
die Gréssen #,, %,,...%, enthalten, dann alle diejenigen, welche 
nur die Grossen &,, &,..§, enthalten, und endlich alle diejeni- 
gen, in denen die einen wie die andern Gréssen mit einander 


verbunden vorkommen, so erhalt man erstens das Aggregat der 
Glieder a,, x; und 2 a, ©, &,) das heisst die Form/ (#,,2,, ...2, 
selbst; man erhilt zweitens das Aggregat der Glieder a, , & und 
2a, 5,§,, das heisst den Werth der Form, welcher den Be- 
stimmungen 7, = €,, x, = &,,.. 2, = & entspricht und der durch 
f (§,, &,.--§,) ausgedriickt werden kann; man erhiilt drittens 
den doppelten Werth des folgenden Aggregats, das in Bezug 
auf die Gréssen @,,...%, vom ersten Grade und in Bezug auf die 
Grossen €,, &,..§, ebenfalls vom ersten Grade, in Bezug auf 


beide Systeme von » Gréssen zusammen jedoch, wie nicht an- 
ders méglich, vom zweiten Grade ist, 
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(6) Oey or Oy eye ey es. ear are EG) 
“Tepe Ly S, Bema A AL, Say Be) 
+ 
Sk: BE Da ee 
Das Bildungsgesetz desselben wird leicht erkennbar, sobald das 
Aggregat durch die Anwendung der eingefiihrten Gleichungen 
@,, = 4,, die Gestalt erhilt 


(7) Ay, %, 6 +O. %, 6 +... +4, 2,8 
Bing Sie GG ei tis eS 
ns Any ut iS “ts Ano Xn 3 a deo Gan &n Fa 


Die Ate Horizontalreihe enthalt das Product der Function des 


ersten Grades a, & +a, &+...+a@,,& mit der Grosse z,, 


die «te Vertikalreihe enthilt das Product der Function des 


ersten Grades a 2 +a, 2% +...+a a mit der Grosse & ; 
a | 2 2 nu mn “ee 


wegen der Gleichungen a, = a, stimmen aber die Coefficienten 


Au a 
der Aten Horizontalreihe und der idten Vertikalrethe der Folge 
nach.tiberem. Wenn man daher die » Functionen des ersten 


Grades einfiibrt 


(8) Ae Pits ete) Sa sat Cyst, grind, Ti Gis 2, 
V (Gy, Doped G7, 1 Ong La thaws Andre Ve 
PDs, Vian dt) Sad k, at OW, Ae at Oy in 


so folgt fiir das Aggregat (7) die doppelte Darstellung 
(9) Mah S 1) Sopra Sa) Mp Crs oe Piel Si) Say «>» Sy) Bp 
=f, Ce TPS) ah sa pees Te Md aac) Sate 

Dieselbe lehrt zugleich, dass das Aggregat seinen Werth nicht 
indert, sobald die Gréssen &,, &,.... §, unter Beibehaltung der 
betreffenden Reihenfolge mit den Gréssen 7,, %,,...#, vertauscht 
werden. Fiir das Ergebniss der Substitution der Ausdriicke (3) 
in die gegebene Form findet sich, indem man die drei erwahn- 
ten Aggregate zusammenfasst, die Entwickelung 
(10) f(@, + &,2, 4+ &,...0, + &) 

Se ete ea) 

Off, (ty, Bay = y) Ey bees + fa (Oy, gy + te) & 

+ f (Ex Bay ++ &) 


378 Quadratische Formen mit beliebig vielen Variabeln. § 81. 


Es verdient hervorgehoben zu werden, dass, sobald in dem Ag- 
gregat (7) die Gréssen &,,...&, beziehungsweise den Gréssen 
“,,...%, gleich gesetzt werden, die simmtlichen Bestandtheile 
der Form f (a,, 2,,-..%,) erscheinen, und dass in Folge dessen 
die Gleichung gilt 
(11) Gee 

Sf (5 hey ee Cay eas gate wh gO eee ire 
Die Gleichungen (10) und (11) enthalten die Rechtfertigung 
dafiir, dass in der zu untersuchenden quadratischen Form den 
Coefficienten der Producte von zwei verschiedenen Variabeln 
der Factor 2 beigelegt ist. 

Kine Substitution, durch welche die gegebene quadratische 
Form der Variabeln %,,%,,...%, in eine quadratische Form der 
Variabeln 2‘,, x',,... a‘, tibergeht und die eine Substitution des 
ersten Grades genannt wird, sei die folgende 


(12) BiH Eg ee So 


n 
4 
n 


je 1 ‘ - : 
od aml 0) ie + Yo9 es eee Yon © 
E— ‘ 7] ‘i tie = 
Oe ah vy + Yn2 Xs + er ee Van Yn) 
dabei wird vorausgesetzt, dass die Determinante I” der n? Ele- 
mente te nicht gleich Null ist, jedoch keine andere Beschriin- 
kung als diese angenommen. Die Coefficienten der hervorge- 
henden Form g (2',,2‘,,...2',) sollen aus den entsprechenden 
Coefficienten der Form f(#,,#,,...”,) durch Hinzutiigung von 
Accenten erhalten werden, so dass 
Doak 
(13). g(x", &s,...2',) = @',, 2 + 2a’, po, +... +20" 


‘ ‘ 
in us 


und wieder a!, = a, ist. 

Vollstiindige Ausdriicke fiir die Coefficienten der Form 
g (x',, @,,... #,) lassen sich auf Grund der Bemerkung finden, 
dass, wenn A und w irgend zwei von einander verschiedene 
Zeiger bedeuten, und wenn alle x» Variabeln 2,, x',,... 2, mit 
Ausnahme der beiden Variabeln a‘, und 2’, die Werthe Null 
erhalten, die Form g (#'1, 2',,...2',) in die bintre Form 
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(14) Gh, ae + 2 Bay qe a", ea a, 

fibergeht. Wenn nun die simmtlichen Variabeln «‘,, 7',,... 2’, 
mit Ausnahme von x‘, und wv in den Gleichungen (12) gleich 
Null gesetzt werden, so verwandeln sich diese Gleichungen in 
die folgenden 


te Roa De 

Das Resultat dice speciellen Substitution kann aber wi der 
Gleichung (10) gezogen werden, und liefert dann bei der Ver- 
gleichung mit (14) die Ausdriicke von ay a Ca Man erhialt 
durch die Anwendung von (10) die Gleichung 


a ae agaes very, 


wy gos n 


(16) f(y,,¢',+ LS os ER Biys a UF 2, Vy qgh a , 
HAY By MU) 1%, uel of CAREY A 2) Yau py 
+P (Y, 2 as. nl «" ). 


Weil nun die ersten Bestandtheile der einzusetzenden Aggre- 
gate den gemeinsamen Theiler z’,, die zweiten Bestandtheile den 
gemeinsamen Theiler 2‘, haben, so tritt bei der Substitution 
der in Rede stehenden Producte in die homogenen Functionen 
des ersten Grades der gemeinsame Factor, und bei der Substi- 

tution in die homogene Function des zweiten Grades das 
 Quadrat des gemeinsamen Factors als Factor heraus. Es wird 

deshalb 
(17) PO eT Gye eles 
Fa Ue Van Ba) HA ar Mua) # 


Ci =f Geta 
Cron nl area bale Phe mi Vay 
und die rechte Seite von (16) zerfallt von selbst in die drei 
Summanden a,, x“, 2a, 0, 2, a, wt" So gewinnen wir die 
Ausdriicke 
_ SAY Vows Maa) 
(18) a= F (1 os Yn) She 3 aa ie Ys» ce Vd law 
| LD ral Ue Yow isi ae 
Wegen der Gleichung (9) existirt fiir die Grosse a auch der 
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zweite Ausdruck 
(18%) “a5 =A Nis Vous oe Vaio Maa ee Ly ge = gel ee 
welcher aus dem zuerst angegebenen Ausdrucke durch Vertau- 
schung der y,,, %,4)---Y,, mit den G8 7 Wa, gE ON, entsteht. Da 
ferner das Aggregat 
Lg one) Hat eee or gti, 
vermoge der Gleichung (11) die Eigenschaft hat, sobald 
Wee Keg etry ip 
genommen wird, gleich dem Ausdrucke f(y,,,.-.7,,) zu werden, 
so ist die fiir a’, abgeleitete Darstellung nicht nur dann giiltig, 
wenn A und fu verschiedene Zeiger bedeuten, sondern auch dann, 
wenn 4A=w wird; sie gilt daher fiir alle Combinationen zweier 
Zeiger ohne Ausnahme. Ihre vollstindige Entwickelung ist diese 
(19) (a, “A = Wo V4 meee Bn Yn F 
4 (4,, Via 4 Ay Von F seh es, Yna) Vou 

Se Men. ay arg rea es tes 

Durch die Gleichungen (8) wird ein System von x Fune- 
tionen des ersten Grades der » Variabeln z,, 7,,...%, definirt, 
fiir das die in Betreff solcher Systeme in den friiheren § gefun- 
denen Resultate zur Anwendung gebracht werden kénnen. Die 
Coefficienten der in Rede stehenden x Functionen bilden das 
System von n* Elementen 


(20) ay a, 13 In 
A, Ao 5 Con 
as, a, G.. as n 
GN REA TL Cue 
bei dem die Gleichungen (2) 
et ond 


bestehen. Denkt man sich in dem vorliegenden quadratisch ge- 
ordneten Schema die Diagonale gezogen, welche absteigend von 
links nach rechts geht, so hat in Bezug auf diese die Ate Hori- 
zontalreihe und die Ate Vertikalreihe, in welchen die aufein- 
ander folgenden Elemente beziehungsweise einander gleich sind, 
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dieselbe Lage. Man darf daher sagen, dass in dem Schema 
(20) je zwei Elemente, die zu der beschriebenen Diagonale eine 
gleiche relative Lage oder eine symmetrische Lage haben, ein- 
ander gleich sind, und bezeichnet ein solches System von 
Elementen als ein symmetrisches System von Elementen, die 
zugehorige Determinante als eine symmetrische Determinante. 
Vermége der bisherigen Definitionen sind a,,, 2a,,,...4,, 
die Coefficienten der Form f(#,,2%,,...%,) genannt worden. 


Wenn aber nach dem Vorgange von Gauss die Gréssen B47 Boy G 


OS aD 
die Coefficienten der Form f (#1, %,-..%,) heissen, so besteht 
das symmetrische System (20) aus den Coefficienten der Form 
Ci ae Par a 

Die Determinante D des Systems (20) wird die Determinante 
der quadratischen Form f(x,,%,.-.%,) genannt. Nach § 75 
sind die m Functionen des ersten Grades 

(orld eden te Lele (Ly Mat ce Pale An hs he eee) 
dann und nur dann yon einander unabhingig, wenn die Deter- 
minante D einen von Null verschiedenen Werth hat. Bei der 
biniren quadratischen Form ax? + 2bxay+ cy? haben die Fune- 
tionen /, (x, y) und f, (~, y) die Ausdriicke 

f,@y)=aat+ by 
f, (ty) =ba+cy, 

und die Determinante D hat, wie in den vorhergehenden § den 
Ausdruck ac—b*. Das System der beiden Functionen ax + by 
und b4+cy als solches ist daselbst nicht zur Verwendung ge- 
kommen, und es ist daher auch der Satz nicht ausgesprochen, 
dass die Unabhingigkeit dieser Functionen einen von Null ver- 
schiedenen Werth der Determinante ac—b*® zur Bedingung habe. 

Nach der aufgestellten Definition von D ist die Determinante 
D! der Form g (x',, x',,:-2,), m welche die Form f (#,, 73; ....%,) 
durch die Substitution (12) tibergeht, gleich der Determinante 
des symmetrischen Schemas der zugehérigen Coefficienten 


‘ d é d 
(21) di @ 19 rn, 
‘ é é d 
an Wo5 @ 93 Cee 
‘ d rT 4 
as) & 35 @ 35 : D sn 
Ok eG, a’ 
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Nun werden die Coefficienten a‘,, fiir jede Combination 
von Zeigern durch, den Ausdruck (19) dargestellt. Dieser hat 
das in §76 erdrterte Bildungsgesetz,' das auf der, Combination 
der Horizontalreihen eines Schemas von n* Elementen mit den 
Vertikalreihen eines zweiten Schemas von »? Elementen beruht. 
Die Ate Horizontalreihe des bei der Bildung von a‘, anzuwen- 
denden ersten Schemas ist diese 
(22) Oye TOY Oya -- TO, Yael ya 3 Odes 
wiihrend das gleichzeitig anzuwendende zweite Schema 
(23) | Hite ties Vite ke 
| Ym Yoo + * * Yon 
| 


| Meine t gop sate va 
aus den Coefficienten der Substitution (12) besteht. Nach dem 
Multiplicationssatze der Determinanten ist die Determinante D’ 
der Elemente a‘,, gleich dem Product aus der Determinante des 
ersten Schemas und der Determinante I’ des zweiten Schemas. 
Die Elemente des bezeichneten ersten Schemas werden jedoch 
durch eine eben solehe Combination der Schemata 


(24) Go Oe take Cie gueBbe | ee SS 
Gigy Mpg + + + Agn | | Yo1 Yon s + + + Yon 
i 
| . 
Any no nee a bas | Yn Yn2 24 See Ynn 


| 
| 


hervorgebracht, weshalb die Determinante des vorhin bezeich- 
neten ersten Schemas gleich dem Product aus der Determinante 
D der Elemente a,, und der Determinante I’ ist. Fiir die De- 
terminante D‘ resultirt daher die Gleichung 
(25) Dise"N3 uD) 
welche den Inhalt hat, dass die Determinante der transformirten 
quadratischen Form gleich dem Product aus der Determinante 
der urspriinglichen Form und dem Quadrate der Determinante 
der Substitution ist. Sie bildet eine Verallgemeinerung der Glei- 
chung (28) des § 78. 

Aus der Gleichung (25) folgt, dass vermége einer Substi- 
tution (12), bei der die Determinante J’ yon Null verschieden 
ist, eine quadratische Form, deren Determinante nicht ver- 


§ 82. Quadratische Formen mit verschwindender Determinante. 883 


schwindet, nur in eine quadratische Form iibergeht, deren’ De- 
terminante ebenfalls nicht verschwindet, und eine quadratische 
Form, deren Determinante verschwindet, nur in eine quadra- 
tische Form iibergeht, deren Determinante verschwindet. Eigen- 
schaften einer Form, welche bei der Anwendung einer Substi- 
tution von nicht verschwindender Determinante nicht verloren 
gehen sondern die gleichen Eigenschaften der transformirten 
Form hervorbringen, werden wnverdnderliche oder invariable Higen- 
schaften der Form genanut. Wenn also eine quadratische I’orm 
von beliebig vielen Variabeln eine von Null verschiedene Deter- 
minante hat, so ist diese Eigenschaft invariabel, und wenn eine 
quadratische Form von beliebig vielen Variabeln eine verschwin- 
dende Determinante hat, so ist diese Eigenschatt ebenfalls in- 
variabel. 


§ 82. Zuriickfiihrung einer quadratischen Form, deren Deter- 
minante gleich Null ist, auf eine quadratische Form, bei der 
die Anzahl der Variabeln den kleinsten méglichen Werth hat. 


Der Unterschied zwischen den bindren quadratischen Formen, 
deren Determinante nicht verschwindet, und denjenigen, deren 
Determinante verschwindet, ist in § 78 so ausgesprochen, dass 
die beiden Factoren des ersten Grades, in welche eine bindre Form 
_ zerlegbar ist, bei den erstern wesentlich verschieden, bei den an- 
dern nicht wesentlich verschieden sind. Eine ganze homogene 
Function des ersten Grades heisst aber von einer zweiten Func- 
tion wesentlich verschieden, wenn es nicht méglich ist, die 
zweite aus der ersten durch Multiplication mit einer Constante 
abzuleiten, und nicht verschieden, wenn dies méglich ist. Aus 
diesem Grunde ist eine biniire quadratische Form, je nachdem 
ihre Determinante gleich Null oder nicht gleich Null ist, ent- 
_ weder gleich einem in eine Constante multiplicirten vollen Qua- 
drate einer ganzen homogenen Function des ersten Grades oder 
sie kann einem solchen Ausdrucke nicht gleich werden. In dem 
ersteren Falle darf die Basis des zu bildenden Quadrats als 
eine einer gewissen Substitution entsprechende neue Variable 
betrachtet werden, und das Product der erwd&hnten Constante 
und des betreffenden Quadrats reprisentirt dann eine quadra- 
tische Form, welche nur die eime neue Variable enthilt. Hierin 
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liegt eine Andeutung fiir die characteristische Eigenschaft der 
quadratischen Formen von mehr als zwei Variabeln, deren Deter- 
minante verschwindet. In einer quadratischen Form /(z,,2,,...%, 
kommt eine bestimmte Variable z, nur in den Gliedern vor, 
deren Coefficienten mit a,,, @,,..-4@,, bezeichnet worden sind. 
Wenn daher in einer Form die betreffenden » Coefficienten 
gleich Null werden, so fiallt die Variable x, tiberhaupt aus der 
Form heraus, und nur die tibrigen »—1 Variabeln kénnen noch 
auttreten. Unter der erwihnten Voraussetzung besteht in dem 
Schema der Coefficienten der Form 


( 1) Gy Ayo - Fin 
Ay) Ayo ia ee a, n 
a, i a, > ae a, n 


die Ate Horizontalreihe aus lauter verschwindenden Elementen 
und, weil das System ein symmetrisches ist, die Ate Vertikal- 
reihe ebenfalls. Vergegenwirtigt man sich nun das Bildungs- 
gesetz der Determinante D eines Systems von n? Elementen, 
und namentlich die Gleichung (6) des § 74, nach welcher D 
entsteht, indem man zu den Elementen einer beliebigen Reihe 
des Schemas die betreffenden adjungirten Elemente aufstellt, 
jedes Element mit dem zugehérigen adjungirten Element multi- 
plicirt und die Summe der Producte nimmt, so leuchtet ein, 
dass, weil vermige der bezeichneten Bedingung eine Reihe des 
Schemas aus verschwindenden Elementen besteht, die Determi- 
nante D selbst verschwinden muss. Line quadratische Form 
f (@,, Ly)... Ly), Mm welcher eine der n Variabeln fehlt, hat daher 
nothwendig eme verschwindende Determinante. Wenn man eine 
solche Form durch die Anwendung einer beliebigen Substitution 
(12) des vorigen § in eine Form g (2',, x',,.,.. 2,) transformirt, 
so ist nach den Schliissen desselben § die Determinante dersel- 
ben D‘ ebenfalls gleich Null. Hierauf stiitzt sich der Satz, dass, 
wenn es moglich ist, eine gegebene quadratische Form f (%,,%5)+-Xp) 
durch eine Substitution des ersten Grades von nicht verschwin- 
dender Determinante in eine quadratische Form zu transformiren, 
welche eine Variable weniger enthilt, die Determinante D der ge- 
gebenen Form gleich Null sein muss. Wenn die Substitution (12) 
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des vorigen § eine solche Transformation hervorruft, so werden, 
da die Determinante I’ nicht gleich Null sein darf, sobald man 
die adjungirten Elemente des Systems in der friiher angewen- 


deten Weise mit J go bezeichnet, die Variabeln 2',, 2',,... 2, 
folgendermassen durch die Variabeln z,, #,,...a, ausgedriickt 
2) es a Oe ee ae 
en i 
whi OE ee 8 PAGS ee eerie A 
av i & ? 


und diese Gleichungen bewerkstelligen den Uebergang von der 
Form g (',, “',,... %',) zu der Form f (x,,%,,..-%,). Wenn nun 
nach der obwaltenden Voraussetzung in der Form g (a",, #',,-..2',) 
eine der » Variabein fehlt, so verschwindet, wie gezeigt worden, 
ihre Determinante D‘, und in Folge dessen auch die Determi- 
nante D der Form (Ce,; %4,.:.%,): 

Wir sind von der Betrachtung solcher Formenf(#,, 7,,..%, ) 
ausgegangen, in denen eine der » Variablen fehlt, und fanden 
als ihr Merkmal das Verschwinden der Determinante D. Sobald 
in der Form f(#,, 2,,...%,) ewet Variabeln x, und «,, fehlen, 
so verschwinden in dem entsprechenden Schema der Coefficien- 
ten (1) alle Elemente in den betreffenden zwei Horizontalreihen 
und in den zwei gleichnamigen Vertikalreihen. Weil aber die 
simmtlichen zu dem Schema gehérenden partiellen Determinanten 
des (n—1)ten Grades erhalten werden, indem man eine belie- 
bige Horizontalreihe und eine beliebige Vertikalreihe fortlisst, 
so bleibt unter der in Rede stehenden Bedingung immer noch 
eine Horizontalreihe und eine Vertikalreihe vorhanden, deren 
simmtliche Elemente gleich Null sind, und die sdimmtlichen par- 
tiellen Determinanten des (n—1)ten Grades miissen gleich Null . 
sem. Auf gleiche Weise iiberzeugt man sich, dass, wofern im 
der Form f (2,;\%e)+++X,) Me Anzahl k von Variabeln heraus- 
fallt, bei dem entsprechenden Schema der Coefficienten (1) in k 
bestimmten Horizontalreihen und in den gleichnamigen k Vertikal- 
reihen alle Elemente gleich Null werden, und in Folge dessen die 
Determinante D sammt allen zugehirigen partiellen Determinanten 
des (n—1)ten Grades, (n—2)ten Grades, u. s. w. bis zu dem 
(n—k + 1)ten Grade einschliesslich verschwindet. Die tibrig blei- 


. 
Lipschitz, Analysis. 25 
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*benden nk Horizontalreihen und »—# Vertikalreihen des 
Schemas (1) liefern eine partielle Determinante des (v—k)ten 
Grades, welche / heissen mége. . 

Wenn man eine solche Form, die nur » — Variabeln wirk- 
lich enthilt, durch eine Substitution wie die Substitution (12) 
des vorigen § transformirt, so fallen in der dort gegebenen und 
mit (19) bezeichneten allgemeinen Darstellung der Coefficienten 
a’, diejenigen Glieder heraus, welche in verschwindende Coef- 
ficienten der Form f(,, “,,...%,) multiplicirt sind, und es 
bleiben in jeder Horizontalreihe und in jeder Vertikalreihe nur 
die »—k Glieder, welche in die iibrigen Coefficienten multipli- 
cirt sind. Wird jetzt eine beliebige zu dem Schema 
(3) i ipa Joe ear? 


11 12 In 
4 ‘ 4 
Go 59 as. 
‘ i ‘ 
Ci 08 guerin Cagis 


gehérende partielle Determinante des (n—k)ten Grades unter- 
sucht, so folgt durch die in dem vorigen § benutzten Schlusse, 
dass jede solche partielle Determinante entsteht, indem die zu 
dem Schema (1) gehérende mit 74 bezeichnete partielle Deter- 
minante des (n—s)ten Grades mit dem Product von zwei be- 
stimmten partiellen Determinanten des (2 —*)ten Grades, welche 
dem Schema der Substitutionscoefficienten y,, angehéren, mul- 
tiplicirt: wird. 

Wenn daher die partielle Determinante des (n — k)ten Grades 
A den Werth Null hat, so verschwinden die stimmtlichen partiel- 
len Determinanten des (n—k)ten Grades, die aus dem Schema 
(3) gebildet werden kinnen, und weil sich die partiellen Determi- 
nanten des (n—k-+ 1)ten, (n—k+2)ten Grades u. s. f. bis eu 
der Determinante D‘ selbst respective aus den partiellen Deter- 
minanten des (n—k)ten, (n—k-+1)ten Grades.u. s. f. bis eum 
(n—1)ten Grade durch Multiplication mit passend gewihltem 
lementen und hierauf erfolgende Addition der Producte zusam- 
mensetzen, so verschwinden alsdann die stimmtlichen zu dem Schema 
(3) gehorenden partiellen Determinanten des (n—k)ten, (n—k-+ 1)ten 
Grades u. s. f. bis zu der Determinante D' selbst. 

Betrachten wir eine Form f (x,,%,,...%,), bet welcher die 


§ 82. Quadratische Formen mit verschwindender Determinante. 387 


Anzahl 1 von Variabeln fehlt, so kann dieselbe auch unter 
die Formen geziihlt werden, bei denen /—1 Variabeln fehlen, 
und es ist erlaubt, in der so eben angestellten Erérterung der 
Anzahl k den Werth /—1 beizulegen. Die partielle Determi- 
nante des (n— k)ten Grades 74 ist dann gleich einer partiellen 
Determinante des (n—1/+ 1)ten Grades des der gegebenen Form 
f(@,, @,...%,) augehbrigen Schemas (1), und hat, weil in 
diesem Schema vermige der getroffenen Voraussetzuug J Hori- 
zontalreihen und / Vertikalreihen verschwindende Elemente 
zeigen, aus den vorhin entwickelten Griinden den Werth Null. 
Ks tritt deshalb der zuletzt bewiesene Satz in Kraft, bei dem 
die Determinante 7 gleich Null vorausgesetzt wird, und wir 
ziehen den Schluss, dass, wenn eine Form f(%,,%,... 4), mM 
welcher | Variabeln fehlen, durch eine beliebige Substitution des 
ersten Grades in eme Form g (x',, X',,...2%',) transformirt wird, 
fiir das dieser Form zugehirende Schema (3) die Determinante D‘ 
und alle partiellen Determinanten des (n — 1)ten, (n— 2)ten Grades 
u. s. f. bis zu dem (n—1+ 1)ten Grade einschliesslich verschwin- 
den. Hieraus wird durch Erwiigungen, welche den zu einem 
entsprechenden Zwecke bereits angestellten vollkommen 4bnlich 
sind, der Satz abgeleitet, dass, wenn es méglich ist, eine gegebene 
quadratische Form f (21, %,---%,) durch eine Substitution des 
ersten Grades von nicht verschwindender Determinante in eine 
quadratische Form zu verwandeln, welche nur n —1t Variabeln ent- 
hilt, fiir das der gegebenen Form zugehérende symmetrische Schema 
die Determinante D und alle partiellen Determinanten des (n— 1)ten, 
(n—2)ten Grades u. s. f. bis zu dem (n—1+1)ten Grade ein- 
schliesslich verschwinden miissen. 


Wir denken uns jetzt eine Form f(x,, 2,,... 4%, ) gegeben, 
welche die Eigenschaft bat, dass fiir das derselben zugehirende 
Schema (1) sowohl die Determinante D wie auch alle partiellen 
Determinanten der niedrigeren Grade bis zu dem (mn —/-+ 1)ten 
Grade inclusive verschwinden, dagegen irgend eine partielle 
Determinante des (n—J)ten Grades nicht verschwindet, und 
werden durch die That beweisen, dass sich eine solche Form 
durch eine Substitution des ersten Grades von nicht verschwin- 
dender Determinante in eine Form von (n—1) Variabeln trans- 
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formiren lisst. Ein geeignetes Mittel bietet die Gleichung (10) 
des vorigen §, welche, sobald vermége der dortigen Gleichung (9) 
statt der Functionen f, (a,, %)--+2%n)y-++ fn (Ly; Lqy+ ++ Ly) die 
Functionen f, (&,, £5) .-- &:),- +» fa (&, S++ -§,) eingefiihrt werden 
und ferner vermége der dortigen Gleichung (11) die Function 
f (&, §&,---&,) durch das Aggregat 
Fi Say Syne Ga) By ee He yy Saye + Sa) Sn 

ersetzt wird, die folgende Gestalt annimmt 
(4) f (#1 + §,, + §5) +++ Bn + En) 

=f («,, Vyy aes tn) 

+ QF, (S45 Fay +++ $n) Va Hee fn (Ey, Sos i) an 

+f, (Ey) Saye Sn) et fn (Bry Sa ++ Sn) Ene 

Diese Gleichung ‘lehrt, dass, sobald es méglich ist, den 
Gréssen &,, §,...& Werthe beizulegen, durch welche die 
Functionen f, (&, §,,... §,) zugleich verschwinden, hiedurch auf 
der rechten Seite von (4) alle Bestandtheile mit Ausnahme des 
ersten Bestandtheils f (v,, x,,...%,) zum Verschwinden gebracht 
werden und die Gleichung 
(5) Ff (@, + Ey, @y + §,-- Bp +§,) =F (%,, Lo,-- . Hn) 
hervorgeht. Die zu diesem Behufe zu erfiillenden Gleichungen 
fy &y Sy ++ §,) = Oy 6 + Oy & +... +a, § = 0 
(6) FASE Say 2 Sa) ay ae ad Sty eee 
Le (Gp ono ° Sq) = ay oy ag oy ee eee 
wiirden in dem Falle, dass die Determinante D von Null ver- 
schieden wire, keine andere Auflésung zulassen als die Aufli- 
sung §,=0, §,=0,...§, =0, und die Gleichung (5) wiirde 
inhaltlos bleiben. Unter der geltenden Voraussetzung, dass die 
Determinante D gleich Null ist, und die simmtlichen partiellen 
Determinanten bis zu dem (n—/-+ 1)ten Grade gleich Null sind, 
eine partielle Determinante des (m—Jl)ten Grades aber nicht 
verschwindet, gehért das aufzulésende System von Gleichungen 
(6) zu den Systemen von Gleichungen, die in §75 mit (14) be- 
zeichnet sind, deren Auflésung immer méglich und daselbst in 
vollstiindiger Allgemeinheit vorgetragen ist. 

Wenn eine von Null verschiedene partielle Determinante 
des (n—l)ten Grades dadureh erhalten wird, dass man in dem 
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Schema der Coefficienten (1) die 2 Horizontalreihen mit den 
Zeigern Why 8 1 —i4-++4, und die J Vertikalreihen mit den 
Zeigern tl, p44) M@y—149 ++-, fortliisst, so kénnen in der ange- 
fiihrten Auflésung die Werthe der 7 Unbekannten 


& E oh 
Sa re En 
vollkommen willkiirlich angenommen werden, und die iibrigen 
n—t Unbekannten, die mit ou Sie ay E., bezeichnet werden 
seis 


mégen, sind gleich durchaus bestimmten ganzen homogenen 
Functionen des ersten Grades von den ersten J Grossen. Es 
steht jetzt nichts im Wege, iiber diese so zu verfiigen, dass sie 
den negativ genommenen mit den entsprechenden Zeigern ver- 
sehenen Variabeln der gegebenen Form gleich werden, oder 
dass sie den Gleichungen 

2 +é =0, 4, =O, cls ao 6 ee 


ig ae ~ Hn T+] En Mn 
geniigen. Dann verwandeln sich die Ausdriicke der Gréssen 


Sup gi) JOR oie in bestimmte ganze homogene Functionen des 


ersten Grades von den Variabeln 7 Gleichzeitig 
n—t-+- n 


erhellt, dass die Gleichung (5) eine Umformung der Function 
Jah. tie, ierert 

(8) f (4 Bay +++ Bn) =P, + Ey... Ly + §,), 

die fiir alle Werthsysteme der Variabeln 7, 7,,...a, gilt, und 
bei der von den auf der rechten Seite anzuwendenden Argu- 
menten 7,+&,...%, + &,, diejenigen, welche zu den Zeigern 
.u, gehéren, verschwinden, die tibrigen aber, 


SPs 
4n— 142 ~En—[4+2 


Maer fo reay* 
welche zu den Zeigern (,, M,,...,_, gehoren, ganze homogene 
Functionen des ersten Grades der Variabeln x,, %,,...%, sind. 
Die rechte Seite der Gleichung (8) ist eine quadratische Form 
von n—1l Variabeln, und zwar diejenige Form, welche abgesehen 
von den fiir die Variabeln zu substituirenden Werthen aus der gege- 
benen Form f (a1, %,...%,) entsteht, indem die Coefficienten der 


Variabeln x ae ,.-.&, gleich Null gesetzt werden. Die 
Mn—I+1 Mn—I+2 Mn 


erwdhnte Transformation der gegebenen Form f (#,,%,...%,) Mm 
eine Form von n—l Variabeln ist hiemit vollzogen. 

Wenn man auch in diesem Falle die Variabeln der trans- 
formirten Form mit 2',, 2',,...2', bezeichnet, so ist zu beden- 


390 Quadratische Formen mit verschwindender Determinante. § 82. 


ken, dass in der letzten Form nur »—1 Variabeln wirklich vor- 
kommen. Wird die Annahme hinzugefiigt, dass die in der 
transformirten Form nicht vorkommenden 7 Variabeln bei der 
zu Grunde liegenden Substitution ungetindert bleiben sollen, so 
ist das System von Gleichungen, welches die Transformation 
(8) herbeifiihrt, wie leicht zu erkennen, das folgende 


Se ee ee a ee +E =z’ 
(9) Tuy 17 Sy ay ig Pty My? By Ry ga 
4 é 
xu =2 «Ane =X. 
My [+1 aE Mn Hn 


In demselben sind die neuen Variabeln 2‘,, x’,,... a’, durch die 
urspriinglichen Variabeln %,, %,...2, ausgedriickt, so dass das- 
selbe dem obigen System (2) entspricht. Eine eindeutige Dar- 
stellung der urspriinglichen Variabeln durch die neuen Variabeln 
ergiebt sich aus (9) unmittelbar, weil die Gréssen Say E 


CVs 5 
~En—l 


ganze homogene Functionen der Gréssen «, y++-&, allein 


n—I[+1 n 


sind und sich in genau die gleichen Functionen der Grissen 


1) ... 2, wmsetzen; daher ist die Determinante derjenigen 


Mg 141 fn 
Substitution, welche die Variabeln 2,, 7,,...2, durch die Va- 
riabeln «’,, x',,...a', ausdriickt, keinenfalls gleich Null und 
insofern von der vorhin supponirten Beschaffenheit. 


Kine quadratische Form f(z,, 7,,...%,) von den bezeich- 
neten Eigenschaften kann durch eine Substitution des ersten 
Grades von nicht verschwindender Determinante unméglich in 
eine Form von x-—J Variabeln, deren in Bezug auf die letztern 
genommene Determinante gleich Null ist, und ebenso wenig in 
eine Form von weniger als »—ZJ/ Variabeln transformirt werden. 
Denn aus beiden Voraussetzungen wiirde mit Hiilfe der bewie- 
senen Siitze folgen, dass fiir das der Form f (2,, %,,.-.2, ) Zu- 
gehorige System (1) alle partiellen Determinanten bis zu der 
(~—l)ten Ordnung einschliesslich gleich Null sein miissen, was 
der getroffenen Annahme widerstreitet. Hieraus folgt auch, dass 
die Determinante derjenigen Form von x—J Variabeln, welche 
durch die rechte Seite der obigen Gleichung (8) angedeutet ist, 
nicht gleich Null sein kann. Diese Determinante ist, wie sich 
leicht ergicbt, diejenige particlle Determinante des zu der Form 
f(%,, %,...%,) gehérigen Schemas (1), die durch das Weglas- 


x 
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sen der horizontalen und vertikalen Reihe von den Zeigern 
tea Mato ++ fp—pin bestimmt wird. Da das System (1) 
symmetriseh ist, so bleibt durch das Weglassen von gleichnami- 
gen horizontalen und vertikalen Reihen ein symmetrisches Schema 
iibrig, und die zugehdrige partielle Determinante ist ebenfalls 
symmetrisch. Es zeigt sich also, dass bei einer Form f (#,,«,,.. a) 
von der vorausgesetzten Beschaffenheit wenigstens eine von Null 
verschiedene symmetrische partielle Determinante des (n—1)ten 
Grades vorhanden sein muss. Fasst man nun alles bisherige 
zusammen, so entsteht der Satz: Damit cine gegegebene quadra- 
tische Form f (@,,%,,...«,) durch eine Substitution des ersten 
Grades von nicht verschwindender Determinante in eine quadra- 
tische Form verwandelt werden kann, die n—1 Variabeln enthdlt, 
und im kee Form einer geringeren Anzahl von Variabeln verwan- 
delt werden kann, ist es nothwendig und hinreichend, dass fiir das der 
gegebenen Form zugehirende Schema die Determinante D und alle 
partiellen Determinanten des (n —1)ten, (n—2)ten Grades, bis zu 
dem (n—1 + 1)ten Grade einschliesslich verschwinden, jedoch nicht 
alle partiellen Determinanten des (n—I\ten Grades verschwinden. 

Dieser Satz schliesst auch die Antwort auf die Frage in 
sich, unter welchen Bedingungen eme quadratische Form von n 
Variabeln gleich einem Product von ewer ganzen homogenen Fune- 
tionen ersten Grades, das ist, zerlegbar sei. Hier existiren zwei 
Falle: die beiden Functionen des ersten Grades, in welche die 
Form zerfillt, sind entweder von einander weseutlich different 
oder sie sind es nicht. In dem ersten Falle muss die gegebene 
Form in das mit einer Constante multiplicirte Quadrat emer neuen 
Variable, in dem zweiten Falle in das mut einer Constante mul- 
tiplicirte Product von zwei neuen Variabeln, oder, was dasselbe 
ist, in eine bindre Form tibergehen. Damit der erste Fall ein- 
trete, mtissen fiir das Schema der gegebenen Form alle partiel- 
len Determinanten bis zu dem zweiten Grade einschliesslich 
verschwinden, und diirfen nur nicht alle Coefficienten der Form 
gleich Null sein. Damit der zweite Fall eintrete, miissen fiir 
das Schema der gegebenen Form alle partiellen Determinanten 
bis zu dem dritten Grade einschliesslich verschwinden, und diir- 
fen nicht alle partiellen Determinanten des zweiten Grades gleich 
Null sein. Es ist hiernach jede quadratische Form mcht <zer- 
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legbar, bei welcher nicht alle partiellen Determinanten bis zu dem 
dritten Grade einschliesslich verschwinden. Werden die quadrati- 
schen Formen nach der Anzahl ihrer Variabeln geordnet, so be- 
ginnt die Reihe der nicht zerlegbaren quadratischen Formen mit der 
terndren quadratischen Form, deren Determinante nicht gleich Null ist. 


§ 83. Zusammenhang einer quadratischen Form mit der zu 
ihr adjungirten quadratischen Form. 

Bei den quadratischen Formen f(z,, 7,,...%,), deren De- 
terminante D nicht gleich Null ist, bilden die » Functionen des 
ersten GIAdes (4 (2. Lays nly ly (Las Hah es kas Wicd a ob ie 
merkt, ein System von unabhangigen Functionen. Diese kénnen 
deshalb als neue Variable X,, X,,..-X, in die Form eingefiihrt 
werden, wobei die Gleichungen gelten 
(1) XG DO Go ae 

X= 4,, @, Ls a,, 2, eG a 
X =a 4, + OU, ++. tae 


Wenn die vorstehenden » Gleichungen nach den » Variabeln 
L,,H,,.. x, aufgelist werden sollen, so dienen hiezu die adjun- 
girten Elemente des Systems der Coefficienten der Form, und 
zwar mége, ahnlich wie friiher, das adjungirte Element A, mit 
dem Element a, correspondiren. Da die Coefficienten der Form 
vermége der Gleichungen Q, = 4,, ein symmetrisches System 


bilden, so erhellt aus der Entstehungsweise der adjungirten 
Elemente, dass dieselben ebenfalls cin symmetrisches System 
bilden und die Gleichungen 
(2) A, 


; 5 ua 
erfiillen. Die in Rede stehende Auflisung des Systems (1) wird 


jetzt die folgende 
Al) EPPA, oe onl 


ni n 

(3) “= 5 
ee A, % +4, % +... + 4, X, 

: D 
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Die Transformation der Form f(#,, ,,..,) lasst sich 
sehr bequem aus der Gleichung (11) des § 81 herleiten, welche, 
sobald statt der Functionen /f, (x,,%,,..%,),+.f, (44,24) --2,) 
die neuen Variabeln X,, X,,..X, gesetzt werden, in die fol- 
gende iibergeht 
(4) FQ seh as ae) Nee ot KO 0 es te Ne, 

Wenn die linken Seiten der Gleichungen (3) respective 
mit X,, X,,..X, multiplicirt und hierauf die Producte addirt 
werden, so resultirt hier vermége der vorstehenden Gleichung (4) 
die Form f(a,, 2,,...%,), die rechte Seite ist dagegen gleich 
einer quadratischen Form der neuen Variabeln X,, X,,.. X, 


nd 
A 
bei welcher das Quadrat X? den Coefficienten — das doppelte 


Product von zwei verschiedenen Variabeln 2 X, X_ den Coeffi- 
ae j 

cienten a hat. Die mit den adjungirten Elementen als 

Coefficienten gebildete Form 

(5) F(X, X,.. X,)=Ay X +24, X, X, +..4+ 24), X, X, 


2 
Sa oye alae hia ae P- aD. gD. G, 


wird nach dem Vorgange von Gauss die zu der Form f (#,,%.,, ., Zn) 
adjungirte quadratische Form genannt. Vermége dieser Bezeich- 
nung hat die gefundene Transformationsgleichung den Ausdruck 


1 
(6) EG. Loy bP as Ly) +s ia A(X, ; X,, oe X;). 


Die in Betreff der adjungirten Elemente eines Schemas 
von 2? Elementen in § 77 nachgewiesenen Sitze finden hier 
eine Anwendung. Die aus den adjungirten Elementen A, ge- 


bildete Determinante ist gleich der (n—1)ten Potenz der De- 
terminante D der Elemente Gy 3 ferner sind die zu den Ele- 
menten A,,, zugehérigen adjungirten Elemente gleich den Pro- 
ducten aus den beziiglichen urspriinglichen Elementen und der 
(n—2)ten Potenz der Determinante D. Aus diesen Griinden 
ist die Determinante der zu der Form f (x,, £a,.. Hp) adjunguten 


Form F(X,, X.,..X,) gleich der Potenze D’™', und die zu der 
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Form F(X,, X,,..X,) adjungirte Form gleich der in die Po- 
tene D'° multiplicirten urspriinglichen Form f (7, &) + . %,). 
Eine Erorterung dariiber, wie sich, sobald die Form f(x,, 2, . . %p) 
vermoge einer beliebigen Substitution des ersten Grades in eine 
Form g (a',, &'.,.- #',) der neuen Variabeln x’,, 2’,,.. x‘, trans- 
formirt wird, die adjungirte Form der urspriinglichen Form zu 
der adjungirten Form der transformirten Form verhalte, unter- 
driicken wir der Kiirze wegen. 

§84. Verwandlung einer quadratischen Form in eine Summe 
von Quadraten, die mit constanten Factoren multiplicirt sind. 
Aufstellung der Criterien dafiir, dass eine quadratische Form, 
deren Coefficienten reell sind, wesentlich positiv oder wesent- 

lich negativ oder keines von beiden sei. 

Von jetzt ab mége vorausgesetzt werden, dass die Coeffi- 
cienten einer gegebenen quadratischen Form f(7,, %,, .. %,) 
reelle Gréssen seien, und dass den Variabeln z,, x,,..%, nur 
reelle Werthe beigelegt werden. Hine quadratische Form von 
n Variabeln, welche fiir alle méglichen recllen Werthsysteme der 
Variabeln Werthe von demselben Vorzeichen annimmt und die nur 
verschwindet, wenn jede einzelne der n Variabeln gleich Null ge- 
setet wird, heisst, sobald dieselbe nur positive Werthe erhalten 
kann, eine wesentlich positive Form, sobald sie nur negative 
Werthe erhalten kann, eine wesentlich negative Form. Fin Bei- 
spiel einer wesentlich positiven Form liefert die Swmme der 
Quadrate der n Variabeln 
(1) @ +, +...+. 

Eine wesentlich negative Form. geht durch die Multiplica- 
tion mit der negativen Einheit in cine wesentlich positive Form 
iiber, und umgekehrt; deshalb geniigt es, die wesentlich positi- 
ven Formen allein eingehend zu erértern. Vor allen Dingen 
bedart es der Aufstellung der Oriterien, welche dariiber entschei- 
den, ob eine gegebene quadratische Form von n Variabeln wesent- 
lich positiv, wesentlich negativ oder keines von beiden sei. Wir 
wollen diese Criterien in der Gestalt auseinandersetzen, in 
welcher Lagrange dieselben in dem 1lten Capitel des zweiten 
Theiles seiner ¢héorie des fonctions analytiques entwickelt hat. 

Dieselbe Gestalt hat Gauss bei Gelegenheit mehrfacher An- 
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wendungen beibehalten. Eine Hauptursache, weshalb wir uns 
an das von Lagrange mitgetheilte Verfahren genau anschliessen, 
liegt aber darin, dass Lagrange das gesteckte Ziel mit einem 
sehr geringen Aufwande von Mitteln erreicht. Seine Methode 
hat den Apparat der Rechnung mit Determinanten nicht nothig, 
und je mehr wir davon tiberzeugt sind, dass die zu beantwor- 
tende Frage eine mathematische Frage vom ersten Range sei, 
um so héher miissen wir eine Lésung schitzen, welche den An- 
fangsgriinden der Wissenschaft so nahe bleibt. Wir gehen jetzt 
zu der Behandlung der Frage selbst iiber. 
Wenn die quadratische Form 


(ef (ay Pgh Oa Kyat 2 ded, Garhi. Be Le A 


9 


OE St Sree 


wesentlich positiv oder wesentlich negativ ist, so kann, wie sich 
sogleich zeigen wird, der Coefficient a,, nicht gleich Null sein. 
Gesetzt er wire gleich Null, so wiirde die Form gleich der 
Summe des Aggregats derjenigen Glieder sein, die in der vor- 
liegenden Anordnung auf das erste Glied folgend die erste 
Zeile bilden und simmtlich den Factor 2, haben, und des 
Agegregats der iibrigen Glieder, welche eine quadratische Form 
) (Wo,..-%,) Von den (n—1) Variabeln x,,...7, ausmachen. 
Bei dem ersten Aggregat, welches sich als das Product 

(2*) (ZO, Ly A Ca he pecs ll; ae), 


darstellen lisst, kénnen nicht alle Coefficienten a,,, a,5,.-- 4, 


ln 


gleich Null sein. In diesem Falle wire niimlich eine Form 
f(a,,--.%,), bei der der Coefficient a,, schon gleich Null ist, gleich 
der Form von (n—-1) Variabeln  (x,,...%,), und das wider- 
sprache der fiir eine wesentlich positive oder wesentlich nega- 
tive Form aufgestellten Definition; denn selbst dann, wenn die 
Form g (z,,.. %,) nur dadurch verschwinden kénnte, dass 
Ly, Ly). X, sammtlich verschwinden, wiirde die Variable «,, 
welche in der Form f (x,, %,,.-%,) nicht vorkommt, vollkommen 
frei bleiben, und es existirten ausser dem einen Werthsystem 
“,=0, «,=0,...%,=0, unbeschrankt viele Werthsysteme x,=5,, 
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2, ==0, £, =0,..%,=0, die der Form f(x,, x,,...%,) den Werth 
Null verleihen. Sobald aber nicht alle Coefficienten a,,, a,,,..a,, 
gleich Null sind, so lassen sich offenbar die Werthe 2,, a,,..., 
so wihlen, dass der Ausdruck 


Dig byt Gig hy he at Oy ee 
einen von Null verschiedenen Werth wm annimmt, und hiebei er- 
halt auch die Form ¢ (z,,...2,) einen bestimmten Werth. Da 
auf diese Weise 

(3) i CRG: errr IN We) CY Res ER (Oe 

wird, da ferner der Werth der Variable x, noch disponibel 
bleibt und nach Belieben so eingerichtet werden kann, dass 
das Product 22, positiv oder auch so, dass dasselbe negativ 
wird, und dass in beiden Fallen das Aggregat 2 a, + o (@,,-. 2%, 
mit dem Producte 2. %, dasselbe Vorzeichen behilt, so erhielte 
die Form f (z,, x,,..%,) unter der gegenwiirtigen Annahme eben- 
sowohl positive als negative Werthe, was gegen die characteri- 
stische Eigenschaft einer wesentlich positiven oder wesentlich 
negativen Form verstésst. Mithin darf bei einer solechen Form 
der Coefficient a,, nicht gleich Null sein, und das war behaup- 
tet. worden. 


Auf diesen Umstand griindet sich das Verfahren, die Form 
f(@,, @,,..%,) als ein Ageregat auszudriicken, bei dem der eine 
Bestandtheil ein durch den Coefficienten a,, dividirtes Quadrat 
einer Function des ersten Grades aller  Variabeln, der andere 
Bestandtheil aber eine quadratische Form der »—1 Variabeln 
Ly, L,,...%, ist. In der gegebenen Form kommt das Quadrat 
von x, in dem Gliede a,, a, und die Variable x, ausserdem nur 
noch in dem obigen Product (2*) vor. Wenn nun das Quadrat 
des Ausdruckes a, #7, + a, %, + ..+ a,, 2, genommen wird, so 


In 


entsteht die Entwickelung 

(4) (G4, %, + G,yH%y +... @,, 2) 

=6,,0, +24, %, (4), 0,4 |. +a) @) +a, a +. +O, ey 
welche sich aus dem mit dem Factor a,, multiplicirten Gliede 


@,,%,, aus dem mit dem Factor a,, multiplicirten Producte (2*), 
und aus dem Quadrate einer Function des ersten Grades zu- 
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sammensetzt, die nur die Variabeln #,,7,,...%, enthilt. Divi- 


dirt man die beiden Seiten von (4) durch den Coefficienten a,,, 


so stimmen die Glieder der rechten Seite, in denen die Va- 
riable #, vorkommt, mit den Gliedern der gegebenen Form, in 
denen die Variable z, vorkommt, vollstiindig iiberein, und die 


; i 
* . 2 . 
Subtraction des Ausdruckes = MGs dy Og, tao CO, | VOICE 


11 
Form /(@,, %,,..%,) ergiebt das Resultat 
: 
(5) ACP a es " (4, Ge Vp +... 4 0, &) 


(2) 
an ii (a, Vsy os x), 
wo sich die Coefficienten der neuen quadratischen Form 
ee (%,,%,,...,) durch die Ausfiihrung der Rechnung folgender- 
massen bestimmen 


ay err): 42 Q) () 
(6) f ies Usy wae Ln) Bs Aso aL, a 2 Cog a, Xs Ey ae a 245, Hy x, 
Q) 2 Q) 
a tak | AC iain 2 hs tie, oe 
Hae et 
qd) 2 
25 nn 1 - 
2 
Gy. 411 a2 ie 
(7) me a 
11 
ay 41 %3 — Ao Ns 
GAS 
23 
a) 
ag 411 Fn 2 %n 
oa 
ay 
2 
qa) 411 %3 — 4s 
ee 
33 
ay, 
a). 41 %n— %13 “in 
a. = — a 
3n 
Oy 
2 
(1) Ay a, n “An 
PA as west > 


Bei der Darstellung der gegebenen Form in (5) fiillt die 
Basis des auftretenden Quadrats mit der Function des ersten 
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Grades zusammen, die friiher f,(v,,7,,...”,) genannt worden 
ist. Ferner muss beachtet werden, dass, weil der Coefficient a,, 
gegenwiirtig einen von Null verschiedenen Werth hat, der in 
Rede stehende Ausdruck 

(8) Oy, Syst Org Boy ha rernicti Gin Ve SM 

nicht allein von den Variabeln #,, %,,..-%, abhiingt, das heisst 
jeden beliebigen Werth erhalten kann, wie auch immer die Werthe 
von %,, @,,...%, gewihlt werden migen. Es wird mithin die 
Form f(«,,2,,..-%,) vermbge (5) in eine Form der Variabeln 


Ui Ly, Ly, |. Werwandelt j 


Uy (1) 
(9) hee Lay ses x) = ae cag (£2, i Ly)s 
11 : 
welche die Variable u, nur im threm Quadrate enthiilt. 


Die Form ie (~,,...@,) ist jetzt derselben Behandlung 
fihig wie die Form f(z,,%,,...,), wofern es unmdglich ist, 


) 


. a 2 : . : 
dass der Coefficient a,, von x, verschwinde. Von dieser Eigen- 


schaft des Coefficienten ae kann man sich aber durch eine 
ihnliche Betrachtung iiberzeugen, wie sie in Betreff des Coeffi- 


; . 1 . rf 
cienten a,, angestellt worden ist. Wenn ee gleich Null wire 
Q) @ 


28°39. 3 ay n 
fiele aus der in (9) gegebenen Darstellung der Form f(,, ,,.. 2, 
die Variable z, heraus, und die Form miisste verschwinden, so- 
bald u, =0, 2, =0, 7, =0,..%,=0 genommen, allein x, be- 
liebig gewihlt wiirde; es soll aber die Form f(z,, x,,...2, 
nur fiir das Werthsystem 7, =0, x, =0,... x”, =0. verschwin- 
1 A e we 
den. Wenn ferner as gleich Null wire und nicht alle 


Ohara ? - : 
o3 ++ 4), Verschwinden, so kénnte man die Va- 


riabeln x,,..., SO wiihlen, dass fiir das Aggregat der Glieder, 


und gleichzeitig die Coefficienten a verschwiinden, so 


Coefficienten a 


: 1 : me Ee 

welche in der Form f Sy (%,...%,) mit x, multiplicirt sind 
10 q) ) 
(10) (2djg +... + 2a, 
die in der Klammer befindliche Function des ersten Grades von 


Null verschieden wiirde. Nun besteht die Form f(«,, x, ..%,) 
2 
; ia (1) 
vermige (9) aus dem Gliede ——, ferner, wenn a,, gleich Null 
‘ 11 


x,,) Hy 
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angenommen wird, aus dem Aggregat (10) und endlich aus einer 
Form der Variabeln #,,7,,..”,. Nachdem also die Variabeln 
L,,%,,..x, in der erwihnten Weise bestimmt sind, und nach- 
dem der Variable u, ein beliebiger Werth beigelegt ist, hitte 
man-+es immer noch in seiner Gewalt, die Variable x, so zu 
wiihlen, dass einmal der Ausdruck (10) positiv wiirde und die 
hinzu zu addirenden Bestandtheile dem absoluten Werthe nach 
iibertriife, und dass ein zweites Mal der Ausdruck (10) negativ 
wiirde und die hinzu zu addirenden Bestandtheile dem absoluten 
Werthe nach _ tibertriife; dadurch bekime aber die Form 
f (%,,2,,+.%,) sowohl einen positiven wie auch einen negativen 
Werth, und diese Méglichkeit soll ausgeschlossen bleiben. 
Nachdem die Sicherheit gewonnen ist, dass der Coeffi- 


cient a. nicht gleich Null sein kann, erhiilt man fiir die Form 


fe (%,,...@,) auf dem fiir die Form f(%,, 7,,...2%,) eingeschla- 
genen Wege die Darstellung 


(1) Lappe) a) @)_. 2 
(11). foi (ae, Ves, Ue) = PH (Mog Ly Hing Hy + ++. + Ay, Lp) 
99 


2) 
+ ft (Day ea 


(2) (2) 2 (2) (2) 
(2) f 45 0p .-2 0) = 6,4 H, 20, 0.2, + 0. +20, XX, 
2) (2) 
aus Os, Ly +... + 20,,%, Ly 
Ft IOPIORS 
@) 2 
Gi Bin &n : 
@) @) qa) @ GQ) GGG) 
2) Mog Agg — Ay As (Go Ese 23 %2n 
(13) a, = a jhe chy 5 ; 
Ay9 22, 
Gd) @ (1) @) 
(2) fy, 22 “nn “an “2n 
nn Q) 
Ay9 
Auch hier ist der Ausdruck 
a) @) ot 
(14) By Uy Os, Ty's. 2 Os LU; 


1 * * ° * 
weil die Grosse oo nicht gleich Null sein darf, nicht nur von den 
Variabeln z,,...%, abhingig, so dass w, als eine neue Variable zu 
den Variabeln 2,,...%, hinzutreten kann. Dadurch erhilt die 
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Gleichung (11) die Gestalt 


sh sasat Us (2) 
(14) FP (Gy ++) =D hf Milgy.2.0 -Lg)3 


22 
: : 1 : * 
wenn hierauf dieser Ausdruck der Form pele nnn tadil nee 


Gleichung (9) substituirt wird, so entsteht die Darstellung 


laf 1Laa8 (2) % 
(15) f (@) %yy + + #,) = 7 — Uy + au th (ay -. 2). 
11 


22 

Das angewendete Verfahren lisst sich nun immer aufs 
neue anwenden, da bei jeder neu auftretenden Form das Ver- 
schwinden des Coefficienten, der dem Quadrate einer Variable 
‘gugehirt, einen Widerspruch gegen den aufgestellten Begriff 
einer wesentlich positiven oder wesentlich negativen Form nach 
sich ziehen wiirde. Es mégen die nach dem Schema der Glei- 
chungen (17) zu bildenden Coefficienten der auf einander fol- 


3) * : 3) : 
genden Formen i. (Z,,...H,))+.. respective mit a, wes bezeich- 


net werden, wo die oberen Indices fortwihrend zunehmen, dann 
liefert die Gleichung (8) das Bildungsgesetz fiir die Functionen 
des ersten Grades 


(16) Gi Bayt Oy, Cy AG ere, oe ae) ee Perey 
Q) Q@) @) zak, 
Ay, y+ Agg%z,t- . « . « FA, FU, 
(2) Q) 
Qn het 6 «ns FAS TSE 
(a2): (n=) 
n—1, n—1 Un-4 - nee Pa 


und die quadratische Form / (x,, 2,,...2,) bekommt auf Grund 
der Gleichung (15) den Ausdruck 


Pe 38 1 2 1 2 (n—1) 2 
(17) F(@yy Way. @,) =F Uy ane) ae) te prt ws 
i Ayo n—l, n—1 


Wenn zu den »—1 Functionen des ersten Grades w,, ¢.,...%,—4 


die Variable x, hinzugefiigt wird, so stellen dieselben aus der 
a) (n—2) 


227° °° ““n—1, n—1 


schon erwiihnten Ursache, dass die Griéssen a,,, a 


1)? 
siimmtlich yon Null verschieden sind, ein System von unabhiin- 
gigen Functionen dar. Die Form f (x,, #,,...%,) erscheint also 
m (17) als ein Aggregat von n in Constanten multiplicirten Qua- 
draten, deren Basen n von einander unabhingige Functionen 
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des ersten Grades der Variabeln «,,x,,...%, sind; die Basen 
Uy) Uy, +++ Uns, €, enthalten der Reihe nach n Variabeln, (n—1) 
Variabeln u. s. f. bis zu der einen Variable x,. Diese Darstel- 
lung der Form f (#,, %,,...%,) liefert unmittelbar die gesuchten 
Kriterien einer wesentlich positiven und einer wesentlich nega- 
tiven Form. Eine quadratische Form f (x,,%,,...%,) ist dann 


und nur dann wesentlich positiv, wenn die zugchérigen n Gréssen 


@M @) (m—1) 
1V Ao ’ O35 ERS RYT) 


simmtlich positiv sind; sie ist dann und nur dann wesentlich 
negatiw, wenn die betreffenden n Gréssen scémmtlich negativ sind. 
Dass keine dieser Gréssen verschwinden darf, ist im Laufe der 
Deduction bewiesen worden und bildet die Grundlage fiir die Fort- 
fiihrung derselben. Sobald nun unter diesen » Gréssen einige das 
positive Vorzeichen, andere das negative Vorzeichen hitten, so 
kénnte, weil die Functionen w,, v,,... U,—1, %, Von einander un- 
abhaingig sind, denselben nach Willkiir ein Werthsystem vorge- 
schrieben werden, bei dem die Summe der positiven Quadrate 
tiberwiegt, und ein Werthsystem, bei dem die Summe der nega- 
tiven Quadrate stirker ist. Ein solcher Effect ist aber mit dem _ 
Begriffe einer wesentlich positiven und einer wesentlich nega- 
tiven Form unvertriiglich. Dagegen ist es klar, dass, sobald 
die Coefficienten der vorhandenen » Quadrate simmtlich das- 
selbe Vorzeichen haben, die Form fiir reelle Werthe der Varia- 
beln nur Werthe annehmen kann, deren Vorzeichen durch das 
Vorzeichen der Coefficienten bestimmt ist. Endlich kann ein 
Ageregat von Quadraten, welche in lauter Coefficienten dessel- 
ben Vorzeichens multiplicirt sind, ftir reelle Werthe der Varia- 
beln nicht anders verschwinden, als indem die » Basen jede fiir 
sich verschwinden, und weil die ” Basen w,, w,,...%, 3, @, Un- 
abhiingige Functionen der  Variabeln x,, 2,,...%, sind, so ist 
dies wieder nicht méglich, ohne dass jede der reell vorausge- 
setzten Variabeln Ly, %,.-.%, eimzeln den Werth Null erhalt. 
Hiemit sind aber die aufgestellten Kriterien in ihrem ganzen Um- 
fange begriindet. 


a 
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§ 85. Wesentlich positive ternire quadratische Formen. Be- 

stimmung eines Punktes im Raume durch rechtwinklige Coor- 

dinaten und durch Coordinaten eines beliebigen Axensystems. 

Gauss’ geometrische Darstellung der wesentlich positiven 
ternaren Formen. 


Die Gréssenverbindungen, von deren Vorzeichen nach der 
Untersuchung des vorigen § der wesentlich positive oder we- 
sentlich negative Character einer quadratischen Form abhangt, 
sind durch eine Reihe von Operationen definirt, die nach ein- 
ander zur Anwendung kommen. Wir wollen jetzt fiir die Formen, 
bei denen die Zahl der Variabeln » gleich drei ist, oder fiir die 
ternaren quadratischen Formen den einzelnen Schritten der aus- 
gefiihrten Umformung folgend jene Gréssenverbindungen explicite 
darstellen, und werden dabei auf das aus den Coefficienten der 


Form gebildete symmetrische Schema 
(1) Gy Go 15 


a, 5 a5 


As, 59 a, 


zuriickgefiihrt. Die zu der Form 


2 


: 2 2 2 
(1*) fF (@y %yy Hy) = y+ Oy + yy ey 

+ 24, £2, Hy + 2d, LU, %, + 20,, L, L, 

Q) 2 63) () 2 : 
99 Uy + 20,, L,%, + Ass X hat die 
folgenden, durch die Gleichungen (7) des vorigen § definirten 


Coefficienten 


Sd abe SS 
gehérende Form f’ (x,,7,)=a 


2 


(2) AP cn Ag — Ap ay fy M3 Aq Ag 
Dor ae note rags ’ 
a a 
11 ay 
2 
Gy, Axa — 
g® — 211% 13 
33 


ata 4 
Die drei Ziihler lassen sich auf adjungirte Elemente des Schemas 
(1) zuriickfiihren, in dem nach den eingefiihrten Bezeichnungen 


9 

¢ Ld ——_ 2 — 

(3) © yy gg — Gyy = Aggy Oy Mog — 49 hg = — As, Ay Ay, — Oh, = A,, 
‘ist. Mithin kommt 

ie q) Ass (1) A,, qa) A.s 

(3 ) Ayo ie Ass saat a See en SS 
a att = a 
rn 11 11 
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Die Gleichung (5) des vorigen § verwandelt sich auf diese Weise 
in die folgende 


RA eafil asta 4 8) se site na Gj, U's yg Ly) 
a, a 
A 2A; 
de. = : * 2p Xs + sab . 
Qs, a4 ort 


Jetzt ist die durch die Gleichung (13) des vorigen § definirte 
Verbindung 
@) @ a ase. 


(ay 2 %3 Ag 
(5) LE @) 
Goo 
zu betrachten, welche vermége der Gleichungen (3*) die Gestalt 


annimmt 


(6) i Ene 88 Pe a 


In dem Schema der zu (1) adjungirten Elemeute 
(7) A,, A,, A,, 

Ay A,, Ang 

A,, Ay A;,, 
welches nach § 83 ebenfalls ein symmetrisches ist, ist der Aus- 
druck A,, eee das zu A,, gehérige adjungirte Element und 
wird nach einem friiher bewiesenen Satze gleich dem mit der 
(n—2)ten Potenz der Determinante D, das heisst gegenwirtig 
gleich dem mit der Determinante D multiplicirten gleichnamigen 
Element a,, des Schemas (1). Daher folgt aus der Gleichung , 
(6) die Gleichung 

(2) D 


(8) Ons get 


33 
wihrend die von Null verschiedene Grisse a,, sich forthebt. 
Vermége der Relationen (16) und (17) des vorigen § er- 
giebt sich nun die Bestimmung 


(9) Ay, Ly 1 Ay Ly + As L, = U, 
As, As, 
ne Ee me 
ayy Ay) 


und ferner die Darstellung der gegebenen terniiren Form 


eres, tie ee 
Pe ge pe eg 
(10) f (@yy Boy Uy) = y+ Ua Ai A, 3 
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Die am Schlusse des vorigen § aufgestellten Kriterien fiir eine 
wesentlich positive Form bestehen darin, dass die Gréssen 
idigs Won Dib crg Le bee se ah 

ae ea, aes siimmtlich das positive Zeichen, fiir eine wesent- 
lich negative Form, dass dieselben simmtlich das negative Zeichen 
haben. Man kann dieselben auch so ausdriicken, dass fiir eime 
wesentlich positive Form 

Ce 


ily gee D 
positiv sein miissen, fiir eine wesentlich negative Form a,, und D 
negativ sem miissen, A,, jedoch positiv seim muss. 

Schon bei der Ableitung der allgemeinen Gleichung (17) 
des vorigen § liess sich bemerken, dass zwischen den  Varia- 
beln einer gegebenen quadratischen Form / (x,, 7,,...%,) kein 
wesentlicher Unterschied existirt, und dass die Untersuchung 
ebenso gut, wie sie mit dem Coefficienten a,, des Quadrats 
x? anfing, mit dem Coefficienten des Quadrats von irgend einer 
andern Variable beginnen konnte. In gleicher Weise ist bei der 
munichst eingefiihrten quadratischen Form von n—1 Variabeln 
die Wahl der zu bevorzugenden Variable, welche oben die Va- 
riable x, war, frei, und das gleiche gilt von allen folgenden neu 
einzufiihrenden quadratischen Formen, deren Gliederzahl mit 
jedem Schritt um eine Kinheit abnimmt. Die nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine quadratische Form 
wesentlich positiv oder wesentlich negativ sei, sind deshalb 
mannigfaltiger Ausdriicke fahig. Weil aber jedes einzelne System 
von Bedingungen ein vollstiindiges ist, so tritt zwischen diesen 
Systemen der merkwiirdige Zusammenhang zu Tage, dass, wenn 
eines der Systeme, welches die quadratische Form als eine 
wesentlich positive characterisirt, erfiillt ist, alle tibrigen Systeme, 
welche dasselbe leisten, nothwendig erfiillt sein miissen. In 
Betreff der wesentlich negativen Formen finden die entspre- 
chenden Relationen statt, doch unterlassen wir aus den oben 
bezeichneten Griinden, diese ausfiihrlich zu besprechen. 

Werden die vorstehenden Betrachtungen auf die terniiren 
quadratischen Formen angewendet, und giebt man den nothwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine terniire 
Form wesentlich positiv sei, die zuletzt ermittelte Gestalt 
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4,9, 4,,>0, D>0, wo durch das Zeichen der Ungleich- 
heit > wie bei dem friiheren Gebrauche das Eintreten der 
Gleichheit ausgeschlossen werden soll, so entstehen die folgenden 
sechs Systeme von Bedingungen 
(11) IPO a4 0, D6 

a, >0, A, >0, D> 0 

Ga 0, A 0. D0 

Ge, Ae 0, aD) > \) 

Gar 0, AL > 0.) >0 

,, > 0, Ay 0, D>. 

Wie vorhin ausgesprochen, geniigt jedes dieser Systeme fiir 
sich allein dem beabsichtigten Zwecke und zieht zugleich die 
Erfiillung der fiinf tibrigen Systeme nach sich. Eine wesentlich 
positwe terndre Form f(%,,@,,%,) hat deshalb nothwendig die 
Figenschaft, dass dié folgenden Ungleichheiten befriedigt sind 
Gata 0) as 0) a, 0, Aye 07 4, ONAL SOP D0) 
Wenn man zu dem Ausdruck der Form in (1*) den Ausdruck 
der zugehérigen adjungirten Form hinzufiigt 
ey oat Sl ee Gir) 

= Ay ne + Ay x; + As Xe 

iA oe NG Ket A, XX DAL Ney Kis 
so lassen sich die Bedingungen (12) dahin formuliren, dass so- 
wohl in der gegebenen wie im der zu thr adjungirten terndren 
Form die Coefficienten von den Quadraten der Variabeln positw 
sein miissen, und dass die Determinante der gegebenen Form 
positiv sein muss. Dass eine wesentlich positive ternaire Form 
auch eine wesentlich positive adjungirte Form habe, kann leicht 
aus diesen Bedingungen geschlossen werden, liegt tibrigens schon 
in der Gleichung (6) des § 83. 

Die in § 80 angefiihrte, von Gauss verfasste Anzeige des 
Werkes von Seeber tiber die Eigenschaften der positiven terndren 
quadratischen Formen enthilt ausser der an jener Stelle ent- 
wickelten geometrischen Interpretation der positiven bindren qua- 
dratischen Formen auch eine geometrische Interpretation der po- 
sitiven terndren quadratischen Formen. Wir werden diese Inter- 
pretation zuerst fiir die besondere Form 


© 
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we + y? + 2? 
auseinandersetzen, und bei diesem Anlass die Grundsdtze der 
Bestimmung eines Punktes im Raume mittheilen, welche in § 42 
als ein Eigenthum des Descartes bezeichnet aber nicht insbeson- 
dere erértert sind. Hierauf wird die geometrische Interpretation 
einer allgemeinen positiven terniren Form behandelt werden. 
Wenn wir uns eine Ebene im Raume denken, in der Ebene 
einen Punkt O und zwei durch den Punkt O gehende sich recht- 
winklig schneidende gerade Linien annehmen, so kann der Ort 
eines beliebigen Punktes der Ebene auf die in § 42 entwickelte 
Weise bestimmt werden, indem von den beiden einen rechten Win- 
kel bildenden Linien die eine als die Axe der x, die andere als 
die Axe der y betrachtet wird. Durch den Punkt O mége eine 
dritte Linie gezogen werden, welche auf der Axe der x und 
der Axe der y senkrecht steht, und daher auch auf der 
ganzen Ebene, in der sich die Axen der x und der y befinden 
und welche jetzt die xy Ebene heisst; die neu construirte 
Linie wird die Axe der z genannt. Bei der Bestimmung eines 
Ortes in der Ebene wurde eine bestimmte Seite der vAxe und 
eine bestimmte Seite der yAxe als positiv aufgefasst; ebenso 
soll eine Seite der zAxe als positiv gelten. Der ganze Raum 
zerfallt durch die xy Ebene in zwei getrennte Theile; ver- 
moége der zwischen den beiden Seiten der zAxe getroffenen 
Unterscheidung lisst sich zwischen jenen beiden Theilen des 
Raumes ein Unterschied machen, da der eine Theil die positive 
Seite der zAxe, der andere Theil die negative Seite der zAxe 
enthalt. Wenn daher ein beliebiger Punkt S des Raumes ins 
Auge gefasst wird, so kann man immer von demselben ein Loth 
auf die ay Ebene herablassen und die Linge dieses Lothes ° 
durch die Lingeneinheit messen, welche bei der Bestimmung 
eines Ortes in der wy Ebene gebraucht wurde. Ist die Linge © 
dieses Lothes gleich Null, so liegt der Punkt S in der zy 
Ebene selbst, und sein Ort wird nach den Regeln des § 42° be- 
stimmt. In jedem anderen Falle muss der Punkt S entweder 
in dem Theile des Raumes liegen, welcher die positive Seite, 
oder in dem Theile des Raumes, welcher die negative Seite der 
zAxe enthalt. Ks werde nun die absolute Zahlengrésse, welche 
die Linge des gemessenen Lothes ausdriickt, fiir den ersten 
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Fall positiv, fiir den zweiten Fall negativ genommen, und der 
hervorgehende positive oder negative Werth mit z bezeichnet, 
dann ist der Ort des Punktes S im Raume vollstiindig bestimmt, 
sobald die Ordinaten x und y fiir den Fusspunkt des von S auf 
die xy Ebene herabgelassenen Lothes und die Grésse z be- 
kannt sind. Denn aus den Werthen x und y folgt die Lage 
des Fusspunktes in der wy Ebene, und die Grésse 2 giebt 
fiir ein auf der Ebene in dem Fusspunkte zu errichtendes Loth 
die Strecke an, welche auf demselben yon der Ebene aus nach 
einer durch das Vorzeichen von ¢ bestimmten Seite abzuschnei- 
den ist, um als zweiten Endpunkt den Punkt S zu erhalten. Die 
drei zusammengehirigen Gréssen x, y, & heissen jetet die drei 
vechtwinkligen Coordinaten des Punktes S; sie bestimmen den Ort 
des Punktes S im Raume vollstindig. 

Bei der gegebenen Deduction wurde die Grisse z zu den beiden 
Gréssen x und y hinzugefiigt. Doch erkennt man leicht den Un- 
terschied zwischen den drei Gréssen als unwesentlich, indem man 
ausser der wy Ebene noch die beiden Ebenen betrachtet, von denen 
die eine durch die y Axe und die z Axe hindurchgeht und die 
yz Ebene genannt wird, die andere durch die ¢ Axe und die 
x Axe hindurchgeht und die 2% Ebene heisst. Jede dieser 
drei Ebenen heisst eine Coordinatenebene, der Punkt O Anfangs- 
punkt der Coordinaten. Man lege durch den Punkt 8S, dessen 
Coordinaten x, y, 2 sind, drei Ebenen lindurch, welche bezte- 
hungsweise der xy Ebene, der yz Ebene und der zu Kbene 
parallel sind, so bilden diese drei neuen Ebenen mit den dre 
Coordinatenebenen zusammen ein rechtwinkliges Parallelepipedon. 
Die drei von dem Coordinatenanfangspunkte O ausgehenden Kan- 
ten werden beziehungsweise mittelst der gewdhlien Léngenemheit 
durch die absoluten Werthe der Coordinaten x, y, 2 gemessen, und 
das Vorzeichen jeder einzelnen Coordinate falli positiv oder ne- 
gativ aus, je nachdem ein Punkt, welcher die betreffende Kante 
von dem Punkte O aus durchliuft, nach der positiven oder der 
negativen Seite der betreffenden Axe fortschreitet. 

Die Verbindungslinie des Coordinatenanfangspunktes O mit 
dem Punkte S bildet eine raumliche Diagonale des so eben 
beschriebenen Parallelepipedons. Das Quadrat der Linie OS 
ist vermoge einer zweimaligen Anwendung des Pythagordiischen 
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Lehrsatzes gleich der Summe der Quadrate der drei von dem 
Punkte O ausgehenden Kanten des Parallelepipedons, und hat 
deshalb fiir alle méglichen Abwechselungen der Vorzeichen von 
den Gréssen wz, y, 2 den Ausdruck 

(14) e+yt+e%. 

Aus diesem Grunde wird die positive ternére Form x? + y? + &° 
in der Weise geometrisch interpretirt, dass x, y, @ die rechtwink- 
ligen Coordinaten eines Punktes im Raume bedeuten, und dass 
die betreffende Form das Mass fiir das Quadrat der Entfernung 
zwischen dem betreffenden Punkte und dem Anfangspunkte der 
Coordinaten bezeichnet. 

Um uns die Lage der drei Coordinatenaxen auf eine 
bestimmte Art vorzustellen, sei die wy Ebene eine horizontale 
Ebene, die positive Seite der ¢ Axe vertikal von unten nach 
oben gerichtet, und es mége fiir denjenigen, welcher sich in 
dem Punkte O auf die zy Ebene stellt, so dass seine Fiisse 
in O sind und sein Kopf sich auf der positiven Seite der z Axe 
befindet, und dass er in den von der positiven Seite der « Axe 
und der positiven Seite der y Axe gebildeten rechten Winkel 
hineinsieht, die erstere zur linken und die letztere zur rechten 
Hand liegen. Wenn die drei Axen fest mit einander verbunden 
sind, jedoch als Ganzes eine beliebige Ortsverinderung im 
Raume erfahren, so bleibt offenbar die characterisirte relative 
Lage der drei Axen unveriindert. 

Der Ort eines Punktes im Raume liisst sich auch mit 
Hiilfe ven drei Axen bestimmen, welche durch denselben Punkt O 
gehen und beliebige Winkel miteinander machen. Indem man durch 
einen Punkt S eine Parallele zu jeder der drei Axen zieht, und 
zwar immer bis zu demjenigen Punkte, in welchem die durch 
die beiden andern Axen gelegte Coordinatenebene getroffen wird, 
so erscheint der Punkt S als die dem Coordinatenanfangspunkte 
O raiumlich gegeniiberliegende Ecke eines Parallelepipedons, 
dessen Kanten respective den Coordinatenaxen parallel sind. 
Die drei von dem Coordinatenantangspunkte O ausgehenden 
Kanten, durch die Liingeneinheit gemessen, geben den absoluten 
Werth der drei Coordinaten an. Bei jeder der drei Axen wird 
die eine Seite als die positive, die entgegengesetzte Seite als 
die negative angesehen. Das Vorzeichen einer jeden Coordinate 
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richtet sich danach, ob ein von dem Punkte O ausgehender 
Punkt, um eine bestimmte Kante des erwihnten Parallelepipe- 
dons zu durchlaufen, nach der positiven oder nach der negativen 
Seite der zugehérigen Axe fortschreiten muss. Dieser Bestim- 
mung eines Punktes im Raume liegt die nothwendige Bedingung 
zu Grunde, dass die drei Axen sich nicht in einer und derselben 
Ebene befinden, oder, wie man auch zu sagen pflegt, dass sie 
eme kirperliche Ecke bilden. Driickt man das Quadrat der Ent- 
fernung des Punktes S von dem Coordinatenanfangspunkte O 
durch die in Rede stehenden Coordinaten des Punktes S aus, 
so wird dasselbe gleich einer homogenen Function des zweiten 
Grades oder einer quadratischen Form der drei Coordinaten. 
Diese Form kann vermége ihrer Entstehung nicht andere als 
positive Werthe darstellen, welche Systeme von reellen Werthen 
den Coordinaten auch beigelegt werden, und kann nur ver- 
schwinden, wenn der Punkt S mit dem Punkte O zusammen- 
fallt, das heisst, wenn die drei Coordinaten des Punktes S jede 
fiir sich gleich Null werden; sie giebt sich daher als eine we- 
sentlich positive terniire Form der drei Coordinaten zu erkennen. 
Die Gauss’sche Interpretation emer gegebenen positiven terndren 
Form  stiitzt sich nun auf den Nachweis der Thatsache, dass 
zu jeder solchen Form ein Coordinatensystem gehort, fiir welches 
die Form selbst der Ausdruck des Quadrats der Entfernung 
eines beweglichen Punktes im Raume von einem festen Anfangs- 
punkte ist. 

Wir haben gefunden, dass fiir jede wesentlich positive 
ternire Form (1*) | 

F(a) %y %)= Gy £, + Aggy @, + ass X, 

+ 2g, Ly Ly + 2dy,%, LX, + 2A, %, HX, 
die Ungleichheiten (12) erfiillt sind 
Cig riae 10). ta). Anne ie c=) Oveds 0) RD SHO: 

In Folge derselben existiren die reellen positiven Gréssen 


VES Vay Va, Va bee VAS VAs VD. 


Die Ausdriicke der adjungirten Elemente 


2 2 2 
(16) A, = ay, 3 — Ay, A oy = Gyg.Ayy — Ug1, Agg = yy Gy — Ay 


zeigen nun bei einer Wiederholung der am Antange des § 80 


, 
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angestellten Ueberlegungen, dass drei zwischen Null und zwei 
Rechten befindliche, keine der beiden Grenzen erreichende 
Winkel ,,, @,,, ,, durch die folgenden Gleichungen bestimmt 


werden kénnen 
Ao V4A,, 
mi eae ber Ae SIN Wy, ai RG Van 
COS Wy, = P= SiN Ws, VAn 
ae OVay Va. 


ea 
G49 V2, 


, Vay Veen ros cal Vay Vay Vay, 

Fiir irgend welche Werthe der drei Winkel ist es még- 
lich, durch einen beliebigen Punkt O im Raume eine erste Axe 
und eine zweite Axe zu ziehen, deren als positiv betrachtete 
Seiten mit einander den concaven Winkel ,, bilden; ferner 


(17) COS M5 


COS Wy, 


kann zu der zweiten Axe eine dritte hinzugefiigt werden, so 
dass ihre positiven Seiten den concaven Winkel w,, bilden, und 
desgleichen zu der ersten Axe eine dritte, so dass ihre positi- 
ven Seiten den concaven Winkel w,, bilden. Jedoch muss noch 
eine Bedingung erfiillt sein, damit es méglich sei, die dritte 
Axe so anzunehmen, dass ihre positive Seite gleichzeitig mit der 
positiven Seite der zweiten Axe den concaven Winkel ,, und 
mit der positiven Seite der ersten Axe den concaven Winkel ,, 
macht und dass dieselbe mit den beiden ersteren nicht in die 
gleiche Ebene falle. 

Es ist dies die Bedingung, vermége deren die drei Axen, 
deren Neigungswinkel gegen einander gegeben sind, eine kérper- 
liche Ecke bilden kinnen; sie lisst sich so aussprechen, dass bet 
den drei Neigungswinkeln die Summe von zweien immer den 
dritten Winkel iibertreffen, und dass zugleich die Summe aller 
drei Winkel weniger betragen muss als vier rechte Winkel. Die 
drei aus der gegebenen positiven terniiren Form abgeleiteten 
Winkel «,,, @,,, @,, Sind aber in der That noch dadurch be- 
schrankt, dass die Determinante D der Form positiv sein muss, 
und es zeigt sich, dass diese Beschrinkung mit der Bedingung 
fiir das Zustandekommen einer kérperlichen Ecke zusammen- 
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fallt. Die Determinante D, die zu dem symmetrischen Systeme (1) 
gehort, hat den Ausdruck 


2 2 2 
(18) D = ay, Ay5 Aj5— G,, Bag — gy Gs, — yg Big + 2 dag 51 A 


: D : fe : 
Der Quotient ara dessen Ziihler die positive Determinante D 
11 22 "33 


und dessen Nenner das Product der positiven Factoren @,,, dy, sg 


ist, wird durch die drei in (17) definirten Gréssen cos «,,, C08 54, 


23? 
cos w,, folgendermassen darstellbar 


Ie) 2 
G3), = ee Le CORT 0, 
Ay, Ang M33 


2 2 
=F COS, @,, 4+ C08 « O, 
+ 2 COS Wo, COS W, COS (4, 


und liasst sich mit Hiilfe der trigonometrischen Additionsformeln 
in die Gestalt des Products bringen 


B60) D ett (@), as + Wyo) in oy iG oO) 
441 Ago Ags 2 
(@.;—@;, + Wo) (43 + @,7—@,,) 
sin 5 — gin S 


Fiir die drei zwischen 0 und w liegenden Winkel ,,, «,,, 0,, 


23? 
kann nun, wie eine einfache Ueberlegung ergiebt, immer nur 
einer der vier miteinander zu multiplicirenden Sinusausdriicke 
negativ sein; mithin zicht die Forderung, dass das Product 
derselben positiv sei, die Consequenz nach sich, dass jeder der 
Factoren positiv sein muss. Mithin miissen die drei Winkel 


(Wo35 W5,,,, die vorhin erwahnten Kigenschaften besitzen, die 


fiir die Existenz einer k6rperlichen Ecke nothwendig und hin- 
reichend sind. 

Nachdem durch den Punkt O drei Axen gelegt sind, welche 
die in Rede stehenden Neigungswinkel haben, erhalt man aus 
den Variabeln z,, x,,%, der. gegebenen Form die Ausdriicke 
fiir die Coordinaten eines beliebigen Punktes S im Raume 


(21) Vary Gy Vdyys 5 V dy 
die respective zu der ersten, zweiten und dritten Axe gehéren 
und von dem Coordinatenanfangspunkte O aus gerechnet werden. 
Ihre absoluten Werthe sind das Mass fiir die drei von dem 
Punkte O ausgehenden Kanten OP,, OP,, OP, des friiher be- 


schriebenen Parallelepipedons; die durch den Punkt S gehenden 
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mit den Axen parallelen Kanten migen beziehungsweise SS,, 
SS,, SS, genannt werden. Das Quadrat der raumlichen Diago- 
nale OS lisst sich mit Hiilfe des Dreiecks OS,S durch die 
Gleichung 

(22) 0S’ = 0S, + 8,8 —2058,.S,8 cos OS,S 
bestimmen. Die Linie OS, ist die Diagonale des Parallelogramms 
OP, S,P,, dessen Seiten OP, und OP, durch die erste und die 
zweite Coordinate des Punktes S bestimmt sind und mit ein- 
ander den Winkel w,, bilden; also gilt die Gleichung 


(23) OS, =a,,2, + a2, +2Va,Va,, cos 0,, £, a. 

Die LinieS,S wird durch die dritte Coordinate des Punktes S 
gemessen, so dass 
(24) 8,8 = Os, te 
ist. Der Winkel OS, S erginzt sich mit dem Winkel S,OP,, den 
die Linie OS, mit der dritten Kante OP, bildet, zu zwei Rechten, 
so dass cos OS,S =cos 8S, OP,, mithin —208,.S8,S8 cos OS,S 
gleich 208,.S8,S cos 8,OP, ist. Das Product der Diago- 
nale OS, mit dem Cosinus des Winkels, den die Linie OS, 
mit der dritten Axe bildet, stellt die Projection der ersteren Linie 
auf die dritte Axe dar. Von dem Punkte O gelangt man aber 
nach dem Punkte S, ausser auf dem geradlinigen Wege auch 
dadurch, dass zuerst die Linie OP, dann die Linie P,S, durch- 
laufen wird. Die Projection der Linie OP, auf die dritte Axe 
ist das Product ihrer Liinge mit dem Cosinus des Winkels, den 
die Linie gegen die dritte Axe macht, und die Projection der 
Linie P,S, auf die dritte Axe ist das Product ihrer Liinge mit , 
dem Cosinus des Winkels, den diese Linie gegen die dritte 
Axe macht. Der Winkel, den zwei Linien im Raume mit ein- 
ander bilden, ist ein vollkommen bestimmter, sobald der Sinn 
gegeben ist, in dem jede der beiden Linien zu durchlaufen ist, 
und sobald ausserdem feststeht, dass der betreffende Winkel 
stets zwischen Null und zwei Rechten genommen werden soll. 
Kine leichte geometrische Betrachtung lehrt nun, dass, wenn in 
Bezug auf die nach der positiven Seite durchlaufene dritte Axe 
die Projectionen der Linien OP,, P,S,, OS, genommen werden, 
und wenn man sich jede dieser Linien in dem Sinne durchlaufen 
denkt, in dem wir die den Ecken zugehérigen Buchstaben auf 
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einander haben folgen lassen, die letzte Projection gleich der 
Summe der beiden erstern ist. Hieraus ergiebt sich fur das 
Product 2 OS, .S,S cos 8,0P, die allgemein giiltige Darstellung 


(25) 2 OSS 5.0 C08) 5,0, = 
2V ay, Vay C08 Wg, 2, ty +2 V Gy, Vdgg COS Coy Zp Ly: 
Die Gleichung (22) liefert deshalb fiir das Quadrat der 


Entfernung OS, nach Addition der drei erdrterten Bestandtheile 
die Darstellung 


OOS ane. aw, + thy, x, Plan L, +2 Vay, V Gy, COS W,, L, L; 
+ 2V dy, Va, C08 Wy, %, 2, +2V a, Vay cos 0,52, ay, 
und diese verwandelt sich mit Hinzuziehung der Definitions- 
gleichungen (17) in den Ausdruck 
(27) OS = a7% + ay on a Abs @, 
te 2 LEH SD GME ah AD a 


Demnach reprasentirt, wie vorhin bemerkt, die gegebene po- 
sitive terndre quadratische Form f (%,, %j,%3) das Quadrat der 


Entfernung zwischen dem Punkte S, dessen Ooordinaten x, V a,,, 


ty V dy, Ly V dg, sind, und dem Coordinatenanfangspunkte O. 


Wir betrachten jetzt das Parallelepipedon, dessen eine Ecke 
der Punkt O ist, und fiir welches die von diesem Punkten aus- 
gehenden Kanten, die wir auch in diesem besonderen Falle 
OP,, OP,, OP, nennen, auf der positiven Seite von jeder der drei 
Axen liegen und bezichungsweise die Lingen Va, Wa. Va 
haben. Dasselbe kann das der Form f(x,,%,, 23) eugehdrige 
Grundparallelepipedon genannt werden. Der Flacheninhalt der 
von den beiden ersten Kanten eingeschlossenen Seitenflaiche des 
Parallelepipedons ist gleich dem mit dem Sinus des Winkels o,, 


multiplicirten Product der beiden Kanten, also nach (17) gleich 
der Griésse VA,,; der Flacheninhalt der anderen um 0 liegen- 


den Seitenfliichen wird entsprechend durch die Groéssen Vay, 


V A,, bezeichnet. Um den Rauminhalt des Grundparallelepipedons 
zu bestimmen, ist der Inhalt einer Seitenfliche mit dem von 
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dem Endpunkt der iibrigbleibenden Kante herabgelassenen Lothe 
zu multipliciren. .Es modge jetzt von dem Endpunkte P, der 
dritten Kante auf die von den beiden ersten Kanten gebildete 
Ebene ein Loth gefallt werden, der Fusspunkt #, desselben 
habe in Bezug auf die in dieser Ebene liegende erste und 
zweite Axe bezichungsweise die Coordinaten p, und p,. Offen- 
bar treffen ein von dem Fusspunkte /’, auf die erste Axe her- 
abgelassenes Loth, und ein von dem Punkte P, auf dieselbe 
Axe herabgelassenes Loth in demselben Punkte zusammen, und - 
der Abstand dieses Punktes von dem Punkte O, positiv oder 
negativ genommen, je nachdem der betreffende Punkt auf der 
positiven oder der negativen Seite der Axe liegt, hat vermége 
seiner zwiefachen Definition den zwiefachen Ausdruck 


(28) DP, +P, C08 = Vay, 608 5). 


Dasselbe gilt von den aus denselben Punkten auf die zweite 
Axe herabgelassenen Lothen, und es entsteht die entsprechende 
Gleichung 


(29) Py COS Wy + Py = V agg COS 0,5. 


Das Quadrat des Abstandes zwischen dem Punkte O und dem 
Fusspunkte F’,, dessen Coordinaten p, und p, sind, hat den Werth 


(30) (p, + Py COS W,) +p, sin” O49 


Die Gleichungen (28) und (29) liefern fiir », und p, die 
stets bestimmten Ausdriicke 


(31) bs at COS W,, — COS Wy, COS W,, 
: Ph Bag sox 
SIN @), 
ae Vee COS W,, — COS Wy, COS 4, 
boa Asg —— 2 ? 


sin 45 
da der Nenner vermége (17) niemals verschwinden darf. Der 


Ausdruck (30) nimmt demnach die Gestalt an 


2 
(cos @,, — COS W., COS W,,) 
4 2 23 31 12 

(30*) Gq COB” Gir a. 


, 8 ? 
sin Ws 
oder, nach Wiedereinfiihrung der Coefficienten der gegebenen 


terniiren form, die Gestalt 
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2 2 
(30*) er si (4,5 4, — %, %) a “a Pies 2 19 Vay Muy + My A 31 
bt Oy A,, f A,. 
. Das Quadrat des Lothes P, F’, ist gleich dem Quadrate 
der Kante OP,, deren Linge gleich Va,, ist, um das so eben 


dargestellte Quadrat des Abstandes OF, 
daher den Werth 


vermindert, und hat 


2 2 
31 F4 Oog. ~ Ay Ig Ue, 1 9 As, 
(31) G_, en 
33 A 
33 
GA Gri )— a, + 2a g 
bag Ay) Goo a 44) Mg 12 M93 M1 Any yy 
z : 


33 

Der Zihler des Bruches ist nach (18) gleich der Deter- 
minante D, folglich wird das gesuchte Loth P, F, durch die 
positive Grosse 
VD. 
VA, 
dargestellt. Der Rawminhalt des der Form f (a,, £,, X2,) eugehorigen 
Grundparallelepipedons ist daher gleich der Quadratwurzel aus 


(32) 


der Determinante der ternéren Form V D. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass in der gegebenen 
Bestimmung des Lothes P, Ff, ein zweiter Beweis dafiir ent- 
halten ist, dass mit den drei aus der positiven terniren Form 
abgeleiteten Neigungswinkeln o,,, w,,, @,, eine kérperliche Ecke 
construirt werden kann. Denn nachdem die beiden ersten Axen 
einmal gewahlt sind, folgt aus den Coordinaten p, und p, des 
Punktes #, und der Hiéhe /’, P, mit Sicherheit die Existenz 
und die Bestimmung der Kante OP,. Zugleich erhellt, dass zwar 
der Punkt F’, eindeutig bestimmt ist, dass aber die Hohe F’, P, 
nach beiden Seiten der durch die beiden ersten Axen gelegten 
Ebene genommen werden kann, weshalb hier zwei in Bezug 
auf ihre Lage zu einander symmetrische kérperliche Ecken exi- 
stiren. Um den drei positiven Seiten der Axen, oder, wie man 
auch sagt, den positiven Halbaxen eine bestimmte Ecke ent- 
" sprechen zu lassen, miége fiir denjenigen, welcher die erste po- 
sitive Halbaxe zur linken, die zweite positive Halbaxe zur 
rechten Hand hat und in den von diesen beiden Halbaxen ge- 


@ 


/ 
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bildeten concaven Winkel hineinsieht, die dritte positive Halb- 
axe nach oben gerichtet sein. 


§ 86. Geometrische Deutung der aus einer Substitution des 
ersten Grades hervorgehenden Transformation einer positiven 
ternaren Form. 


Wenn in dem eingefiihrten Coordinatensystem ein beliebiger 


; et ae ase 
Punkt S, wie vorhin, die Coordinaten z, Va,, &, Va, %, Vo 


EV a, 


#2 = 


22) 


ein zweiter beliebiger Punkt 7’ die Coordinaten ¢ Va 


~ Va,, hat, so kann man leicht die Lage des Punktes U be- 


stimmen, dessen Coordinaten beziehungsweise die Aggregate 
der Coordinaten jener beiden Punkte sind 


(1) (w, + &)Va,,, (@, + &)Va,,, (@, + &)Va,,. 


Wird das System der durch den Anfangspunkt O gehen- 
den drei Axen ohne Aenderung der Richtung sammt allen auf 
dasselbe bezogenen Punkten von dem Punkte O nach dem 
Punkte 7 verschoben, so nimmt der friihere Punkt S die Stelle 
des Punktes U ein. Desgleichen laisst sich der Punkt U da- 
durch definiren, dass, nachdem die Linien OS und OT gezogen 
sind, eine durch den Punkt S zu OT gezogene Parallele und 
eine durch den Punkt 7’ zu OS gezogene Parallele sich in dem 
Punkte U schneiden. Das Quadrat des Abstandes OU hat da- 
her den Ausdruck ' 


(2) OU* = 08? + 208.0T cos (SOT) + OT", 
wo der Winkel SOT zwischen Null und zwei Rechten liegt. 
Nach den aufgestellten Grundsiitzen entsteht ein algebrai- 
scher Ausdruck fiir das Quadrat der Linie OU dadurch, dass 
in die gegebene ternire Form die zu den Coordinaten (1) ye- 
hérenden Aggregate w, + &,, x, + &,, a, +&, als Werthe der 
Variabeln substituirt werden. Das Ergebniss dieser Substitution 
ist aus der Gleichung (10) des § 81 zu entnehmen, sobald n=3 
gesetzt wird. 


Hier wird vermége der gegebenen Coordinaten der Punkte 
S und 7 der Bestandtheil f (xv,,7,,a,) gleich der Grisse O8?, 
der Bestandttheil f(&,, §,&,) gleich der Griésse OZ", und es 
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bleibt bei der Vergleichung der beiden Ausdriicke von OU? fiir 
die noch fehlenden Bestandtheile die Gleichung 
(3) OS.OT cos (SOT) 

=f, (a, Hoy 5) A sy fs (x,, Lo, & a) c a fs (x,, Lo, &, .) oes 
welche entwickelt zu der folgenden wird 
(3*)"OS OT cos (SOT) = (a a + a, 0, + @,,%,) §, 


A a ee | 

+(a,, re po 2.) S, 

rE (a, “+ a0, + a,, as) §. >3° 
Da OS, ausser wenn der Punkt S mit dem Punkte O zu- 
sammenfallt, und O7, ausser wenn der Punkt 7’ mit dem Punkte O 
zusammenfallt, nie verschwindet, so verschwindet der vorstehende 
Ausdruck nur dann, wenn der Cosinus des Winkels SOT’ gleich 
Null wird, das heisst wenn die Iinien OS und OT auf einander 
senkrecht stehen. Sobald daher OT' fest gegeben ist, so wird die 
Forderung, dass der Ausdruck (3*) gleich Null sei, durch alle 
Punkte S erfillt, fiir welche die Linie OS auf der Linie OT 
senkrecht steht, und dies geschieht fiir alle Punkte derjenigen 
Ebene, die durch den Coordinatenanfangspunkt O hindurchgeht 
und auf der Iinie OT senkrecht steht. Bei beliebig gegebenen 


Werthen & Va,, é Va,,, Se Va,, ist deshalb das Verschwin- 
den der rechten Seite von (8*) der Ausdruck daftir, dass der 
Punkt 8, dessen Coordinaten x, V a,,, %,Va,,, %, Va,, sind, auf 


der bezewhneten Ebene liegt, und bildet die Gleichung dieser 
Ebene. Die Gleichung einer durch den Coordinatenanfangspunkt O 
gehenden Ebene hat mithin die allgemeine Gestalt 
Ax, + Bu, + Cx, =0, 
wo A, B, C gegebene Constanten sind. 
In dem besondern Falle, dass die terniire Form gleich 


2 2 Dae ° : ° ° 
v, + 4, + ax, ist, und dass 2,, #,, 7, die rechtwinkligen Coordi- 


naten des Punktes 8, desgleichen &,, &, &, die rechtwinkligen 
Coordinaten des Punktes T sind, nimmt die Gleichung (3*) die 
einfache Gestalt an 
(4) OS. 0 Ecos (SOT) == 4, 2-2, Eo a eks. 

Mit den gegenwirtigen Hiilfsmitteln kann die Zransforma- 
tion einer positiven terniren Form durch eine Substitution ersten 


- Grades geometrisch gedeutet werden. Durch die Substitution 


Lipschitz, Analysis. 27 
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(5) EH By! Ny Uo Vy, 's 
X, ae Yo a", a3 Yo9 a UN Yo3 a 
Cee 131 x, aE 159 a", “7 133 oy 
deren Coefficienten reell sind und deren Determinante I nicht 


gleich Null ist, gehe die gegebene wesentlich positive ternire 
Form in die Form 


é d i 2 


(6) g(a, #',, @,) = any Ze + ay cs t+ Ws; Us 

+20. 0 ke FAO, Bak, Peay gees 
iiber. Die gewiihlten Bezeichnungen sind in denen des § 81 
enthalten, wofern dort n==8 gesetzt wird. Die Form g(‘,, 2’,, x';) 
muss ebenfalls eine wesentlich positive terniire Form sein; denn 
wenn ein System von reellen Werthen «‘,,2',, a’, existirte, fiir 
welches die Form g(a’‘,, z',, #,) negativ wiirde, oder wenn 
ausser dem System 2‘, =0, xz‘, =0, w', = 0 ein System von reellen 
Werthen z’,, x',, x’, existirte, fiir das die Form g (z’,, x’,, x's) 
gleich Null wiirde, so ergiibe das System (5), da die Deter- 
minante I nicht gleich Null ist, zugehérige bestimmte reelle 
Werthe z,,%,,2%,, fiir welche die Form f(a,, x,, ,) respective 
negativ werden oder verschwinden miisste, ohne dass xv, = 0, 
L,=0, x, =O wire. 

Die Gleichungen (19) des § 81 liefern bei der Annahme 
n==3 die vollstiindigen Ausdriicke von den Coefficienten der 
Form g (x',,x',,2',). Als Reprisentanten aller tibrigen Coeffi- 
cienten kinnen die Ausdriicke von a‘, und a‘, dienen 


hae: 2 2 2 
(7) LT tae 4 Vin + Ay Yor + O33 Y31 

+ 2 ys Yor Yer + 2A3y Yai V1 1 2 Yy1 Yor 
(8) a's, a (ay, Yu + Go Yq + Fz 131) Vie 


(Gan Puy 1 M9.%0) FF Gon Vet das 
+ (dg, Vy 1H G39 Yo +H ys %g3) 50° 
Der Coefficient a‘, geht aus der Form f(x,,2,, 2%) selbst 
durch die Einsetzung der Werthe #, = y,,, 2 = Yo) % =o 
hervor, der Coefficient a‘,, aus der rechten Seite der Gleichung 
(3*) durch die Einsetzung der Werthe 


a =: — ——— edgy sae gay teks. 
a Yi. % = Yon Ls = Vox Sa = Ya09 Sp = Voor S3 = Yan" 
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Die Grosse a',, ist deshalb gleich dem Quadrate des Ab- 


standes zwischen dem Anfangspunkte der Coordinaten und dem 
Punkte mit den Coordinaten 


(9) Yu Va, 01 V a,,, V1 Va... 
Die entsprechende Bedeutung hat a',, fiir den Punkt mit den 
Coordinaten 


(10) tre Vidi Yon V tons Yop V yy 
und a',, fir den Punkt mit den Coordinaten 
(11) V13 Va, Y03 Va,,, 133 VG,,. 


Wenn daher in der Gleichung (3*) die so eben angedeutete 
Substitution gemacht wird, so ist auf der linken Seite die Ent- 
fernung OS durch Va‘ die Entfernung OZ durch V a, 7 er- 


setzen, und bezeichnen wir den hier auftretenden concaven Winkel 
SOT mit «‘,,, so entsteht die Gleichung 
(12) Va, Va... COS 0, = A") 

Wir denken uns jetzt von dem Anfangspunkte O aus nach 
den drei Punkten, deren Coordinaten in (9), (10) und (11) an- 
gegeben sind, gerade Linien gezogen und fassen dieselben als 
ein System von neuen Axen auf; die von dem Punkte O aus 
nach den betreffenden Punkten fiihrenden Richtungen bezeichnen 
die drei positiven neuen Halbaxen. Der concave Winkel zwischen 
der ersten und der zweiten positiven neuen Halbaxe ist o', 
genannt worden, die concaven Winkel zwischen der zweiten 
und dritten, der dritten und ersten mégen respective ',,, 05, 
heissen, und werden nach Massgabe von (12) durch die 
Gleichungen 
(13) Va'., Va's5 COS Oy, = A'ys, V a's Vo, COS @',, = O's 
bestimmt. Diese Gleichungen entsprechen genau den Gleichungen 
(17) des vorigen § und vermitteln die geometrische Interpreta- 
tion der Form g (x',, x’,,2’,). Wenn in der Substitution (5), 
vermége deren /(%,, 7,2) = g(x',, @',,2’,) wird, den Va- 
riabeln 2‘,, 2’,, 7‘, einmal die Werthe 1,0,0, ein zweites Mal 
die Werthe 0, 1,0, ein drittes Mal die Werthe 0,0, 1 beigelegt 
werden, so nehmen die Variabeln ~,, 7, x, respective die 
Werthe 74) Yay Ys13 Viz» V2 303 Viar Yos7 Yo3 D- Diese Werth- 


420 Geometrische Interpretation einer ternaren Form. § 86. 


systeme liefern beziehungsweise die Coordinaten (9), (10), (11). 
Aus diesen Griinden wird derjenige Punkt im Raume, dessen 
Coordinaten in Bezug auf’ das zu der Form f (#,,%_,%,) gehorige 
System von Axen die Werthe 
ae Vay, Xs Va,,, vs V 4,5 

haben, wofern die Variabeln x,, £,, x, mit den Variabeln x',, x',, x's 
durch die Gleichungen (5) verbunden sind, durch drei neue Coor- 
dinaten bezeichnet, welche sich auf das zu der Form g(a‘, x‘,, x';) 
zugehbrige vorhin construirte System von neuen Axen beziehen 
und die Werthe 

x Vay x, Va',», x. Wak, 
erhalten. Die Form (x',, #',, x',) driickt wieder das Quadrat des 
Abstandes zwischen jenem Punkte und dem nicht verdnderten 
Coordinatenanfangspunkte O aus. 

Der Rauminhalt des der Form g (z',,2',, x‘,) zugehérigen 
Grundparallelepipedons, dessen eine Ecke der Coordinaten- 
anfangspunkt O ist, und bei dem die drei von O ausgehenden 
Kanten auf den drei positiven neuen Halbaxen liegen und re- 
spective die Liingen Va‘,,, Va‘, Va',, haben, wird nach dem 
vorigen § durch die Quadratwurzel aus der Determinante D‘ 
der Form g(z’‘,, x',,x‘,;) gemessen. Nach (25) des § 81 ist 
D'‘ =I? D, mithin ist die positive Quadratwurzel aus der De- 
terminante D‘ gleich dem Product der positiven Quadratwurzel 
aus der Determinante D und dem absoluten Werthe + I’ der 
Substitutionsdeterminante J. Also hat der Rauminhalt des neuen 
Grundparallelepipedons den Ausdruck 
(14) SIA. 

Der Uebergang von den Coordinaten «, Va,; oe, Vas 


£,V a, 2 den Coordinaten x',Va',,, 2’, Va‘, a, V a's, wel- 
cher durch die Gleichungen (5) bewirkt ist, wird eine Zrans- 
formation der Coordinaten genannt. Bei diesen Gleichungen ist 
das Verschwinden der Determinante I” ausgeschlossen worden, 
damit sowohl zu jedem System von Werthen z’‘,, 2’,, x‘, ein 
bestimmtes System von Werthen z,,%,,%, gehbre, wie auch 
das Umgekehrte Statt finde. Wiirden die Gréssen 7, 80 ange- 


nommen, dass ihre Determinante verschwindet, so liessen sich 
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drei Griéssen A, B, C, die nicht alle gleich Null sind, in der 
Weise bestimmen, dass die drei Gleichungen 

Ay, + Ay, + Ay, =0 

Ay, + Ay,, + Ay,, =0 

Ay, + Ay, +A 7, =0 


erfiillt waren. Dann wiirden aber die drei Punkte, deren Coor- 
dinaten in (9), (10), (11) angegeben sind, und nach denen von 
dem Punkte O aus die drei neuen Axen gerichtet sind, zu- 
folge einer obigen Bemerkung die Gleichung einer durch den 
Coordinatenanfangspunkt O gehenden Ebene Av,+ Bu, +Cx, =0 
befriedigen, und in Folge dessen miissten die drei neuen Axen 
in einer und derselben Ebene liegen. Dadurch, dass die De- 
terminante I’ nicht gleich Null sein darf, ist diese Méglichkeit 
aufgehoben. Es fragt sich jetzt noch, wie sich die Substitutionen, 
ber denen I positiv ist, von denjenigen unterscheiden, bei denen I” 
negatw rst. 

Da das zu der Form f(z,,%,,%,) gehérige Grundparallel- 
epipedon alle fiir das erste Coordinatensystem wesentlichen 
Stiicke enthalt, und das der Form g (z',, 2',, x',) zugehorige 
Grundparallelepipedon in Betreff des zweiten Coordinatensystems 
dieselbe Rolle spielt, so darf man sich, um ein vollstindiges 
Bild von dem Vorgange der Transformation zu erhalten, vor- 
stellen, dass das erste Grundparallelepipedon durch eine Aen- 
derung der entsprechenden Stiicke in das zweite Grundparallel- 
epipedon umgewandelt werde. Wir betrachten nun zwei Sub- 
stitutionen, von denen die erste eine positive Determinante, die 
zweite eine negative Determinante hat, namlich 


(12) Lm ORL mnt) Mncent ’ 
und 
(13) fe, 2 ee 


Bei der ersten Substitution, deren Determinante gleich 1 ist, 
erfahrt das Grundparallelepipedon gar keine Aenderung; bei 
der “zweiten Substitution, deren Determinante = — 1 ist, bleiben 
die Liingen der von O ausgehenden drei Kanten und die Nei- 
gungswinkel der Kanten ebenfalls ungeindert, jedoch wird aus 
jeder der urspriinglichen negativen Halbaxen die gleichnamige 
neue positive Halbaxe. Fiir den Augenblick mége das urspriing- 
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liche Grundparallelepipedon das erste, das aus der zweiten Sub- 
stitution hervorgehende Grundparallelepipedon das zweite ge- 
nannt werden. Wenn man jetzt durch die Anwendung einer 
beliebigen Substitution, deren Determinante I nur nicht gleich 
Null sein darf, eine dritte Transformation der Form f(#,, %,,%,) 
austiihrt und dadurch ein drittes Grundparallelepipedon erzeugt, 
so kann dasselbe auf die folgende Weise mit dem ersten und 
dem zweiten Grundparallelepipedon verglichen werden. Die 
Vergleichung mit dem ersten Grundparallelepipedon geschieht 
so, dass durch eine Drehung des dritten Grundparallelepipedons 
um den festen Punkt O die erste Kante des dritten in die erste 
Kante des ersten Grundparallelepipedons gebracht wird, dass 
ferner die Ebene, in welcher die erste und die zweite Kante 
des dritten Grundparallelepipedons liegen, in die Ebene gebracht 
wird, in der sich die erste und die zweite Kante des ersten 
Grundparallelepipedons befinden, und dass hiebei die zweite 
Kante jeder Fliiche auf dieselbe Seite der ersten Kante fallt. 
Die Vergleichung des dritten Grundparallelepipedons mit dem 
zweiten wird durch eine Drehung des dritten um den festen 
Punkt O in der genau entsprechenden Weise bewerkstelligt. 
Dann muss die dritte Kante des dritten Grundparallelogramms 
entweder mit der dritten Kante des ersten Grundparallelepipedons 
auf dieselbe Seite der den beiden Grundparallelepipeden gemein- 
_ samen Ebene fallen, oder die dritte Kante des dritten Grund- 
parallelepipedons muss mit der dritten Kante des zweiten Grund- 
parallelepipedons auf dieselbe Seite der den beiden Grundparallel- 
epipeden gemeinsamen Ebene fallen. Wir unterscheiden diese bei- 
den Moglichkeiten als den ersten und den zweiten Fall. Wenn 
man fiir das urspriingliche Grundparallelepipedon die oben er- 
drterte Annahme macht, dass die erste, zweite, dritte Kante 
respective nach links, nach rechts, nach oben gerichtet seien, so 
sind die erste, zweite, dritte Kante bei dem zweiten Grund- 
parallelepipedon respective nach links, nach rechts, nach unten 
gerichtet, und das dritte Grundparallelogramm erscheint ver- 
mége der beschriebenen Drehung entweder in dem ersten oder 
dem zweiten Falle, je nachdem die relative Lage seiner Kanten 
von der einen oder der anderen Beschaffenheit ist. Nun kann, 
wenn der erste Fall eintritt, das dritte Grundparallelepipedon 
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durch eine allmihlige Aenderung in das erste iibergefiihrt werden, 
ohne dass hiebei die drei Kanten des veriinderlichen Grund- 
parallelepipedons in dieselbe Ebene fallen; desgleichen kann, 
wenn der zweite Fall eintritt, das dritte Grundparallelepipedon 
durch eine allmahlige Aenderung in das zweite tibergefiihrt 
werden, ohne dass die drei Kanten des verinderlichen Grund- 
parallelepipedons in dieselbe Ebene fallen. Wollte man aber 
das dritte Grundparallelepipedon in dem ersten Falle durch 
eine allmihlige Aenderung in das zweite Grundparallelepipedon 
verwandeln, so miissten die drei Kanten des verainderlichen Grund- 
parallelepipedons durch eine Lage hindurchgehen, in der sie in 
dieselbe Ebene fallen. Und das gleiche miisste geschehen, so- 
bald man in dem zweiten Falle das dritte Grundparallelepipedon 
durch eine allmahlige Aenderung in das erste Grundparallelepipe- 
don verwandeln wollte. 

Eine allmahlige Aenderung des dritten Grundparallelepipe- 
dons wird dadurch dargestellt, dass die Coefficienten Vay? welche 


das dritte Grundparallelepipedon hervorbringen, sich allmahlig 
indern. Eine Aenderung, bei der die drei Kanten in dieselbe 
Ebene fallen, ist eine solche, bei der die Coefficienten y, eine 


verschwindende Determinante bekommen. Dem Festhalten des 
ersten Grundparallelepipedons entspricht die positive Determi- 
nante [= 1, dem Uebergehen zu dem zweiten Grundparallelepipe- 
don die negative Determinante == — 1. In dem oben definirten 
ersten Falle kann von dem dritten Grundparallelepipedon zu 
dem ersten iibergegangen werden, ohne dass die drei Kanten 
in dieselbe Ebene fallen oder die Determinante I’ gleich Null 
wird, in dem zweiten Falle kann von dem dritten Grund- 
parallelepipedon zu dem zweiten tibergegangen werden, ohne dass 
die drei Kanten in dieselbe Ebene fallen oder die Determinante I” 
gleich Null wird. Dagegen ist ein Uebergang im entgegengesetzten 
Sinne nicht méglich, ohne dass die drei Kanten in dieselbe 
Ebene fallen oder die Determinante I” verschwindet. Mothin 
tritt der erste Fall oder der zweite Fall ein, je nachdem die Deter- 
minante I’ das positive oder das negative Vorzeichen hat, und 
darin liegt die gesuchte Unterscheidung. 
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§ 87. System parallelepipedisch geordneter Punkte im Raume. 
Verschiedene Anordnungen eines solchen Systems. 


Bei der geometrischen Interpretation einer positiven ter- 
niren Form, wie bei der Interpretation einer positiven bindren 
Form, kniipft sich ein Hauptinteresse an die Voraussetzung, dass 
die betreffenden Variabeln gleich allen médglichen positiven und 
negativen ganzen Zahlen gesetet werden. Wenn die Variabeln 
der obigen Form f(z,, 2, ,) die Reihe der siammtlichen ganzen 
Zahlen durchlaufen, und wenn zu einem Punkte S, dessen Coor- 


dinaten die Werthe «, Va, x,Va,,, x,Va,, haben, die in § 85 
definirten Punkte S,,S,,S, gehéren, so nimmt der auf der 
ersten Coordinatenaxe befindliche Punkt S, lauter Oerter ein, 


die von dem Coordinatenanfangspunkte O ab gerechnet immer 
um die Linge Va,, von einander abstehen, der auf der zweiten 
Coordinatenaxe befindliche Punkt S, erhilt in derselben- Weise 
lauter Oerter von dem Abstande Va,,, und der auf der dritten 
Coordinatenaxe befindliche Punkt S, lauter Oerter von dem Ab- 
stande V a,,. Um alle betreffenden Punkte S zu construiren, 


ist durch jeden Punkt S, eine Ebene zu legen, welche der- 
jenigen Coordinatenebene parallel ist, die durch die zweite und 
die dritte Coordinatenaxe hindurchgeht, und hierauf ist mit 
jedem Punkte S, und S, entsprechend zu verfahren. Die scimmt- 
lichen Punkte S, die den ganzzahligen Werthen von 2,, X,, X5 
correspondiren, legen deshalb auf drei Systemen von Ebenen 
gleichen Abstandes; der ganze Raum ist in lauter gleiche Pa- 
rallelepipeda eingetheilt, deren Ecken jenes System von Punkten 
bilden, und jedes Parallelepipedon ist dem vorhin betrachteten 
Grundparallelepipedon gleich, dessen Rauminhalt durch die Quadrat- 
wurzel aus der Determinante D der gegebenen terndren Form 
ausgedrtickt wird. 
Sobald bei der Substitution des ersten Grades 

(1) T= 71 y+ Ny U's + hg U's 
By = Yop By TE Yay Wy + Mog W's 
Us = Yu, By + yy 'y + Y 3 L's 


§ 87. System parallelepipedisch geordneter Punkte. 425 


die Coefficienten Vay deren Determinante I’ nicht gleich Null 


sein darf, ebenfalls lauter ganze Zahlen sind, so liefern ganz- 
zahlige Werthe der Variabeln 2‘,, 2',, x’, nothwendig auch 
ganzzahlige Werthe der Variabeln z,,x,,2,. Die stimmtlichen 
ganzzahligen Werthe:der Variabeln x',, x',, x‘, bezichen sich auf 
dasjenige System parallelepipedisch geordneter Punkte, welches der 
Form g(a',, x',, x',) gugehirt, die aus der gegebenen Form 
f (2, &,, %,) vermége der angewendeten Substitution entsteht. Dieses 
System von Punkten ist nach den oben definirten neuen Coordi- 
natenaxen geordnet ; sen Grundparallelepipedon, dessen drei Kanten 
Va',,, Va‘, Va',, sind, hat den Rauminhalt VD! = +r VD, 
und wird deshalb aus dem Rauminhalt des urspriinglichen Grund- 
parallelepipedons durch Multiplication mit der ganzen Zahl + 
abgeleitet. Die simmtlichen Punkte des neuen parallelepipedischen 
Systems fiihren auf ganzzahlige Werthe der Variabeln x,, %,, 2, 
zuriick und sind deshalb unter den Punkten des urspriinglichen 
parallelepipedischen Systems enthalten. Sobald zu jeder Com- 
bination von ganzen Zahlen z,, x,, 7, nothwendig ganze Zahlen 
x',, z',, 2’, gehdren, so muss auch jeder Punkt des urspriing- 
lichen parallelepipedischen Systems zugleich ein Punkt des neuen 
parallelepipedischen Systems sein. Dieser Fall tritt dann und 
nur dann ein, wenn die Gleichungen (1), nach den Gréssen 
x',, #,, x’, aufgelést, Ausdriicke ergeben, bei denen die «,, x,, x, 
nur mit ganzen Zahlen multiplicirt sind, und hiefiir besteht 
nach § 77 die Bedingung, dass die Determinante I gleich der 
positiven oder der negativen Einheit sei. Alsdann wird der 
Rauminhalt des neuen Grundparallelepipedons demjenigen des 
urspriinglichen Grundparallelepipedons gleich, die beiden Systeme 
enthalten dieselben Punkte und unterscheiden sich dadurch von 
einander, dass das eine nach den urspriinglichen Axen und mit 
Anwendung der festen Abstiinde Va,,, Va,,, Va,,, das andere 
nach den neuen Axen und mit Anwendung der festen Abstande 
Va, Va'os Va',, geordnet ist. Der zwischen den Fallen T=1 
und [=—1 stattfindende Unterschied ist im vorigen § erértert 
worden. Wenn die Coefficienten einer quadratischen Form ge- 
gebene ganze Zahlen sind, und die Variabeln gleich beliebigen 
ganzen Zahlen gesetzt werden, so fiihrt die Form zu der Dar- 
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stellung von ganzen Zahlen. Sobald daher fiir eine gegebene 
positive ternire Form, deren Coefficienten ganze Zahlen sind, 
das zugeordnete parallelepipedische Punktsystem im Raume 
construirt ist, so werden alle durch die Form darstellbaren 
ganzen Zahlen durch das Quadrat der Abstinde reprasentirt, 
welche die einzelnen Punkte des Systems von dem mit O be- 
zeichneten festen Punkte haben. 


§ 88. Tragheitszesetz der quadratischen Formen. 


Die in § 84 entwickelte Methode ist geeignet, um jede 
gegebene quadratische Form von » Variabeln durch eine Sub- 
stitution ersten Grades in eine neue Form zu verwandeln, welche 
nur die Quadrate der neuen Variabeln enthalt. Wenn in der 
dortigen Form f(x,,2,,...%,) der Coefficient a,, nicht gleich 


Null ist, so wird dieselbe durch die Gleichung (5) als ein Aggre- 
gat dargestellt, das aus dem in eine Constante multiplicirten 
Quadrat eines Ausdruckes ersten Grades der Variabeln und aus 
einer quadratischen Form von »—1 Variabeln besteht. Wenn 
dagegen der Coefficient a,, gleich Null ist, so lusst sich die 
gegebene Form durch eine Substitution ersten Grades, deren 
Determinante nicht verschwindet, in eine Form g (v‘,, 2',,.. 2, 
transformiren, deren Coefficient 


ib emer 2 (9) 2 
Oy = Fy M41 ES yy V4) Yq) Hees FO Mar 


einen von Null verschiedenen Werth hat. Auf diese neue Form 
kann dann die Gleichung (5) des § 84 angewendet werden, so 
dass das Aggregat eines in eine Constante multiplicirten vollen 
Quadrats und einer Form von x—1 Variabeln hervorgeht. Diese 
Form gestattet dann entweder unmittelbar eine eben solche Be- 
handlung oder lisst sich durch Anwendung einer Substitution 
des ersten Grades in eine Form verwandeln, die eine eben 
solche Behandlung erlaubt. Auf diese Weise erhilt man end- 
lich eine Form, welche nur die Quadrate von Ausdriicken ersten 
Grades der urspriinglichen Variabeln enthilt, und ‘indem diese 
Ausdriicke als die neuen Variabeln w,, u,,...u, eingefiihrt wer- 
den, ist der gewiinschte Zweck erreicht. Bei der erwihnten 
Transformation 
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(1) f (#1, ,-.%)=b,wW+bw+..+b,0 

ist leicht zu erkennen, dass sich die Determinante der Form 
b, ui + b,u;+..+6,u? mu dem Product 

(2) Oe De 

zusammenzieht. Stellt man ferner die » Functionen w,,,,..., 
der » Variabeln %,, %,,..a@ zusammen, und bildet aus ihren 2? 
Coefficienten die Determinante ./, so muss die Determinante D 
der Form f(z,, 7,,-..%,) gleich dem Product aus der Determi- 
nante (2) und dem Quadrat der Substitutionsdeterminante 7 sein, 
mithin die Gleichung bestehen 

(3) DD Die SULA 

Sobald daher die Determinante D der gegebenen Form 
nicht gleich Null ist, darf weder einer der Coefficienten b,, b,,..0, 
noch die Determinante /verschwinden. Dass die Gréssen b,, b,,..0, 
_sammtlich von Null verschieden sein miissen, bedeutet, dass von 
den auf der rechten Seite von (1) vorhandenen Quadraten keines 
wegfallen kann, und dass 7 nicht Null sein darf, driickt aus, 
dass die » Functionen w,,w,,...w, der Variabeln x,, 7,,..% 
von einander unabhiingig sein miissen. 

Das zu der Ableitung der Gleichung (1) benutzte Verfahren 
lehrt, dass es auf unbegrenzte viele von einander verschiedene 
Arten méglich ist, eine gegebene quadratische Form als eine 
Summe von mit Constanten multiplicirten Quadraten darzustellen. 
Wir halten jetzt wieder die Voraussetzung fest, dass die Coeffi- 
cienten der gegebenen Form reelle Gréssen seien, und dass die 
Coefficienten der anzuwendenden Substitutionen dieselbe Be- 
dingung erfiillen, und nehmen an, dass fiir die gegebene Form 
f (#,,%,,...«,), deren Determinante D nicht gleich Null sein 
soll, irgend zwei verschiedene Darstellungen der angegebenen 
Art ausgefiihrt seien. Man habe also ausser der obigen 
Gleichung (1) noch eine zweite Gleichung 


n 


(3) PC eee 01) CPOE CL 02 oe. FG, 08; 
WO ¥,,5,-+-U, Wieder Functionen des ersten Grades der Va- 
riabeln 7,, %,,...%, sind, und ¢,,¢,,...¢, Constanten bedeuten, 


von denen aus den angegebenen Griinden keine gleich Null sein 
kann. Auf diese Voraussetzungen bezieht sich ein Satz, den 
Jacobi und Sylvester unabhingig von einander gefunden haben, 
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der nach Jacobis Tode durch OC. W. Borchardt im 53ten Bande 
des von ihm herausgegebenen Journals p. 275 mitgetheilt, von 
Sylvester in dem philosophical Magaz. 1852, II pag. 138 publi- 
cirt und das Trdgheitsgesetz der quadratischen Formen genannt 
worden ist. Dieser Satz sagt aus, dass in den beiden Darstel- 
lungen die Anzahl der mit positiven Factoren multiplicirten Qua- 
drate und die Anzahl der mit negativen Factoren multiyplicarten 
Quadrate dieselbe sein muss, oder, dass die eine Anzahl wie die 
andere Anzahl bei jeder auf’ dem reellen Gebiete bleibenden Trans- 
formation unverdnderlich ist. 

Um den Unterschied der bei den verschiedenen Quadraten 
auftretenden Factoren’ in ein helleres Licht zu setzen, moégen 
in beiden Darstellungen (1) und (2) die einzelnen Factoren durch 
ihre absoluten Werthe mit Hinzufiigung des positiven oder ne- 
gativen Vorzeichens ausgedriickt werden, so dass man hat 


(4) =, 6,=B,..0,=B, Oya = — Brgy = — By 
(5) ‘F1= C., C, = G,, 6 = C,, 6.4024 Bi ass oO) Sit .. 


Die Vereinigung der beiden Darstellungen erzeugt demnach die 
Gleichung 


2 2 2 2 
Sern of: er SOM = at a 
(By Wark oe lp Ope egg we 


” n 


= 6,0, +..4+6,7,—G,,,0, meets 


+1 nalis non 
Weil nun sowohl die  Gréssen w,, #,,...%, wie auch die 
n Groéssen v,, ¥,,...v, wnabhiingige homogene Functionen des 
ersten Grades der 2 Variabeln x,, x,,...a, sind, so kénnen die 
Ly, XLy,-..%, aut ganz bestimmte Art durch die w,, w., .. .W%,-aUus- 
gedriickt werden, und durch die Substitution dieser Ausdriicke 
gehen die v,, v,,...¥, in unabhiingige homogene Functionen 
des ersten Grades der Variabeln w,, «,,...%, tiber. Wir denken 
uns die v,, Y,,...%, in diese Gestalt gebracht. Jetzt lasst sich 
zeigen, dass, wenn in der Gleichung (6) die Anzahl J kleiner 
oder griésser wire als /, ein Widerspruch entstehen miisste. Ge- 
setat, es sei <i. Dann ist die Anzahl der Grossen v,, v,,.-. 0% 
und u,,,+.-%, gleich 1+ —k und deshalb kleiner als m. Man 
kann aber die /+n—k Gleichungen 
(7) v,=0, o,=0,...0,=0; 4,,,=0, Uys =9,...U, = 0 
zwischen den » Grossen w,, %,...U%, stets so erfiillen, dass we- 
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nigstens eine von den Grissen w,, w,,...u, nicht den Werth Null 
erhalt. Die linken Seiten dieser Gleichungen sind homogene 
Functionen des ersten Grades von den Grissen w,, Wy... Up 
und ihre Anzahl ist kleiner als ». Wenn man zu dem System 
der Gleichungen (7) so viele Gleichungen aus diesem System 
von gegebenen Gleichungen hinzuschreibt, bis die Anzahl 7 er- 
reicht ist, so driickt das neue System von » Gleichungen keine 
andere Forderung aus, als das System (7). Zugleich ist aber 
die Determinante der Coefficienten des neuen Systems gleich 
Null, weil unter den Elementen desselben wegen der vorhan- 
denen Wiederholungen gleiche Reihen vorkommen miissen. Das 
neue System von ” Gleichungen besitzt daher alle Eigenschaften, 
die bei dem System (14) des § 75 vorausgesetzt sind. Von diesem 
System ist dort nachgewiesen, dass es stets eine Auflésung ge- 
stattet, bei welcher wenigstens eine der Unbekannten willkiirlich 
bleibt. In dem gegenwirtigen Falle sind den Unbekannten 
Un41,---U4, die Werthe Null vorgeschrieben, mithin bleibt we- 
nigstens eine der iibrigen Unbekannten willkiirlich und dieser 
legen wir einen von Null verschiedenen Werth bei. 

Wir haben also ein derartiges System von Gréssen u,, &,,.- Un; 
welche die Gleichungen (7) befriedigen, und wenden dieses auf 
die Gleichung (6) an. Dadurch verschwinden auf der linken 
Seite die negativ genommenen, auf der rechten Seite die positiv 
genommenen Quadrate, und es resultirt die Gleichung 


2 2 2 2 2 2 
(8) Bu + By my +.B, = — Gis Cr — Cine Cpe — + 8% 
Da von den Grissen w,, %,,...U, Wenigstens eine nicht gleich 


Null ist, so hat die linke Seite von (8) nothwendig einen po- 
sitiven die Null tibertreffenden Werth. Die rechte Seite von (8) 
kann aber bei der Einsetzung der gewiihlten Werthe u,, w,,...%, 
niemals positiv werden; deshalb zieht die Voraussetzung, dass 
1<k sei, wie behauptet worden, einen Widerspruch nach sich. 
Aus der Voraussetzung, dass >; sei, wiirde n—l<n—k fol- 
gen, und dann kiénnte man aus der Auflésbarkeit der k+"—l 
Gleichungen 

(9) U, =0, u,=0,...u, =03 0,,,=0,...0, = 0 


ebenfalls einen Widerspruch ableiten. Die Gleichung (6) kann 
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daher nicht anders bestehen, als indem die Anzahl / gleich der 
Anzahl 7 ist. In den beiden Darstellungen der gegebenen qua- 
dratischen Form muss also die Anzahl der positiv genommenen 
Quadrate stets dieselbe und auch die Anzahl der negativ ge- 
nommenen Quadrate stets dieselbe sein. Mit diesem Beweise 
des Trigheitsgesetzes der quadratischen Formen schliesst der 
gegenwiirtige Abschnitt. 


Absehnitt III. 


Unbegrenzt fortgesetzte Division. 


Capitel I. 
Recurrente Reihen. 


§ 89. Division von zwei rationalen ganzen Functionen einer 
Variable. 


Sobald eine rationale ganze Function g(x) einer Variable 
x, vom sten Grade, durch eine rationale ganze Function f (x) 
vom mwten Grade, welcher Grad nicht héher sein soll als der 
ste Grad, dividirt wird, und zwar vermége einer nach den fal- 
lenden Potenzen der Variable x geordneten Division, wie sie in 
§ 68 auseinander gesetzt ist, so erhalt man eine ganze Function 
q (2) als Quotient und eine ganze Function r (x), die héchstens 
vom (n—1)ten Grade sein darf, als Rest; diese Functionen be- 
friedigen die Gleichung 
(1) g («) =f(@) g(a) +r (2). 
Auch ist in dem angefiihrten § bewiesen worden, dass die ganzen 
Functionen g(a) und r(x) durch die Forderung, der Gleichung 
(1) in der angegebenen Weise zu geniigen, eindeutig bestimmt 
sind. Aus der Gleichung (1) folgt fiir die rationale gebrochene 


Function 2 («) der Ausdruck 


f(@) 
g (a) r (2) 
2 = q(x“) + 
in welchem sie als das Aggregat einer ganzen Function g (#) 
und einer rationalen gebrochenen Function ae erscheint, fiir 


f (2) 
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die der Zihler r(x) von niedrigerem Grade ist als der Nenner. 
Nach der Analogie der bei der Division der ganzen Zahlen 
gebriiuchlichen Bezeichnungen, die in § 11 angefiihrt sind, wird 
der Bruch ae bei dem der Grad des Zihlers den Grad des 
Nenners iibertrifft oder demselben gleich ist, ein unechter Bruch, 

Bench 2@ 
der Bruch F(a)’ 
der Grad des Nenners, ein echter Bruch genannt. 

Es ist méglich, dem Verfahren der nach den fallenden 
Potenzen der Variable x geordneten Division eine Ausdehnung 
mu geben, durch welche der Character des Verfahrens vollstin- 
dig getindert wird. Die Ausdehnung beruht darin, dass bei der 
suecessiven Bildung der einzelnen Glieder des Quotienten nega- 
tive ganze Potenzen der Variable x zugelassen werden. Wie seit 
§ 23 habe man 


bei dem der Grad des Zihlers geringer ist als 


(3) f(a) =a," +4,2 +...+4, 

der Coefficient a, ist als von Null verschieden vorausgesetzt; 
wir fiigen jetzt noch die Bedingung hinzu, dass der Coefficient 
a, ebenfalls nicht gleich Null sei, um im Folgenden gewisse fiir 
die Sache selbst unwesentliche Unterscheidungen abzuschneiden. 
Die in (1) vorkommende Function 7 (x) sei diese 

(4) (l=, rye Ey 

und es wird angenommen, dass unter den Coefficienten 7,, 7,,.. 7, 
wenigstens einer von Null verschieden sei; andernfalls wiire x (a) 
tiberhaupt gleich Null und die Function f(z) ein algebraischer 
Theiler der Function g (x). Das héchste Glied der Function f (a) 
in das hichste Glied der Function r (a) dividirt, giebt, wofern 
r, der erste der Coefficienten 7, 7,,... 7,1 ist, welcher nicht 


See] 


a 73 : : 
aq Oder— gz, _, und dieser bil- 


a,x Gy 
det den ersten Bestandtheil des neuen Quotienten 


af ee a 
(5) isis lime at 
Das Product desselben mit der Function f(a), von der Function 
r(x) abgezogen, bringt die Differenz hervor _ 


verschwindet, den Bruch - 
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(6) r(x) —f (a) P, te By pier Ry, 


n—1 

—1 " at 
oP eqcicL@, i eu 
0 


bei der das in die Potenz x” * multiplicirte Glied fortgefallen 


ist. Ob sich einzelne von den Gliedern, welche in die Potenzen 
n—A—2 n—A—3 ==/! i Eee P 
x ae »...@  wmultiplicirt sind, fortheben, hingt von 


den besonderen obwaltenden Verhiiltnissen ab. Dagegen steht es 


U 


T 
as 


UM 
: Aes Se ie : : 
fest, dass das Glied — 4, & sich gegen ein anderes nicht 


0) 


fortheben kann und zugleich unfihig ist zu verschwinden, weil 
in Folge der geltenden Annahmen weder der Coefficient +, noch 


der Coefficient a, verschwinden darf. Aus diesem Grunde ist 
die Differenz (6) ein Aggregat von Gliedern, welche in die Po- 


n—A—2 n—A—3 —A-—1 Nuarecoie 5 P 
tenzen x ids er Pb multiplicirt sind, und ‘bei denen 


niemals sdmmtliche Coefficienten verschwinden kénnen. Sobald 
daher fiir die angegebene Reihenfolge der Potenzen der Coeffi- 


cient der Potenz x” “~’ der erste von der Null verschiedene ist, 
wobei die positive Zahl wu nothwendig grésser sein muss, als 
die positive Zahl 4, so-erzeugt die Division mit dem héchsten 
Gliede a, a" der Function f(x) den zweiten Bestandtheil des 
neuen Quotienten 

(7) Cee 

Auch hier ist der Coefficient 1; in keinem Falle gleich Null, 
und die Wiederholung der angewendeten Schliisse lehrt, dass, 
wenn von der Differenz (6) das Product f(x) E a“ gubtra- 
hirt wird, unter den bestehenden Voraussetzungen unmdglich 
alle Glieder fortfallen kinnen. Das gegenwéirtig angewendete 
Verfahren der Division erreicht also niemals einen vollstandigen 
Abschluss und kann in so fern nach Willkiir wunbegrenet fortge- 
setet werden. Das Ergebniss des Verfahrens hat die folgende 
Gestalt 


(8) a eee ee T+ Pia Boe eee Ps a 
Sea ae 8, a ee +842 rae 
f (2) 


Lipschitz, Analysis. 28 
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Die positiven ganzen Zahlen 4, u,...«@ bilden eine wachsende 
Reihe, und mit S,, S,,...S,. werden constante Coefficienten 


bezeichnet. 


§ 90. Geometrische Reihe. Ausdruck der Summe einer 
Anzahl von auf einander folgenden Gliedern einer geome- 
trischen Reihe. 


Die Beschaffenheit der ausgefiihrten Entwickelung des echten 


r (2) 
f (2) 
tion f(a) ab, welche den Nenner ausmacht. Es sei zunichst 
n=1, mithin f(x) eine Function des ersten Grades 
(2) f (x) = 4, © +4. 

Dann wird r (a) eine Function des nullten Grades und reducirt 
sich auf die Constante 7,, gleichzeitig giebt die nach den Vor- 
schriften des vorigen § eingerichtete Divison das Resultat 


Bruches hingt vornehmlich von dem Grade » der Func- 


i me ay —t—I 
-_=— ree) SMS x 
G0+4, &, ae Sey a 


(1) Cy ouawitidl he SEG 


f+1 
ce = i To at —t—1 
Qa, 
a, e+ a, 
in welchem fiir ¢ jede positive ganze Zahl genommen werden 
darf. Die Coefficienten der auf einander folgenden negativen 


Potenzen der Variable w haben die Ausdriicke 


? 


: i meet! a? F Yr, a 
(3) Poa ae P,= St TR =p) eiecre 
“ C) 


Sie werden aus dem ersten Ausdrucke ~° erhalten, indem der- 


0 


selbe mit den auf einander folgenden Potenzen der Grisse — oy 
0 
multiplicirt wird, und stellen, da cine Reihe von Gliedern, bei 


welcher der Quotient eines jeden Gliedes und des hervorgehen- 
den immer denselben Werth hat, eine geometrische Rethe genannt 


: . ° . . . a : * 
wird, eine geometrische Reihe mit dem Quotienten — —- dar. Hiemit 
a 


ergiebt sich der ‘Sate, dass aus einem echten Bruche ae Da 


Nenner cine Function des ersten Grades von x ist, bei der nach 
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den fallenden Potenzen von x geordneten Division eine Entwicke- 
lung entsteht, in der die Coefficienten der negativen Potenzen von 
x eime geometrische Reihe bilden. In der gleichen Weise bilden 
die vollstiindigen Ausdriicke, die auf der rechten Seite von (2) 
zu einander addirt werden 


= ae] Foxe oo = PERI) eae 
(4) Pia =x Ne 2 ia —— Sea M in ak ee eee oe 
a, 0) Ur 


Px —t-1 = (—1)' coe ee 


eme geometrische Reihe mit dem Anfangsgliede Sy und dem 


) 


Quotienten Satins Wir sehen daher auf der rechten Seite 
0 


von (2) die Summe der (¢ +1) ersten Glieder einer geometrischen 
Reihe, und erhalten eimen geschlossenen Ausdruck dieser Summe, 
sobald der ausserdem auf der rechten Seite von (2) auftretende 
Bruch durch Subtraction auf die linke Seite gebracht wird, wie folgt 


+1 
t+17, a‘ —t—1 


he git r a 2 
r —1 — 
(5) o__ __ : =—4 —r,—tu +... 
a, t+a, a e+ a, Qs o 


tr. a gs 
(= 1) ped 


a, 


Der Quotient — —* ist derjenige Werth der Variable wz, fiir 


0 
welche die Function a, x+a, verschwindet, oder die Wurzel 


der Gleichung des ersten Grades 


(6) a, &+a, =0. 
Durch die Einftihrung des Werthes §= as nimmt die Fune- 
tion a, 7 +a,, wie in § 23, die Gestalt an 
(7) Ay X ae a, =, (eo), 
und die flier aime (2) oe in die folgende tiber 
Lr Y ri) ie 3 
0 ray +. 
© C= pat ea 
me coat Te et pap 
Bs a Gs (w—E)” / 


in der sich das Gesetz der auf einander folgenden Glieder noch 
deutlicher ausprigt. 


436 Anwendung der Methode der unbestimmten Coefficienten. § 91. 


§ 91. Ausfiihrung der Division durch die Methode der 
unbestimmten Coefficienten. 


Fiir die allgemeine Erérterung der Gleichung (8) des § 89 
ist es wesentlich, sich davon zu iiberzeugen, dass die Bestim- 
mung der Coefficienten P,, P,,...P, und der zugehbrigen con- 
stanten Gréssen S,, S,,...S8,_, immer nur auf eime einzige Weise 
méglich ist, und daher stets in derselben Weise erfolgen muss, 
welches Verfahren auch zu diesem Zweck eingeschlagen werde. 
Wir bezeichnen mit Q,,Q,,..-@, eine Reihe von unbestimmten 


5 . t t t . . 
Coefficienten und mit R RS ~ a eine Reihe von constanten 


Gréssen, die dem jedesmaligen Werthe der Zahl ¢ entsprechend 
bestimmt werden sollen. Fiir diese Werthe gelte die der Glei- 
chung (8) des § 89 nachgebildete Gleichung 


r (x) —1] —2 = i—F 
(1) a = Ore Oe... ge 
Re Pee ie a fos ts R®, age 
f(x) 


Wenn man nun beide Seiten zuerst mit der Potenz x” 
und hierauf mit der ganzen Function f(x) multiplicirt, so muss 
fiir einen unbestimmten Werth von x die Gleichung gelten 
(2) a r(z)=f(2)(Qoe' + Qa +...4+Q,) 

PRG he eR ee 
Die linke Seite derselben ist eine ganze Function von 2, und 
die rechte Seite giebt die ganzen Functionen an, welche bei 
einer mit der ganzen Function f(@) zu vollziehenden Division 
den Quotienten und den Rest darstellen. Es liegt also eine 
Gleichung vor, die genau in der Gleichung (1) des § 89 ent- 
halten ist, und nach der in § 68 begriindeten Eigenschaft der 
letztern sind daselbst sowohl der Quotient wie auch der Rest 
eindeutig bestimmt. Das heisst in Bezug auf den vorliegenden 


Fall nichts anderes, als dass sowohl die Grisse Q,, Q,,..- Q; wie 


* ose ie f e t : . 
auch die zugehérigen Grissen Re, Ro Benes eindeutig be- 


stimmt sind. Weil nun nach dem vielfach und auch in § 68 
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gebrauchten Satze (1) des § 44 bei zwei rationalen ganzen Func- 
tionen einer Variable x, die fiir ein unbestimmtes x einander gleich 
sind, die Coefficienten der gleich hohen Potenzen von « beziehungs- 
weise einander gleich sein miissen, so muss dies auch fiir die 
beiden Seiten der Gleichung (2) gelten. Die Gleichsetzung der 
Coefficienten der gleich hohen Potenzen von z liefert daher, 
wenn man erwigt, dass die linke Seite 
ge r(@) Pie +r oO. Ae 

mit 2"*' beginnt und mit «'*’ aufhért, und wenn man auf 
der rechten Seite die Multiplication mit der Function 
f(a) =a, a" +a, a" '+...+4, wirklich ausfiihrt, fiir die An- 
nahme ¢>%n zu der Bestimmung der Coefficienten Q,, Q,,..-Q 
und der correspondirenden Constanten Re. Tits . RO, das System 
von Relationen 
(3) Vo ay a, Qo 

r, =4,9, +4, Qo 

Vs = A, Q. Sh a, Q, a a, Qo 

Yn—1 — Qn—1 5% a, Q,—2 Teer Tr An1 Q, 
(4) = Ay On =“: a, Qn—1 +.. Pies ee Q, rm Q, 


0 =a, Qn41 + Oy Qn Tee tOy 4 QV. +A Q, 


0O= 4,0, + 4: Qrs4 He. Oy OF a a, Qin 


(4) 
(5) 0 = a, Q: Foe. On Qe n42+ Gn Oa +&, 
: RO 
0= CoO Oey On VE rag 
(@) 
0= On —1 Ve dy Qe has 
: i) 
0= Qn QV: . “hilt, a6 


Hier unterscheiden sich drei Gruppen von Relationen. Die 
Gruppe (3) rithrt von den Potenzen x"*' bis x** her; die Gruppe 
(4) von den Potenzen x" bis x"; die Gruppe (5) von den Potenzen 
a" bis vw. Wenn die Zahl ¢ kleiner ist, als die Zahl n, so 
gilt dagegen das System von Relationen 
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(3*) Too 1p Qo 
te Xo Q, +4, Qo 


Vs = Ay Q, +4, Qa +. aay), 


(6) 
(4*) My = O,Q, +4 OQ, +41 O, +f, 
ate, Vater i) Oe mo 
Ch a An —t-1 Q, oa SR tO. Q. oe n—t 
() 
(5*) 0= An—t Q: ne Q, +a, QF elie es 
« Thre ae et ee a ee mee te IN ec a Sie me 
0 aa Gy, Q; sr ee 


In demselben entspricht die Gruppe (3*) den Potenzen 
a"*' bis v", die Gruppe (4*) den Potenzen 2” ~ bis 2*’, die 
Gruppe (5*) den Potenzen a’ bis x’. Bei der Annahme t=n—1 
verschwindet die Gruppe (4*). Aus den gefundenen Relationen 
ergeben sich die Werthe der unbestimmten Coefficienten Q,, Q,,--Q, 
nach einander durch die Auflésung von Gleichungen des ersten 
Grades und zwar so, dass, wenn diese Gréssen zuerst unter 
der Voraussetzung eines bestimmten Werthes von ¢ berechnet 
sind, und wenn die Rechnung spiiter fiir einen gréssern Werth 
t’=t-+z wiederholt wird, die zuerst berechneten Q,, Q,,..- Q,; 
ihre ursprtinglichen Werthe behalten. Dies folgt unmittelbar 
aus der Beschaffenheit der Gruppen von Relationen (3*) und (3). 
Die Ausfiihrung der Division durch die Methode der unbe- 
stimmten Coefficienten besteht in der Determination der Gréssen 
Qo. V1,---Q, vermige der successiven Auflisung der bezeichneten 
Gleichungen. Da es sich nun gezeigt hat, dass diese Gréssen 
immer nur auf eine einzige Weise bestimmbar sind, und dass 
fiir einen gegebenen Werth von ¢ die zugehérigen Grissen 
Re ee e: gee ebenfalls vollstiindig bestimmte Werthe erhalten, 
so miissen auch die in der Gleichung (8) des § 89 vorkommen- 
den Coefficienten P,, P, ... mit den gleichnamigen Gréssen der 
Reihe Q,, @:,..-. zusammenfallen, und es muss, wenn f= ge- 
setzt wird, 

8, = RY, SER?) See Rg 
sein. Dass in der Reihe der Coefficienten P,, P,,.-. nicht alle 
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Zeiger vertreten zu sein scheinen, wihrend in der Reihe der 
Griéssen Q,, Q,,... alle Zeiger vorkommen, erklirt sich daraus, 
dass bei dem Verfahren der nach den fallenden Potenzen der 
Variable geordneten Division diejenigen Glieder hervortreten, 
deren Coefficienten nicht gleich Null sind. Bei der Methode der 
unbestimmten Coefficienten ergiebt erst die ausgefiihrte Rechnung, 
welche Coefficienten den Werth Null erhalten und welche von 
Null verschieden sind. Es miissen aber fiir jeden gegebenen 


Bruch — o) aus den mitgetheilten Griinden alle diejenigen Grissen 


f (a) 
der Reihe Q,, Q,,... gleich Null sein, deren Zeiger in der Reihe 
der entsprechenden Gréssen P,, P,,... nicht enthalten sind. 


§ 92. Recurrente Reihen von verschiedener Ordnung. 
Ausdruck der Summe einer Anzahl von auf einander folgenden 
Gliedern einer recurrenten Reihe. 


Die Relationen (3) und (4) des vorigen § dienen in der 
Weise zu der Bestimmung der Coefficienten Q,, Q,,...Q:, dass 


oO 


zuerst Qo, =—"* erhalten wird, hierauf @,, und tiberhaupt 


0 
jede neue Grisse mit Hiilfe von schon bestimmten vorhergehen- 
den vermittelst Addition, Subtraction, Multiplication und einer 
Division durch den Coefficienten a, der nach der getroffenen 
Voraussetzung nicht gleich Null sein darf. Da also die Be- 
stimmung jeder einzelnen Grosse auf die Bestimmung von vor- 
hergehenden zuriickgeht, so braucht man den Ausdruck, dass 


die Grossen Qo, Q,,--- Q, eme recurrente Reihe bilden. In der 
Gruppe von Relationen 
(1) Vo = Qo 


Y, aa Ay Q, af: a, Q. 

Ys = a4, Q, + a, Q, +4, Qo 
Sat pmol Oey ty % Op, a ca (at Q, 
steigt die Anzahl der Glieder, die zu der Bildung eines neuen 
verwendet werden, fortwihrend um Eins. Von dem Gliede Q, 


ab tritt jedoch eine vollstandige Regelmdssigheit ein, mdem jedes 
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Glied Q,, bei dem t>n rst, aus den n vorhergehenden Gledern 
durch die Gleichung 


(2) Oma G! Q, + 4, Q a et rails Qin 


determinirt wird. Darauf griindet sich die Eintheilung der re- 
currenten Reihen. Die Ordnung einer recurrenten Reihe wird 
durch, den Werth der zugehirigen Zahl n ausgedriickt und die 
Gleichung (2) bildet die zw der betreffenden Reihe gehirende scala 
yelationis. Hiernach ist die geometrische Reihe eine recurrente 
Reihe der ersten Ordnung. ; 

In der angestellten Betrachtung ist die Definition einer 
recurrenten Reihe der mten Ordnung aus der nach den negativen 
Potenzen der Variable « fortschreitenden Entwickelung des 
Bruches a hervorgegangen. Eine Reihe von Gréssen wird 
aber schon allein durch die Eigenschaft zu einer recurrenten 
Reihe der mten Ordnung, dass jedes Glied derselben, vom (n+ 1)ten 
Gliede ab, gleich einem Ausdrucke des ersten Grades in Bezug 
auf die » vorhergehenden Glieder mit festen Coefficienten ist. 
Wenn das betreffende Gesetz gegeben ist, und die m ersten 
Glieder beliebig gegeben sind, so sind alle tibrigen Glieder voll- 
stindig bestimmt. Fiir jede solche Reihe lasst sich ein Bruch 
oe bilden, durch dessen nach den negativen Potenzen der Va- 
riable x ausgefiihrte Entwickelung die betreffende Reihe ent- 
steht. Es gelte bei der Reihe. von Gréssen &,, &,... fiir jede 
Zahl ¢, die gleich oder grésser als » ist, die Gleichung 
(3) Ghee OY SU A eer oe 
wo b,,6,,...6, von der Zahl ¢ unabhingig gegebene Griéssen 
sind. Diese Gleichung ist in der Gleichung (2) enthalten, wo- 
fern in der letaztern a, =1, a, = — d,,... dn = — b, genommen 
wird, und die Gréssen Q dureh die gleichnamigen Gréssen & 


ersetzt werden. Die ganze Function f(#)=a, wv +a a a ol sian 
n 


tn? 


ies ve —1 

erhilt demgemiiss die Gestalt f (a)—=a'— b, a” —..—b,. Es 
seien ausserdem die ersten Grissen &, &,...&_, beliebig 
gegeben; aus denselben kann man eine Reihe von Grissen 
ry y+», , folgendermassen bestimmen 
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(4) Ty == 8, 
ry irae 2, b, ae 
Pe Sees 6, &, Nee 
_ eS ORS oe ene 
rt wa b, o-. eee bai 3 
dann entsprechen dieselben genau den Gréssen 7,, 7, eH 0 


welche in den Relationen (1) auftreten. 


Wenn man nun mit den in (4) determinirten Gréssen 
Py Tay eg en brick 


n— 


1 n—2 
r(x) %% SE Deak Nae a 


f(z) o"—b, x” '—d, be ead Sah 


herstellt, so muss offenbar aus dessen Entwickelung in der be- 
haupteten Weise die Reihe &,, &,... entspringen. 


In § 90 ist bemerkt worden, dass, wenn die Zahl » gleich 
Kins ist, sowohl die Gréssen P,, P,,..., wie auch die Gréssen 
Beas te x ,... eine geometrische Reihe bilden, und es ist 
fiir die Summe der ¢+1 ersten Glieder der letztern Reihe in (5) 
ein geschlossener Ausdruck gegeben. Aehnliches kann fiir einen 
beliebigen Werth der Zahl » geschehen. Dass unter Beibehal- 
tung der in dem gegenwartigen § gebrauchten Bezeichnungen 
die Gréssen 

Q, x, Q, Le Rast 

ebenfalls eine recurrente Reihe der mten Ordnung darstellen, 
folgt aus dem Umstande, dass, weil fiir jede Zahl ¢, die > 
ist, die Gleichung (2) gilt, fiir dieselbe Zahl ¢ auch die Gleichung 


(5) 0=a,2"(Q, 2+} +a,x" (Q,, a’) +..+4, (QO, eae oh 
erfiillt sein muss. Diese Gleichung giebt an, auf welche Weise 


das Glied Q, vc aus den n vorhergehenden Gliedern be- 


stimmt wird und iibernimmt die Rolle, welche die Gleichung (2) 
fiir die Glieder der Reihe Q,, Q,, Q,, ... spielt. Einen geschlosse- 
nen Ausdruck fiir die Summe der (t+1) ersten Glheder der re- 


currenten Reihe Q, ©, Q,v °,...liefert die Gleichung (1) des 
§ 91 in der folgenden Weise 
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() Pan —t—2 () n—t—3 


; r (a) ky +R @ +..+FR 
Oath 5a F (2) 
= Q, a + Q, 7 aes ee bea Q,% wes 

Diese Gleichung so wie die Seas aus der sie abge- 
leitet ist, gilt fiir jeden Werth der Grisse x, mit Ausnahme der 
Werthe, fiir welche die im Nenner befindliche Function f («) 
verschwindet; denn eine Division durch die Null ist unzulassig. 
In der auf die geometrische Reihe beziiglichen Formel (5) des 

a, 


§ 90 ist der einzige Ausnahmewerth die Grésse = ere 
0 


(6) —f—1 
n—1 ie 


§ 93. Zerlegung einer rationalen gebrochenen Function einer 
Variable in Partialbriiche. Zerlegung einer recurrenten Reihe 
in partielle recurrente Reihen. 


Wenn die Function f(x), die den Nenner des echten Bruches 
r (2) 
f (2) 
und /, (x) darstellbar ist, die keinen vemeinsamen Theiler haben, 
Tifa) 
f (a) 
zwei Briichen auszudriicken, deren Nenner die Functionen /, (2) 
und f,(z), und deren Zihler respective die ganzen Functionen 
o,(a) und e,(e) sind, 
; r(x) _ @,(*) , Q(x) 
() F(a) F@)* fale)” 
Nach der Analogie der bei den ganzzahligen Briichen 
tiblichen Bezeichnung, die in § 37 erwihnt ist, wird die so eben 


bildet, als das Product von zwei ganzen Functionen f, (x) 


so entsteht die Aufgabe, den Bruch als ein Aggregat von 


gestellte Aufgabe die Zerlegung des Bruches ae in Partial- 
briiche genannt. Durch Multiplication mit dem Nenner f(x)= 
f, («) f,(@) nimmt die Gleichung (1) die Gestalt an 

(2) r(x) = 0, (&) f,(x) + 0, (a) fi (a), 

welche mit der Gleichung (1) des § 69 iibereinstimmt, sobald 
in der letztern die Zeichen 6(«), f(a), g(x), g(x), w(a) bezie- 
hungsweise durch die Zeichen r(a), f,(x), fy (a), 0.(x), @,(x) 
ersetzt werden. Aus der am genannten Orte angestellten Erér- 
terung folgt unmittelbar, dass die in (2) ausgedriickte Forderung 
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stets erfiillt werden kann, da die Functionen /, (#) und f,(z), 
_vermége der getroffenen Annahme keinen gemeinsamen Theiler 
haben; zugleich ist dort eine Methode zur Bestimmung der ge- 
suchten ganzen Functionen 0,(”) und eg, (a) mitgetheilt worden. 

Fiir die Frage, die uns jetzt beschiftigt, kommt ausserdem in 
Betracht, dass die gegebene Function 7(z) von niedrigerem Grade 
ist als das Product 7, (x) f,(z) oder die Function f(x). Wenn 
die Methode des § 69 fiir 9, (x) die Function P, (x) und fiir @, (x) 
die Function P,(x) liefert, so kénnen wegen jenes Umstandes 
zwei Functionen @,(x) und @, (x) abgeleitet werden, von denen 
die erstere niedrigeren Grades ist als die Function f, (2) und 
die zweite niedrigeren Grades als die Function f, (2). 

Wir nehmen zuerst an, P,(x) habe nicht die Eigenschaft, 
niedrigeren Grades zu sein als f,(z). Dann liasst sich P, (x) 
durch f,(”) dividiren, so dass als Quotient die ganze Function 
o,(x) und als Rest die ganze Function zc, (x) erscheint, die von 
niedrigerem Grade als /, (x) ist, und 
(3) P, (a) =o, (a) fy (a) +4, (2) 
wird. Fiir den Fall, dass P,(~) niedrigeren Grades als /, (x) 
ist, bedarf es der angestellten Division nicht; um aber durch (3) 
beide Fille zugleich zu umfassen, wird festgesetzt, dass die 
Function ¢,(z) auch verschwinden kénne, wobei P,(x) =7, (x) 
ist. Die von den Functionen P,(z) und P, (x) befriedigte 
Gleichung 
(4) r(x) = P, (x) f(ay+ PF, (©) f, (2) 
verwandelt sich durch (3) in die folgende 
(5) r(@) = 7,(«) f,(x) + (P(x) +9, (%) f,(2)) Ff, (@); 
und, sobald 


(6) P, (@) + 0, (2) f,(@) = 7, («) 
gesetzt wird, in die Gleichung 
(7) r(x) = 7, (2) ie (“@) +7, (2) fs (2). 


Dieselbe driickt aus, dass der Forderung (2) Geniige ge- 
—leistet wird, indem 7,(z) fiir @, (xv) und 7, (x) fiir e, (x) eintritt. 
Es ist aber die Function 7, (xz) vermége ihrer Entstehung nie- 
drigeren Grades als die Function f,(#), und die Function 7, (~) 
muss niedrigeren Grades als die Function f, (%) sein, weil sonst 
aus der Gleichung (7) ein Widerspruch folgen wiirde. Denn 
wire z, («) mit der Function /,(x) von gleichem Grade oder von 
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noch hoéherem Grade, so miisste das Product 7, (x) f,(x) von 
einem Grade sein,. der gleich oder griésser wire als der Grad 
n des Products f, (x) f, (7) = f(a). Andrerseits ist r(x) nach der 
bestehenden Voraussetzung von niedrigerem Grade als », und 
das Product 7, (z) f,(z) desgleichen, mithin auch die Differenz 
r (a) —t,(x) f,(a), welche nach (7) dem Product 7, (x) f, (a) 
gleich ist. Eine Function von x kann aber einer Function von 
x, die von niedrigerem Grade ist, fiir ein unbestimmtes x nach 
§ 44 unmoglich gleich sein, also bestiitigt es sich, dass die 
Functionen z, (x) und +, (x) eine Lisung von (1) darstellen, bei 
der gleichzeitig +,(~) von niedrigerem Grade ist als f, (x) und 
w,(“) von niedrigerem Grade als f, (xz). Hiemit ist der Satz 
bewiesen, dass, wenn die Function f(x) gleich dem Product der 
ganzen Functionen f(x) und f, (2) ist, die keinen gemeinsamen Theiler 


haben, der echte Bruch aa in ein Aggregat von zwei echten 
Briichen zerlegt werden kann, deren Nenner die Functionen f, (x) 
und f(a) sind. 

Es mége von hier ab die Gleichung (1) eine Zerlegung des 

r (x) 

f (2) 
v,(x) und 7,(x) beziehungsweise fiir @,(#) und 0, (x) genommen 
sind. Der Grad der Function f, (7) werde mit m,, der Grad 
der Function f, (~) mit m, angegeben, so dass n=m, +m, ist. 


Bruches bezeichnen, bei der die oben definirten Functionen 


Nun ist es méglich, sowohl den echten Bruch ees wie auch 


f (2) 


jeden der beiden echten Brtiche $1") und 92°) nach dem Vorbilde 


der Gleichung (1) des § 91 in eine Reihe zu entwickeln, die 
nach den negativen Potenzen der Variable 2 fortschreitet und 
bis zu einer beliebigen, fiir alle drei Briiche iibereinstimmend 


gewiiliten Potenz «  ausgedehnt wird. + Bruch - ae ‘ 
wird alsdann gleich dem Aggregat eines dort angegebenen Rest- 
bruches und der Summe 


(8) Q, 0 +Q,0°+...4+Q0 4, 


der Bruch ae yeleich dem Aggregat eines entsprechend zu bil- 
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denden Restbruches und der Summe 


(9) Mee Alc aA, 
der Bruch 2 e gleich dem Aggregat eines ebenfalls  ent- 
2 
sprechend zu bildenden Restbruches und der Summe 
(10) i SU TIe aN Se a Pen 2 PP zn 
Hier sind Q,, Q,, ...Q, die Glieder einer recurrenten Reihe 
der nten Ordnung, A,, A,, ...A, die Glieder einer recurrenten 


Reihe der m,ten Ordnung, B,, B,, ... B, die Glieder einer re- 
currenten Reihe der m,ten Ordnung. Durch Schliisse, welche 
den in § 91 gebrauchten tihnlich sind, ergiebt sich nunmehr, 


dass die Summe (8), mit der Potenz x'** multiplicirt, dem mit 


der Potenz «** multiplicirten Aggregate der Summen (8) und 


(10) gleich sein muss, und daraus folgen die Gleichungen 
(11) OU Ay, 6, — ae TQ Ae 

Die positive ganze Zahl ¢ darf hier jeden beliebigen Werth 
erhalten. Mithin driickt die Gleichung Q,=A,+ B, die That- 
sache aus, dass das allgememe Gled @, einer recurrenten Reihe 


der nten Ordnung gleich der Summe der gleichnamigen Glieder 
A,+ B, von zwei recurrenten Reihen der m,ten und m,ten Ord- 
nung ist. Hierin besteht die Zerlegung einer recurrenten Rethe 
der nten Ordnung in zwei Reihen von niedrigerer Ordnung. 
r (a) 
f (2) 
der Zerlegung eines ganzzahligen Bruches lisst sich auch auf die 
in § 38 mitgetheilten Betrachtungen erstrecken. Der Process der 
Zerlegung in echte Briiche kann auf jeden der beiden echten 


mit 


Die Analogie der Zerlegung des echten Bruches 


Briiche galt) und 02 (2) angewendet werden, sobald der betref- 


f, @) f, (2) 

fende Nenner gleich einem Product von zwei ganzen Functionen 
ist, die ohne gemeinsamen Theiler sind. Wofern nun fiir die 
Function f(z) eine Darstellung existirt 

(12) fe) Sia) alt (a), 

bei der keine der ganzen Functionen F(x), F’,(x), ...2,(«) mit 
einer der andern einen gemeinsamen Theiler hat, so fiihrt eine 
angemessene Wiederholung des mitgetheilten Verfahrens nach 
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und nach zu einer Zerlegung des echten Bruches in lauter echte 
Briiche von den Nennern F(x), F(a), ... F',(@), 


eh kW Nae gi (2) 
fay 8, (ayo hay es sey 
Aus der Voraussetzung, dass keine der Functionen Ff’, (a), 
F,, (a), ... mit einer andern einen gemeinsamen Theiler habe, folgt 
nimlich, was zu der successiven Benutzung des Verfahrens geniigt, 
dass /’,(x) mit dem Product F’,(x) F,..(a).. F, (x) ohne gemeinsamen 
Theiler ist, ferner /',(z) mit dem Product F’, (7) F, (x)..F; (#), 
u.s.f. Die betreffenden Schliisse griinden sich auf den Satz, 
dass, wenn eine Function F(x) mit der Function F(x) keinen 
gemeinsamen Theiler hat, das Product der ganzen Function F, (x) 
und der ganzen Function G(x) jedoch durch die ganze Function 
F’, (x) aufgeht, die letztere Function nothwendig in die Function 
G(a) aufgehen muss. Der Beweis dieses Satzes wird erhalten, 
indem man fiir die Functionen F(x) und F’,(x) das System von 
Gleichungen aufstellt, das in § 68 als (4) fiir die Functionen 
f(x) und g(x) gebildet ist, und auf das bezeichnete System eine 
Betrachtung gleich derjenigen anwendet, durch welche in § 6 
der Satz (1) hergeleitet ist. 
Die in der Gleichung (13) dargestellte Zerlegung des Bruches 


(13) 


a in ein Aggregat von echten Briichen hat die ausgezeichnete 
Eigenschaft, nur auf eine einzige Weise mdglich zu sein. Gesetzt, 
es gabe eine von der obigen verschiedene Zerlegung 
r(z)  x,(@) x (@) xi (2) 
— ob ee 
fa) at Ba) Be) F, @) 
von der gleichen Beschaffenheit, so wiirde durch Subtraction 
- und hierauf erfolgende Multiplication mit dem Product 
F, (&) F(x) F, (x).. Fy (a) 
die Gleichung entstehen 
(9, (@) —x, (@)) F, (0) F, (2)... F; (#) + (p,(«) —y, (2) F, (@) F, (@) 
_ F(a) +... (pi(a)—x(0) P, (2) F, (a)... Fy4(@)=0. 
Die Summe aller Glieder vom zweiten bis zum letzten ein- 
schliesslich ist hier gleich einer durch die ganze Function F’, (a) 
theilbaren ganzen Function; mithin muss auch das erste Glied 
durch die ganze Function /’, (a) theilbar sein. Nun ist aber die 
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ganze Function F(x) ohne gemeinsamen Theiler mit jeder der 
Functionen F’, (x), F’,(x),...F, (#), folglich auch mit dem Product 
F, (a) F, (a)... F(x), und muss deshalb vermége des so eben 
angefiihrten Satzes in die Function ,(”)—y,(«) aufgehen. 
Dies aber ist unméglich, weil sowohl g,(#) wie auch x, (a) 
und daher auch die Differenz nach der Voraussetzung niedrigeren 
Grades ist als F’,(x), und weil nach dem Cocollar zu Satz (2) 
des § 44 eine Function héheren Grades niemals in eine Function 
niedrigeren Grades aufgehen kann. Also kann die in der Glei- 
chung (6) enthaltene Zerlegung, wie behauptet worden, nur auf 
eine einzige Weise ausgefiihrt werden. 

Wird der Grad der Functionen F’, (x), F’,(),.. F, (w) bezie- 
hungsweise mit a,, a,, ...a, bezeichnet, wobei a,+a,+...+a,=” 
ist, so haben die in (6) auftretenden Functionen g, (x), p, (x), ..g4(a) 
die Gestalt 


9, (@) = ee ae Gog? Pellet 


a, — 
gp, (a) = GO a4 GO oO, ee ae 
(14) 
a) = @ —2 ae 
P; moses =G) a + Gat +... + a, 


Nun folgt aus (6) durch Multiplication mit dem Nenner /(2) 
die Gleichung 


(15) r@)=9, (2) $a ar DSA ae ais Take ack 


wo durch den Quotienten ae ! j die ganze Function L’, (x) F’,(a)..L,(a) 


‘angedeutet wird und von den itibrigen Quotienten das entspre- 
chende gilt. Wenn man hier die Ausdriicke (14) der Functionen 
P, (ZL), Po (XH), ..» Pa (H) substituirt, so befindet sich links und rechts 
eine rationale ganze Function der Variable ~ vom (m—1)ten 
Grade, und es miissen die Coefficienten der gleich hohen Potenzen 
von « auf beiden Seiten einander gleich sein. Dies sind auf 
der linken Seite die Coefficienten 7,,7,,...7,_,; der gegebenen 
Function 7 (x), dagegen auf der rechten Seite Ausdriicke, welche die 


E 1 @) AQ) (2) (a) (a) 
Coefficienten G, seat’ Gs oe Gr, i ge GM OTALEN 


a, —)) ay—1 
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Grade und mit bekannten Factoren multiplicirt enthalten. Die 
Anzahl der in den Functionen , (a), ... 9, (#) vorkommenden 
Coefficienten ist gleich a,+a,+..a,, das heisst gleich der Zahl 
n, und die Anzahl der zu bildenden Gleichungen oder die Anzahl 
der Grogsen 7,, 7", -+- 7,1 ist ebenfalls gleich ». Hiernach miissen 


: . di 1 
die ” Coefficienten Ge an Ge? 


piece Ge Pee Gm einem System von 
n Gleichungen des ersten Grades geniigen, und es leuchtet ein, 
dass wenn dieses System befriedigt ist, ftir die mit den betref- 
fenden Coefficienten gebildeten Functionen @, (x),...p, (x) die 
Gleichung (15) und daher auch die Gleichung (13) gilt. Also 
kann man jenes System von n Gleichungen des ersten Grades auf- 
stellen, und die Auflisung desselben zu der Bestimmung der 
Functionen gp, (x), .. Pp, (a) benutzen. 


Indessen ist vorhin nachgewiesen worden, dass die Bestim- 
mung der verlangten Functionen @,(%), p,(%),...@,(#) immer 
moéglich und zwar nur auf eine einzige Weise midglich ist. 
Daher wissen wir im voraus, dass das zu der Determination der 


- 1 1 a a ° 
Coefficienten G. eee G GO dienende System von 


ea aj—1 
n Gleichungen des ersten Grades eine Auflisung gestattet und 
zwar nur eine emzige Auflisung. Nach den Betrachtungen des 
§74 und 75 haben diejenigen und nur diejenigen Systeme von 
Gleichungen des ersten Grades diese Eigenschaft, bei denen die 
zugehérige Determinante nicht gleich Null ist. Also muss bei 
dem in Rede stehenden System von » Gleichungen die zugehi- 
rige Determinante einen von Null verschiedenen Werth haben, 
und die Auflésung kann nach den auf diesen Fall beziiglichen 
Vorschriften erhalten werden. 

Alle bisherigen Betrachtungen wber die Zerlegung des 
r(x) 
f(x) 
setzung, dass f(x) gleich dem Producte von ganzen Functionen 
L’, (~) F(a)... 1", (@) sei, lassen aber die Frage vollkommen un- 
beriihrt, wann solche Zerlegung mbglich sei, und wie sie fiir 
den Fall der Méglichkeit erhalten werden kiénne. Die Betrach- 
tungen sind daher davon vollkommen unabhiingig, ob der Fun- 
damentalsatz von der Zerlegbarkeit der ganzen Functionen einer 


Bruches 


in Partialbriiche beziehen sich auf die Voraus- 
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Variable in Factoren des ersten Grades schon bewiesen ist oder 
nicht. Wenn dagegen von diesem Satze Gebrauch gemacht 
wird, so ist es auch leicht, die zulissigen Zerlegungen der 
Function f(z) in solche Factoren zu iibersehen, von denen kein 
Paar einen gemeinsamen Theiler hat. Wir nehmen gegenwiirtig 
fiir die Function f(x) die in § 67 begriindete Zerlegung in Factoren 
des ersten Grades als gegeben an, vereinigen aber die gleichen 
Factoren zu Potenzen, so dass die Darstellung (6) des § 45 
eutsteht 
(16) f (#) = a, (@— &,)" (w — &,)... (w@—&)", 
in der die Gréssen &,, &,...& simmtlich unter einander ver- 
schieden sind. Dann muss nach den Ausfiihrungen des § 67 
jeder Theiler von f(x) bis auf einen constanten Factor ein 
Product von positiven Potenzen der Ausdriicke «—é,,...%—&, 
sein, bei dem die Potenzexponenten beziehungsweise nicht griésser 
sind als die Zahlen a,,a,,...a,. Ferner haben irgend zwei von 
diesen Theilern dann und nur dann keinen gemeinsamen 
Theiler, wenn die in der einen Function auftretenden Basen 
“x—-&,...e—& von den in der andern Function auftretenden 
Basen verschieden sind. Die Zerlegbarkeit der Function f(x) 
in Factoren, von denen kein Paar einen gemeinsamen Factor 
hat, erreicht daher ihren Abschluss, indem jede einzelne Potenz 
als einzelner Factor genommen wird. Wir setzen demgemiiss 
(16*) F, (x) = (@—&,)",... F, (@) = (@— &)", 
wodureh unter Hinzuzichung der Gleichung a,=1 eine Ueber- 
einstimmung mit den friiheren Bezeichnungen hergestellt wird. 
Die Gleichung (13) verwandelt sich alsdann in die Gleichung 
iy OO, Pe |e) 
SIC) den ae Oe a 
und die » Coefficienten der in (14) explicite angegebenen 
Functionen g,(«),..9,(#) werden nach den aufgestellten Vor- 
schriften durch die Auflésung eines Systems von » Gleichungen 
des ersten Grades mit 2 Unbekannten eindeutig bestimmt. 

p, (#) pale) — 
a ie) 
Nenner von héherem als dem ersten Grade ist, kann dadurch 


Lipschitz, Analysis. 29 


Bei denjenigen Briichen 
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noch eine weitere Zerlegung herbeigefiihrt werden, dass die in 
einem Ziihler befindliche ganze Function mit Hiilfe des in § 49 
mitgetheilten Satzes (9) nach den positiven Potenzen der Basis 
der in dem zugeordneten Nenner vorkommenden Potenz ent- 
wickelt wird. Es sei beispielsweise die Zahl a, grésser als die 
Einheit, die successiven Ableitungen der Function des (a,—1)ten 
Grades g,(z) werden wie an der angefiihrten Stelle durch Hin- 
mufiigen von Accenten bezeichnet, dann hat man in Folge jenes 
Satzes, indem —,(z) fiir f(~), e—&, fiir 2 eintritt, die Gleichung 


(18) 9, @) =9, (&,) + 9's (Es) @—§) + 2 wg) t.. 


(a, —1) 
Py) ep (x po &g y u 
(a,—1)! , 


Aus derselben folgt durch Division mit der Potenz (z—é&,)" 
die Gleichung 


v < ‘ < 1 (a:—1) £ 
(18*) ng, te) = Pi (Ed =o p SE ote ‘ 2a (5,). 
(a —&,) ; (a — &,) J (a—&,) : (a,—1)! Gs 


Auf diese Weise entsteht ein Aggregat von Briichen, deren 
simmtliche Ziihler Constanten sind, und deren Nenner durch 
die Potenzen der Basis 2—&, von der ersten bis zu der a, ten 
gebildet werden. Ein Gleiches gilt fiir jeden andern auf der 
rechten Seite von (17) befindlichen Bruch, dessen Nenner die 
Eigenschaft besitzt von héherem als dem ersten Grade zu sein; 
ist der Nenner vom ersten Grade, so bedarf der Bruch der be- 


zeichneten Umformung nicht. Der echte Bruch aS wird dem- 


nach gleich einem Aggregat von 2 Briichen, deren siimmtliche 
Aihler Constanten und deren Nenner die Potenzen 


(x a, S); («— Ss) eee (x ri epi 


(x A Ss) (2— EsG CO (x Spe My 


es Seo) Oe le 
sind. Jeder dieser Briiche bringt, nach den negativen Potenzen 
der Variable 2 entwickelt, eine recurrente Reihe hervor, deren 
Ordnung durch den Grad des betreffenden Nenners bezeichnet 
r («) 
f(x) 


wird; der Bruch erzeugt die oben erirterte recurrente Reihe 
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der nten Ordnung, und aus den vorhin entwickelten Grundsiitzen 
folgt fiir die betreffenden Coefficienten eine Reihe von Glei- 
chungen, die den Gleichungen (11) entsprechen und die Zer- 
legung der recurrenten Reihe der mten Ordnung in » partielle 
recurrente Reihen darstellen. Diese partiellen Reihen sind siimmt- 
lich von niedrigerer Ordnung als der mten, den einzigen Fall 
ausgenommen, dass die Function f(7) nur eine einzige Potenz 
einer Function ersten Grades «—&, enthilt; dann wird niimlich 
der Potenzexponent a, der Zahl » selbst gleich, und es erscheint 
eine partielle recurrente Reihe der mten Ordnung. 


§ 94. Recurrente Darstellung der Summen der gleich hohen 
Potenzen der Wurzeln einer Gleichung durch die Coefficienten 
der Gleichung. 


Die bis jetzt entwickelten Eigenschaften der recurrenten 
Reihen kénnen benutzt werden, um fiir x beliebig gegebene 
Elemente &,, &,...§ die Summen der gleich hohen positiven 
ganzen Potenzen, welche in § 59 unter den symmetrischen Verbin- 
dungen der gegebenen Elemente hervorgehoben sind, durch die 
symmetrischen Grundverbindungen, die Summe der Elemente X, &., 
die Summe der Producte von je zwei Llementen S,. 8 ES E29 u.s. f. 
bis zu dem Producte aller Elemente &, &,...§, auszudriicken. 
Es sei f(z) gleich dem Product der mit der Variable x gebil- 
deten Factoren x—é,, x—&,,..2—&, dann folgen aus den 
beiden Darstellungen 


(1) f(x) = 2" + 0,2" + 0.44, 
und 
(2) fo =—G— é,) (D—-&,).. e— Sq) 


die in $ 46 unter (4) mitgetheilten Gleichungen, in denen gegen- 
wirtig a,==1 zu setzen ist, 


= Sy SE 
Oy So, 
ery re; 
a, <a, 8 a b. 


(3) ae 
Cpa fe. e 
und es handelt sich um die Aufgabe, die Summen 


2 3 
bay cS 
(4) 8, = 2,8) 89 20S Spa S60) 2 
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vermittelst der Coefficienten a,,a,,..-@, der Function f(#) aus- 
qudriicken. Wie man sieht, kénnen die Grossen &,, &,,...§, 
als die » Wurzeln der Gleichung /f(§)=0 aufgefasst werden, 
deren Coefficienten die Gréssen a,,a,,...4,, sind. 

Wir gehen von der Bemerkung aus, dass die nach den 
negativen Potenzen der Variable x fortschreitende Entwickelung 


des Bruches eine geometrische Reihe hervorbringt, bei 


1 
der die Coefficienten nichts anderes sind als die aufeinander 
folgenden positiven ganzen Potenzen der Griésse & In der 


Gleichung (8) des § 90 werde ao =1 und & successive gleich 


v) 


&,&,,...&, gesetzt, so entstehen die Gleichungen 


1 2 Ph sat ae eh ae 
it alll ie ais ie ware Ws coger se 
fees “—é, 
7a pee 
Eas ee) ut ee a) 
—=0 +h 0 +..48 © +. 
GZ. Mal 


Bei der Addition ihrer rechten Seiten kommt die Potenz 


= 


‘die Zahl von » Malen vor, die Potenz # ~ erscheint mit der 


° —3 . 
Dy oe . a Vee 
Summe 2, € =s,, die Potenz 2 ~ mit der Summe 3, & = s,, 


. . —t—1 . 
u. 8. f., die Potenz 2 mit der Summe +, &, —s, multiplicirt; 


<a = 


daher fiihrt die auf beiden Seiten vollzogene Addition zu der 
Gleichang 


iL i 1 = =D =3 
(= one eR gO = ne +S: e +s,n +. 


E,  w—&, “" #2—€ 


n 
ett 


t Pe —t—1 


—t—1 
-S.2 +2 = 
t am — Es ? 


wo der Buechstabe ce, wie friiher, die Reihe der Zahlen von 1 bis » 


durehliiuft. Nun kann die Summe es + : +et “ in 


a—F, «e—&, x“ a 
eine Gestalt gebracht werden, welche nur noch die Giiedh 
a,,a,,-..a, enthilt. Die im vorigen § benutzte Gleichung (9) 
des § 49 gilt fiir unbeschriinkte Werthe der Griéssen, die ur- 
spriinglich ¢ und & genannt sind. Man darf. deshalb fiir & die 


Grésse w, und fiir ¢ eine beliebige andere Grisse  nehmen, 
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und hat fiir die Functionen f(w+h) die Gleichung 

UD yans (n) “ 
(7) f@+h=—f@t+f'(@h+ oo h? + peti he: 


Wenn man dagegen in dem Ausdrucke (2) der Function 
f(x) die Variable w durch das Aggregat w+h ersetzt und darauf 
eine Entwickelung nach den Potenzen der Grosse h vornimmt, 
so kommt 
(8) (a—&, +h) (w—&, +h)... (w—é, +h) 

= (a—&,) (w—&,).. (a—&,) 
+ {(w—§,)(v—&,)..(a—&,) + (a— fee §,)..(w—§,)+ .. 
4: (a Niaas6,).. (Eau a 

Peg 

+h’. 

Hier sind # und / als durchaus von einander unabhingig 
verainderliche Gréssen aufzufassen; mithin miissen auf der 
rechten Seite von (7) und von (8) die Coefficienten der gleich 
hohen Potenzen der Grosse # einander gleich sein. Das von h 
freie Glied ist offenbar die Function f(z). Die Gleichsetzung 
des Coefficienten der Grésse h ergiebt aber die Gleichung 
(9) f'(%)=(x—&,) (w—§,)..(@—§,) + (w—§,)(a—§,) ..(@—E,,) +. 

+(x—€,)(x—§,) .. (w—§,_4). 

Da von den Producten der rechten Seite das erste alle 
Factoren w—&,,...«—&, mit Ausnahme des ersten, das 
zweite alle Factoren mit Ausnahme des zweiten enthilt, 
u. s. f., so stellt die rechte Seite den Zihler des Bruches dar, 
welchen die Addition des Aggregats oF + =e ue = 
ergiebt, nachdem alle Briiche auf den gemeinsamen Nenne: 
(a —&,) (w—&,)..(ec— §,) =f(x) gebracht sind. Deshalb besteht 
die Gleichung 


1 1 1 f' (a) 


(10) a—é, + pane SP bod SP z—é, F(a)’ 
wo f(a) die Function des (7—1)ten Grades bedeutet 
(11) f'(@) =na + (n—1)a, 2" +... +4,_) 


Auf diese Art verwandelt sich die Gleichung (6) in die 
Gleichung 
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4 eS 
ne” + (n—l)aa +...+4,, 


n ath n—2 
x +a,a° + A, & +...+4 


tt—] 


(12) 


“ta, 


ah 9 =) pea Ei —ft—1 
S=SNL) Slay HS ae AAs F418 e +23 x 


Vermige der im Vorigen erdrterten Grundsitze lehrt die- 
selbe, dass der auf der linken Seite befindliche echte Bruch 
f(z) 
f (a)? 
cine recurrente Reihe hervorbringt, deren aufeinander folgende 
Glieder, vom ersten ab gerechnet, aus der Zahl n und den Potenz- 
summen 8,,8,,... bestehen. 

Die Gleichungen (1) und (2) des § 92, auf den vorliegen- 
den Fall angewendet, liefern somit-eine recurrente Darstellung 
der Potenzsummen s,,s,,... durch die Coefficienten @,, a,,...@,, 
namlich fiir die ersten »—1 Zahlen als Potenzexponenten durch 
die Gleichungen 

(n—l1)a, =s,+na, 
(n—2)a, =8,+ 4,8, + na, 


nach den negativen Potenzen der Variable x entwickelt, 


(13) 


G34 = Sp—1 7 a, 8 a7 Gy Sn—8 +. Ay 4) 


n—2 
und fiir jede Zahl ¢, die > m ist, durch die Gleichung 
(14) O 38 Hite Sia A Ouse ore a See 
Die Gleichungen (13) und die zu =n gehdrende Gleichung 

(14) lassen sich auch in die Gestalt bringen 

O=—s,+a4, 

0O=s).+ a, 5, + 24, 
(13*) ET aie 
O= 5,1 + a, 8, + a, 5,3, Fo. Se 
O== 5,8) od, $0, Fa, 8, iS ee ea, 
aus welcher man ersehen kann, dass die Ausdriicke der Po- 
tenzsummen s,, s,,...s, , durch die Gréssen a,, a,,...a,, welche 
ftir einen bestimmten Werth der Gradzahl » gefunden sind, 
sich nicht verindern, sobald die gleichnamigen Potenzsummen 
ftir ein System von nm‘ Elementen &,&,...&, gesucht werden, 
bei dem n‘>~n ist und : 
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(—§,) (@—§)..(a—&.) =a" +a, 2" 7 +4, ee TE ce oS 


gesetzt wird. Die Auflésung des Systems (13*) giebt zuerst die 


Bestimmung s,== —a,, welche von vorne herein bekannt war, 
ferner nach und nach die Bestimmungen 

(14) sy, =a — 2a, 

| $= — a, + 3a,a,— 3a, 


$,=a,—4a, CF ae 2 a, + 4a, a, — 4a, 
Die erste von diesen ist in § 59 fiir n=2, die zweite fiir »=3 
abgeleitet worden. 

- Die Betrachtungen des gegenwirtigen § gelten fiir jedes 
beliebige System von n Elementen &,&,...&, und deshalb 
ebenso wolil wenn alle Elemente von einander differiren, wie 
auch wenn es vorkommt, dass mehrere derselben cinem ein- 
zelnen gleich sind. Wenn fiir den letzten Fall die Elemente 
&,, §,...& von einander verschieden sind, und 
Ge) f (a) = (@— &)" (w@—& J... (@— & 
ist, so nimmt der Ausdruck (9) von f‘ (zx), indem die gleichen 
Summanden vereinigt werden, die Gestalt 
(16) f'(w) =a, @—§)** w@— SG)... (@— 8)" 

+0, (0—§)" (@— 8). @— 5)” 
+a, (#~—&)" (a —&)%...(@—&)** 
an. Mithin hat die Function f’(#) mit der Function f(x) den 
gemeinsamen Theiler 
(17) Go) a) oe, 
und es leuchtet ein, dass zu jedem Factor (—&,)"!, (a— &)", .. 
(x—&,)"4 von f (x) respective der Factor (7 — E\i (a—&)2",.. 
(a—&)%~* von f' (a) *gehirt. Diese Thatsache stimmt mit dem 
am Schlusse des § 49 mitgetheilten Satze iiberein. Die obige 
Gleichung (9) verwandelt sich unter der gegenwirtigen Vor- 
aussetzung in die Gleichung 

Qa U 

(18) a, Qe 7h e (a) 


peewee, |, wb f Ge 
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f' (2) 
f (2) 


indem bei dem Bruche der gemeinsame Theiler (17) her- 


ausfillt. 


§ 95. Partialbruchzerlegung eines Bruches, dessen Nenner 
aus lauter ungleichen Factoren des ersten Grades besteht. 


r («) 


Die Zerlegung eines echten Bruches =~ in Partialbriiche, 


f (#) 
die in (17) des § 93 angegeben ist, gestaltet sich besonders ein- 


fach, sobald die Function f(z) nur ungleiche Factoren des 
ersten Grades enthilt. Alsdann werden die dortigen Zahlen 
Q,,Q,,..0, simmtlich gleich der Einheit, die Zahl A=, und 
die Functionen —, (x), p, (),--- Pn (x) reduciren sich respective 


auf die Constanten g™, g®,...g. Demnach geht die genannte 
Gleichung (17) in die Gleichung 


@ @ @) 
LX 
(1) (7)__ 9 g g 


f(w) «—é&, "EE Maia 1 
iiber. Um die Constanten g®, g®, .. g®, die nach § 93 immer 
und nur auf eine einzige Art bestimmt werden kénnen, aut 
eine besonders bequeme Art zu bestimmen, iS die beiden 
Seiten von (1) wieder mit f(%)= (a — &,) (a—&,)...(«— §) 
multiplicirt, so dass die Gleichung 


(rn) f («) 

a—E, 
entsteht. Wenn man nun die Variable a dureh eine der Grissen 
&,&,..&, ersetzt, etwa durch &,, so verschwinden die Producte 


a: .. 22) durch den in denselben enthaltenen Factor 


~n 


4 S07 ey a) TOs 
(2) TAR) ==0 baer gta eg 


—&, withrend das Product - iy ie) = = (vw — &,) (w— &,).. (a — &) 


den Werth (&,—&,) (&,—&) is &) annimmt; dieser muss 
von der Null verschieden sein, weil nach der bestehenden An- 
nahme keine der Grissen &,, &,, , einer andern gleich ist. 
Aus der Gleichung (2) folgt also fiir die Grésse g™ die Gleichung 
(3) r(E,) = 9 (ey) Gs anni Gplem, 

und folgen durch die entsprechende Ueberlegung fiir g”,.. g” 
die Gleichungen 


é 
aS 
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Vr (E99 G8). (G8) 

(4) ee cane Ae ee aes PT, 
AGS an C0 a (a 

Diese Werthe, welche aus der Voraussetzung abgeleitet 
sind, dass die Gleichung (2) durch die Gréssen g™, g®, .. g 
befriedigt werde, miissen die Gleichung (2) in der That er- 
fiillen, da die Bestimmung der Grissen g™, g®, . . g® miglich 
und zwar nur auf eine einzige Weise moglicli ist. Die Pro- 
ducte, mit welchen in (4) die Gréssen g™, g®, . . g multipli- 
cirt erscheinen, sind, wie aus der Gleichung (9) des vorigen § 
zu schliessen ist, gleich denjenigen Werthen, welche die Func- 
tion f‘ (~) annimmt, sobald man die Variable x beziehungsweise 
gleich den Gréssen &,, &,..& macht. Es wird daher 


n 


Oa PG) ery) in) __ 7 (Ey) 
a ie Gee mH GA! ein FED 
Um ein Beispiel zu geben, sei 
f(a) =a — 5a? + 132—9, 
und nach ausgefiihrter Zerlegung in Factoren des ersten Grades 
f (x) =(w—1) (7-2-1 V5)(w~—2 + iV), 
ferner v(x) =T 2? —42 7 +11. 

Dann ist das Schema der Partialbruchzerlegung, wofern 
é=1, &=2+iV5, &,=2—iV5 genommen wird, dieses 
ieee ete bl eo si o i Ge F 
ve —5ar?+18a@—9 #«—1' gy—9—iV3- «x—2+iV 5° 
da f‘ (x) gleich der Function 322?— 102+ 18 wird, liefern dic 

Gleichungen (5) die Bestimmungen 


(3 ee r (1) ate t 
KGvih, alee?’ 

@) r (2 +iV5) =3421 V5, 
f' (2+iV35) 

(ein pea) Bae V5, 
f (@—iVS) 

mithin ergiebt sich die gesuchte Zerlegung 
(He Oe ee! a427V5  ~8—21V5 


Pim pela) odie he ep) we a8 +i VS 
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Aus der nach den negativen Potenzen der Variable x fort- 
schreitenden Entwickelung des auf der linken Seite befindlichen 
Bruches entsteht nach (1) des § 91 das Aggregat der Summe 
Q,¢'+Q,e4 ° +...Q,x ~~ und eines Restbruches, die Coeffi- 
cienten Q,) Q Q--@Q, bilden nach § 92 eine recurrente Reihe 
der dritten Ordnung, und werden durch die folgenden Gleichun- 
gen bestimmt, welche den Systemen (1) und (2) des § 92 ent- 
sprechen, 


| T= Q, 
— 42=@,—-5Q, 
| AV= 0,5 0, + 1305, 


und fiir #>3 
0=Q,—-59,,4+ 139, ,—99,. 
Die ausgefiihrte Rechnung liefert die Werthe 


Q,=7, Q,=—7, Q,=— 85, Q,=—271,.. 
Nun gehen aus den Briichen mit den Nennern 2—1, 


«—2—iV5, «—-2+iV5 geometrische Reihen hervor, und 
es ist 


1 a we 
3+2iV5 ( . r\—1 . =: : Ns 2 
SEE Tag sseniVo0 vos ae 
Stas 
oe peng Ee: LOR” 
TOLeiVCHiVse Lark a 
4 2) oe 
3—2i1V5 5 5 ——1 " 5 = - i 
Se VETO VD 2+ (83—2i1V5)\2Q—itVY5) at+.. 
oh = _  ay't) a 
FS-2VQ-iVi\2 Gey) 


u—2+2 V5) 
Wir erhalten also vermége der Resultate des vorigen § 
eine Zerlegung der recurrenten Reihe der dritten Ordnung in 
drei geometrische Reihen, wobei das allgemeine Glied Q, der 
Reihe der dritten Ordnung durch die Gleichung 
Q,=1+4 (84+21V5)2+6V5) + (83—21V5)2—iV5) 


dargestellt wird. 
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§ 96. Interpolationsformel. 


Wenn man in der Gleichung (2) des vorigen § statt der 
Grdéssen Gee g” ihre aus der dortigen Gleichung (5) ent- 
nommenen Werthe substituirt, so geht sie in die folgende tiber 

; Biel (2) cea) ob 2 r(&,) f(#) 
(1) r@=2& +2 Gs pile) Ae 
ee ee es 

Die linke Seite derselben ist die belicbig gewihlte ree 
tion des (n—-1)ten Grades 
(2) (a) +, Ot tht is 
die rechte Seite enthalt die  Werthe, welche die Function r (a) 
annimmt, sobald « nach’ cinander gleich den von einander ver- 


schiedenen Gréssen &,,&,,...&, gesetzt wird; ferner ist 
(3) f (x)= (a@—é,) (x ~&,)... (a@—E,) 

=e" +a, o +... +4, ,0+4,, 
und 
(4) f' (@)=na" + (n—1) ao" +... +, 


Die Gleichung (1) bietet ein Mittel, um eine algebraische 
rationale ganze Function des (n—1)ten Grades einer Variable « 
darzustellen, sobald ihre zu yon einander verschiedenen 
Werthen &,,&,,...&, der Variable x zugehérigen Functional- 
werthe 7(&,), 7 (&),...7(&,) gegeben sind; denn wenn man ~ 
diese Werthe in die rechte Seite von (1) einfiihrt, so muss das 
hervorgehende Aggregat von ganzen Functionen des (#—1)ten 
Grades der betreffenden Function 7 (x) gleich sein und driickt 
daher wirklich die Function r(x) aus. 

Die Aufgabe, die Abhdngigheit einer Grisse von einer Va- 
yiable x, oder nach einer in § 101 zu erliuternden Ausdrucks- 
weise eine Function einer Variable x so zu bestimmen, dass 
die zu einer Anzahl von Werthen der Variable zugehérigen 
Werthe gegeben sind, wird eine Aufgabe der Hinschaltung oder 
der Interpolation genannt. Dieser Benennung liegt die Vorstellung 
zu Grunde, dass die Werthe der Function, die zu den nicht 
vorher bezeichneten Werthen der Variable gehéren, zwischen 
den gegebenen Werthen der Function eingeschaltet werden 
sollen. Eine solche Aufgabe ist so lange unbestimmt, als tiber 
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die Beschaffenheit der zu suchenden Function keine naheren 
Bestimmungen hinzugefiigt werden. Die Aufgabe, aus den ge- 
gebenen Werthen x (£,),..7(€) eine Function 7 (#) zu finden, 
welche rational und ganz und vom (n—1)ten Grade sein soli, 
erweist sich aber durch die Gleichung (1) selbst als eine voll- 
kommen bestimmte. Die Gleichung (1) bildet eine zu dieser 
Aufgabe gehiérige IJnterpolationsformel, und zwar wird die 
Gleichung nach ihrem Urheber die Interpolationsformel von 
Lagrange genannt. 


§ 97. Entwickelung der negativen ganzen Potenzen eines 
Binoms in eine Reihe. 


Am Schlusse des § 93 ist gezeigt worden, wie ein gege- 
r (x) 
f(#) 
dargestellt werden kann, deren Zihler Constanten und deren 
Nenner positive Potenzen der in der Function f(#) enthaltenen 
Factoren des ersten Grades «—&,,..2—&, sind, und hieraus 
a entspringende recurrente Reihe 
der nten Ordnung eine Zerlegung in partielle recurrente Reihen 
abgeleitet worden. Die Beschaffenheit dieser Reihen hingt we- 
sentlich von der Potenz ab, zu welcher das in dem Nenner des 
zugehérigen Bruches aus der variabeln Grésse w und einer be- 
liebigen festen Grésse § gebildete Binom 2—& erhoben ist, da 
der constante Zihler des Bruches sich allen Gliedern der Reihe 
als Factor mittheilt. Wir haben es daher mit denjenigen Reihen 


bener echter Bruch als ein Aggregat von Partialbriichen 


ist fiir die aus dem Bruche 


zu thun, welche aus der Entwickelung eines Bruches — 
“—é 
der negativen ganzen (—a)ten Potenz des Binoms «—é& ent- 
stehen. Der Fall des Exponenten a=1, dem die geometrische 
Reihe entspricht, ist in § 90 behandelt und scitdem mehrfach 
angewendet worden. Die Betrachtung wird deshalb mit dem 
Werthe des Exponenten a=2 beginnen und zu den hoheren 
Werthen von a aufsteigen. 
Es werde in der Gleichung (1) des §91 die Function f(z) 


durch (a — §&)", r(x) durch die Einheit ersetzt, und es sollen, um 


a oder 
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die verschiedenen Werthe der Zahl a zu unterscheiden, die mit 
Qn Qn -> Op RO, R ©... R, bezeichneten Gréssen noch einen 
zweiten untern vee a erhalten; hier ist die Zahl » der Zahla 


gleich, und es entsteht die Gleichung 


1 == =. = (1 
(1) G25 +Q, 2 AP ogaite Q, 9% 
(4) —t—2 iD) —t1 
Fon w +.. Hoa | aac? ay 
(w—é)° 


Die Zalil ¢ soll nur solehe Werthe annehmen, die gleich 
oder grésser als a sind. Da die Coefficienten der Function , 
(~—&)" sich nach dem in § 46 enthaltenen binomischen Lehr- 
sitze foleendermassen bestimmen 


a a Ges a(a—1) Pe 2g 
(2) («—t) =a —ax ebir con & g 


so ergiebt sich aus dem System (3) des § 91 fiir die Gréssen 
Qo Gr,00-+ Gas, das System Gleichungen 


(yng 


(0= Qo. 
0=Q)4 aE Gat 
1 
()]9=%e —9E A, poe Sg 


a—1 ee he 
P= Qe ee. ae ot ee "eg “Ore 


aus dem System (4) dess. § fiir jede Grisse Q,, bei der >a 
ist, die Gleichung 
=e) a ea 
(4) iN e es 05 Og eee )s Qo, abe =e 1) E ER 
und aus dem System (5) desselben fe fiir die Grissen (ie a , Vinee ; 


das System Gleichungen 


a(a—1) .0 (6) 
[° eS EQ, ot Meads Q. Pee eye: One hae 


0= eaiiscy; sade 
Das System (3) hat zur Folge, dass die simmtlichen Gréssen 
Qo Gi.g*+ DIS Q, 9, gleich Null sein miissen, und dass Q, 44 
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stets gleich der Einheit ist. Bei der Annahme a= 2 erhalten 
(4), (5) beziehungsweise die Gestalt 


(4*) 0= OQ, 25 Q,-1,9 7 ee Q,9,9 
Eos 9 (OD 

(5*) fo=—220,, ee Q,ao+ Fos 
2 ! 

\o = 20.9 + Re 


Die Auflésung der Gleichungen zeigt, da Q,, den Werth Null, 
Q;,. den Werth der Einheit hat, dass Q,,=26& und allgemein 
Q,.= te” ist; ferner findet sich RY, = (+1) &, RY = — ts", 
und die Gleichung (1) liefert die Entwickelung 

®) (a—§) "=a + 2Ea > +.. 


By ze —f—1 ay 


(t+ 1)E ae Te a $E te er re 

(e—8y 
Durch die Voraussetzung a= 3 werden aus (4) und (5) respec- 
tive die Gleichungen 


(4*)  O= Q.3 8S Q.13+3F Urata = Qs, 3 


{2 =inssatiee Venteb ic Vase onuete 
(6, 10= 3PQ,, —F Gast Ri 
v= —£Q,, + RY, 
Hier ist Q, ,= 0, Q, ;= 0, Q, ,= 1; mithin kommt Q, ,=3§, 
Q,,= 6& und allgemein Q, , =) e” demgemiiss 
RO, = teas 1) 7 RO, = —(P_— 1) #) RO = ck: git, 


Aus der raeiectap (1) folgt daher 
(7) (a—é) =a P+ SF ay ee, Fc re t(t— Sues i. 


O(¢+1) wey . “ rad 
SEM star Leet Pallet mc 1) gH yo 


+ — : 

(@ —§) 
Fiir einen beliebigen Werth der positiven ganzen Zahl a 
ergiebt sich aus der Relation (4) mit Hiilfe der Werthe 
Qa ae 0, o orn 0, au Vay Qo. 1, dass Qua a S: Q dice 


gleich ———* £ ist, dass Q, , gleich dem Product einer Zahl in die 


f—a+1 : 
Potenz &"** wird, ferner aus (5), dass RY, Re MRO respec- 
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tive gleich dem Product einer Zahl in eine der Reihe nach ent- 
sprechende Potenz der Grésse & sein muss, niimlich 

O __ ga eat (4) () gfat] O __ ort) t+1 
(8) B= 3 § R= og th Gg Se 
Die vollstindige bc tieiaee der Gréssen @, , ist in der Glei- 


chung 
Nie ten ie) eee fasta 
o) =p sa! y 

enthalten, deren Beweis nicht schwer zu fiihren ist, an dieser 
Stelle jedoch der Kiirze halber iibergangen wird. Mit Hiilfe 
von (8) kénnen aus (5) vollstiindige Ausdriicke der Grissen 
Bove Mya Me a 
gegeben, um fiir alle auf der rechten Seite der Gleichung (1) 
vorkommenden Gréssen allgemein giiltige Ausdriicke aufzustellen, 
und die betreffende Entwickelung der (—a)ten Potenz des Binoms 
(«—8&) in eine nach den negativen Potenzen von x fortschreitende 
Reihe allgemein durchzufiihren. 


abgeleitet werden. Hiemit ist der Weg an- 


§ 98. Grenzwerth der Summe einer geometrischen Reihe bei 
wachsender Anzahl der Glieder. 


Der Ausdruck fiir die Summe der (¢+1) ersten Glieder 
einer geometrischen Reihe gewinnt eine neue Bedeutung, sobald 
die Voraussetzung hinzukommt, dass die Anzahl der Glieder (¢+ 1) 
nach und nach immer grissere Werthe annehme. Der beziigliche 
Ausdruck ist in der Gleichung (5) des § 96 mitgetheilt, welche, 
sobald man wieder a,7%+a,=a,(x— &) setzt und hierauf a,= 1 


nimmt, in die folgende iibergeht 
r gitt er an 5 a 
(1) 9, = 8) er gg tr Ee +r x 


a—sé a—é 
trea. 


Nach einer am Ende des § 92 gemachten Bemerkung gilt 
diese Darstellung fiir alle Werthe der Verinderlichen x mit 
Ausnahme des Werthes z=& Wenn wir uns nun denken, 
dass die Anzahl (¢+ 1) der Glieder der auf der rechten Seite 
von (1) gebildeten Summe grésser und griésser werde, so ad- 
diren sich zu den vorhandenen Gliedern der geometrischen 
Reihe immer neue Glieder. Der auf der linken Seite von (1) 
befindliche Ausdruck der Summe besteht aber aus zwei Theilen, 
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von denen der erste— 


a“ 


se die Zahl ¢ gar nicht enthalt und des- 


halb bei wachsendem ¢ ungeiindert bleibt, wihrend der zweite 
eit1 —t-1 
sofa eat ues bei wachsendem ¢ sich fortwiihrend aindert. Wir 


a—é 
wollen nun unser Augenmerk darauf richten, wie sich der 
letztere Ausdruck bei einer stets wachsenden Zahl ¢ verhalte, 
und unterscheiden bei der ferneren Untersuchung der Gleichung 
(1) zwei Fille. 


Es sei zuerst € gleich einer beliebigen reellen Grosse, r, 
ebenfalls, und « bekomme einen beliebigen reellen, aber von & 
nothwendig verschiedenen Werth. Dann enthilt die rechte wie 
die linke Seite von (1) nur reelle Gréssen. Der Ausdruck 

t+1 —t1 
r v 
(2) Giri aioend 


a—é 


besteht aus dem Product der von ¢ unabhiingigen bestimmten 


Grisse — - car: in die (¢+1)te Potenz des Bruches = Der ge- 


& 


nannte Bruch hat unter der gegenwiirtigen Voraussetzung einen 
reellen Werth, der positiv oder negativ, jedoch niemals gleich 


<= 


der positiven Einheit sein kann. Wenn die Grésse — positiv 
2 


und grésser als die Einheit ist, so behilt die Potenz () 


& 


stets das positive Vorzeichen, und ihr Werth wird bei wach- 
sendem ¢ grisser als jede beliebig gegebene Grisse. Der be- 
treffende Satz ist in § 19 fiir die Annahme bewiesen, dass ein 
die Kinheit tibertreffender rationaler ganzzahliger Bruch auf 
immer héhere positive ganze Potenzen erhoben wird; doch kann 
der gelieferte Beweis unmittelbar auf jeden die Einheit iiber- 
’ treffenden bestimmten positiven Werth iibertragen werden. So- 


bald die Grisse = positiv und kleiner als die Einheit ist, so 
Sah 1 
behiilt die Potenn(*) , die gleich,—,,,, ist, stets das positive 


a\i 
= 


Vorzeichen und wird bei wachsendem ¢ kleiner als jede noch so 
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kleine beliebig gegebene Grésse, da die in die Einheit zu di- 
t+1 

vidirende Potenz (2) nach dem angeftihrten Satze tiber jedes 

Mass hinaus wiichst. Bei einem negativen Werthe des Bruches 


: ergiebt die Gleichung 


(8) eee 


av & 


tl 
dass das Vorzeichen der Potenz (2) , je nachdem ¢+1 eine 


gerade oder eine ungerade Zahl ist, fortwahrend abwechselt, 
und dass der-absolute Werth der Potenz iiber jedes Mass 


wachst, wofern —= ein unechter Bruch ist, dagegen kleiner 


wird als jede beliebig kleine gegebene Grésse, wofern Bs 
ein echter Bruch ist. Fiir den Fall, dass = — & ist, nimmt 
die Potenz 2)" abwechselnd den Werth der positiven und der 
negativen Einheit an. Hieraus folgt, dass der Werth des Aus- 
druckes (2) fiir wachsende Werthe der Zahl ¢, wenn = positiv 
und grésser als die Einheit ist, stets sein Vorzeichen behilt 
und numerisch itiber jedes Mass wiichst, wenn = positiv und 
kleiner als die Einheit ist, stets sein Vorzeichen behalt und 
numerisch beliebig klein wird, wenn = negativ und numerisch 
erésser als die Kinheit ist, sein Vorzeichen wechselt und nu- 
merisch iiber jedes Mass wichst, wenn = negativ und numerisch 
kleiner als die Einheit ist, sein Vorzeichen wechselt und nu- 
merisch beliebig klein wird, und endlich, wenn = = — 1 ist, 


sein Vorzeichen wechselt, ohne seinen numerischen Werth zu 
indern. 

Der Werth des Ausdruckes (2) zeigt also unter den er- 
wihnten Voraussetzungen die Beschaffenheit, bei stets wach- 


Lipschitz, Analysis. 30 
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senden Werthen der Zahl ¢ in dem Falle von einer bestimmten 
Grisse beliebig wenig abzuweichen, oder, sich emem bestimmten 


gs : E A 
Grenzwerthe beliebig zu ndhern, wenn der Bruch vr numerisch 


unter der Einheit liegt, und zwar ist dieser Grenzwerth die 
Null. Dagegen hat derselbe Ausdruck diese Eigenschaft nicht, 


wofern der Bruch numerisch tiber der Einheit liegt oder der 
av 


negativen Einheit gleich ist. Weil nun die linke Seite der 
Gleichung (1) erhalten wird, indem man zu dem von ¢ unab- 


hingigen Werthe =e den Werth des Ausdruckes (2) hinzu- 


Se 
addirt, so nihert sich die linke Seite der Gleichung (1) dann 
und nur dann einem bestimmten Grenzwerthe, wenn dies fiir 
den Ausdruck (2) der Fall ist, und weil der Grenzwerth des 
Ausdrucks (2) die Null ist, so ist der Grenzwerth der linken 


' Seite von (1) der Werth 


Vo 
ea, 
aan 


x 

Die auf der rechten Seite von (1) stehende Summe der (t+ 1) 
ersten Glieder einer geometrischen Rethe hat deshalb bei reelien 
Werthen von r,, « und § die Eigenschaft, sobald die Anzahl der 
Glieder (t+1) fortwahrend wichst, sich in dem Falle und nur 


= 


; : H S 
in dem Falle einem Grenzwerthe zu nihern, dass der Bruch —- 
x 


numerisch kleiner ast als die Einheit; dieser Grenzwerth wird 


alsdann durch den Bruch —2 


= ausgedriickt. 
te 


In dem § 21, welcher den Abschnitt II, Elemente der Al- 
gebra, beginnt, ist hervorgehoben, dass die Untersuchung der 
Resultate, welche aus einer beschrinkten Zahl von Griéssen 
durch cine beschrinkte Zahl von Anwendungen der vier Grund- 
operationen entstehen, den Gegenstand der Algebra bildet. 
Demnach gehért die Betrachtung der Summe einer besehriinkten 
Zahl von Gliedern einer geometrischen Reihe der Algebra an. 
Die Bestimmung des Grenzwerthes, dem sich die Summe einer 
geometrischen Reihe bei wachsender Zahl ihrer Glieder nihert, 
verlisst dagegen den Boden der Algebra. Genau ebenso steht 
es, wie im voraus bemerkt wird, mit der Betrachtung der 
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Summe der (¢+1) ersten Glieder einer recurrenten Reihe der 
mten Ordnung, deren Ausdruck in (6) des § 92 aufgestellt ist. 
Aus diesen Ursachen liegt der Inhalt des gegenwiirtigen Ab- 
schnittes zum Theil auf dem algebraischen Gebiete und zum 
Theil ausserhalb desselben. 


Kine Summe von Gliedern, deren Anzahl wachsend gedacht 
wird, nennt man eine wnendlich ausgedehnte Summe. Die Frage 
danach, ob die Summe der von einem bestimmten Gliede anfan- 
genden in der gegebenen Ordnung auf einander folgenden Glieder 
bec wachsender Anzahl sich einem bestimmten Grenewerth ndhere, 
wird mit dem Ausdruck bezeichnet, 0b die unendlich ausgedehnte 
Summe der Reihe convergent sei. Fiir den Fall dass dies zu- 
trifft, heisst der betreffende Grenzwerth die Swmme der unend- 
lichen Reihe und die Aufsuchung der Summe die Summation 
der unendlichen Reihe. Fiir den Fall, dass die Reihe nicht con- 
vergent ist, sagt man, dass die unendliche Reihe keine Summe 
hat. Die fiir die geometrische Reihe gefundenen Resultate 
lassen sich demnach so ausdriicken, dass, wenn bei der obigen 
Bezeichnung r,, « und & reelle Gréssen sind, die Summe der un- 
endlich ausgedehnten geometrischen Reihe dann und nur dann 


convergirt, sobald der Bruch = einen unter der Einheit iegenden 


numerischen oder absoluten Werth hat, und dass alsdann die 
Summe der unendlichen geometrischen Rethe durch den Bruch 
ro 


dargestellt wird, 


ie 


Ein sehr einfaches Beispiel einer unendlichen geometrischen 
Reihe liefert die Verwandlung eines ganzzahligen Bruches, der 
auf seine kleinste Benennung gebracht einen Nenner hat, weicher 
andere Primfactoren als die Zwei und die Fiinf enthalt, in einen 
Decimalbruch. Ein Bruch von jener Art kann keinem endlichen 
Decimalbruche, das heisst, keinem Bruche gleich werden, dessen 
Zihler eine beliebige ganze Zahl und dessen Nenner eine be- 
stimmte Potenz der Zehn ist, und es ergiebt sich leicht, dass 
das der Rechnung mit Decimalbriichen entsprechende Divisions- 
verfahren auf einen periodischen Decimalbruch ftihrt. So bringt 


der Bruch - den periodischen Decimalbrugh hervor 
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. = = 0,142857 142857... 


Es ist aber dieser Decimalbruch nichts anderes als die 
ceometrische Reihe 


142857 142857 142857 
10° 10” pele Cae 
A ; 142857 
deren Summe, da in den obigen Formeln 7, = doghinke 


Z—= 1, i—— zu setzen ist, fiir eine wachsende Anzahl von 
Gliedern gegen den Grenzwerth 
142857 
1Oo yrs V4 ESTER yf 
ie wen 
ry 
convergirt. 


Wir betrachten jetzt die Gleichung (1) unter der zweiten 
Voraussetzung, dass § gleich einer beliebigen complexen Grosse, 
r, gleich emer beliebigen compleaen Grosse sei und dass # eben- 
falls einen beliebigen, aber nothwendig von § verschiedenen com- 
plexen Werth annehme. Die complexen Gréssen mégen in die 
Gestalt gebracht werden 
(4) &=o (cos pt+ising), r,=c (cosf+isinf), v=s(cosd+isin 9), 
wo die positiven Gréssen o, ¢, s die absoluten Betriige von &, 
r,, « darstellen, und die Winkel gy, /, # bis auf ein beliebiges 
Vielfache einer ganzen Kreis-Peripherie vollstiindig bestimmt 
sind. Jedes Glied der auf der rechten Seite von (1) befind- 
lichen geometrischen Reihe zerfillt jetzt in einen reellen und 
einen imaginiren Theil, und zwar kann man die Trennung der- 
selben sehr leicht bewirken, da nach einer vielfach angewen- 
deten Regel 


(5) r,a@ =cs ‘(cos (f—9)+isin (f—3)) 
r,é «@=co 's (cos (f+ gy —29) +7sin (f+ pg —29)) 
“ite nj: cot at ate ct je RH 
=cos  (cos(f+tg — (t+ 1) 9) 
+ csin(f+tm—(t¢+1) 9) 
ist. Auf diese Weise wird die rechte Seite von (1) gleich dem 


r, Ey 
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Ageregat einer Summe von (¢+ 1) reellen Gliedern und einer 
mit der imaginiren Einheit ¢ multiplicirten Summe von (¢+1) 
reellen Gliedern, 
(6) (c's cos (f—I)+co0 s cos (f+gm—29) 4+. 
+co's ' cos(f+tp—(t+1) 9) 
+i (¢*s sin (f—9)+co ’s sin (f+p—29)+. 
+co's ‘sin (f+tgm— (t+1))). 
Fiir die beiden Bestandtheile der linken Seite von (1) 
finden sich vermége der Bezeichnungen (4) die Ausdriicke 


r ¢ (cos f+ isin f) 


) he 
a—— 8 (cos J + 7 sin F)—o (cos p + isin ~)’ 
ph Se 

8 PMTs She iat 

@ nes 


eo s (cos(f— (t+ 1)(9—g)) + isin(F—(t+1) (G—9))) 
s (cos + i sin F)—o (cos p +i sin —) 


Wird in jedem derselben der reelle und der rein imaginire 
Theil getrennt, so stellt das Aggregat der beiden reellen Theile 
die in (6) enthaltene Summe von (¢+ 1) reellen Gliedern, und 
das Aggregat der beiden rein imaginiren Theile die in (6) 
enthaltene mit der imaginaren Hinheit ¢ multiplicirte Summe 
von (¢+ 1) reellen Gliedern dar. 

Um zu beurtheilen, wie der Ausdruck (8) sich bei wach- 
senden Werthen der Zahl ¢ andere, kann man den in § 30 be- 
griindeten Satz benutzen, dass der absolute Betrag eines Pro- 
ducts gleich dem Producte der absoluten Betrage der Factoren 
ist. Der Factor cos (f—(¢+ 1)(#—g)) + sin (f—(t+ 1)(9 — g)) 
hat seinen absoluten Betrag gleich der Einheit, der Factor 

—c 
8 (cos 3 + i sin F) — o (cos p + sin gp) 


den von ¢ unabhiangigen absoluten Betrag 
, : 
V (s cos 3—o cos ~)? +(ssin I—o sin gy)? 


t+1 
der reelle positive Factor ices Ve) driickt selbst sei- 


nen absoluten Betrag aus. Nun haben wir bemerkt, dass die 
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t+1 
10) : eps ee 0 : 
Potenz (2) einer positiven reellen Grosse % bei wachsenden 


Werthen der Zahl ¢ iiber jedes Mass wachst, wenn : groésser 
ist als die Einheit, dass sie unter jede noch so kleine Grosse 


herabsinkt, wenn - kleiner ist als die Einheit, und gleich der 


Einheit bleibt, wenn - gleich der Einheit ist. Hiernach ist mit 


Sicherheit zu schliessen, dass der absolute Betrag des Aus- 
druckes (8) fiir eine wachsende Zahl ¢ kleiner wird als eine 


beliebig kleine gegebene Grésse, wofern die positive Grésse = 


unter der Einheit liegt. Weil aber der absolute Betrag einer 
complexen Grésse niemals kleiner sein kann als der numerische 
Werth ihres reellen Theiles und auch als der numerische Werth 
ihres von dem Factor i befreiten imaginiiren Theiles, so muss 
unter der angegebenen Bedingung bei dem Ausdrucke (8) so- 
wohl der numerische Werth des reellen Theiles wie auch der 
numerische Werth des von dem Factor 7 befreiten imaginiren 
Theiles, sobald die Zahl ¢ ohne Ende wiichst, beliebig klein 
werden oder, was dasselbe ist, sich der Null als Grenzwerth 
nihern. Die in (6) dargestellte Summe, welche fiir jede Zahl ¢ 
gleich dem Aggregat der Ausdriicke (7) und (8) ist, wird also 


bei wachsenden Werthen der Zahl ¢, sobald — gleich einem 


echten Bruche, das heisst, sobald der absolute Betrag s der 
complexen Grésse 2 grésser als der absolute Betrag o der com- 
plexen Grosse & ist, gleich dem Aggregat des Ausdruckes (7) 
und eines Ausdruckes, dessen reeller und imaginirer Theil 
sich der Null als Grenzwerth nihern. Folglich convergirt so- 
wohl die reelle wie auch die in die imagindre Einheit i multi- 
plicirte in (6) enthaltene unendlich ausgedehnte Summe, oder, was 
dasselbe ist, es convergirt die unendlich ausgedehnte Summe (6), 
sobald der absolute Betrag der complexen Grésse x grésser ist 
als der absolute Betrag der complexen Grosse &, und die Summe 
der unendlichen Reihe (6) wird alsdann durch den Ausdruck 
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(9) welts c (cos f+ sin f) 
#—§ s(cos#+ isin 9)— o(cosp+i sing) 
jt os (cos (f—#) +3 sin (f—9)) — co (cos (f— p) +i sin (f—@)) 
(scost—ocosy)?+(ssn9—osng)® 
c s (cos (f—F)— co cos (f—g) 
(s cos } —o cos ~)? + (s sin J — s sin g)? 
(cs sin (f — 9)— cosin (f—@) 
(s cos —o cos ~)? + (ssin ¢— osing)? 
dargestellt. 


Eine fortgesetzte Erérterung ergiebt, dass der reelle und 
der imaginére Theil des Ausdruckes (8) bei wachsender Zahl ¢ 
sich nicht festen Grenzen niihern, sobald der Quotient der ab- 


soluten Betrige s tiber der Einheit liegt oder der Einheit gleich 
ist. Wenn = tiber der Einheit liegt, so wichst der Factor 


t+1 
(=) mit der Zahl ¢ iiber jedes Mass. Wenn = gleich der 


Einheit ist, so muss, um die Voraussetzung zu bewahren, dass 
x nicht gleich & sein darf, der Winkel 39 einen von dem Win- 
kel g verschiedenen Werth erhalten und dann schwankt der 
Ausdruck (8) bei wachsendem ¢ fortwihrend in seinem reellen 
und seinem imaginiren Theile, ohne sich einer festen Grenze 
zu n&hern. 

Die Bedingung fiir die Convergenz der unendlich ausge- 
dehnten geometrischen Reihe (6), dass der absolute Betrag der 
complexen Grésse x grésser sei als der absolute Betrag der 
complexen Griésse & lisst sich mit Hiilfe der Gauss’schen Inter- 
pretation der complexen Gréssen anschaulich machen. Wenn 
man durch den Punkt der Ebene, welcher der complexen 
Grosse € entspricht, um den Punkt, welcher dem Werthe Null 
entspricht, als Mittelpunkt einen Kreis beschreibt, so miissen 
alle Punkte, die zu einer jene Bedingung erfiillenden complexen 
Grosse x gehdren, ausserhalb jenes Kreises liegen, da der Ra- 
dius des beschriebenen Kreises durch den absoluten Betrag der 
Grosse & und der Abstand eines Punktes, welcher der com- 
plexen Grosse x entspricht, von dem Mittelpunkt des beschrie- 
benen Kreises durch den absoluten Betrag der Grésse « gemessen 


(1) 
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wird. In dem zuerst besprochenen Falle, wo & und z reelle 
Gréssen sind, kommt bei der geometrischen Deutung nur die 
Bestimmung hinzu, dass der zu der Grosse € gehérende Punkt 
und die zu den Werthen der Grésse x gehdrenden Punkte auf 
der Axe der reellen Werthe zu liegen haben. 


§ 99. Summation einer unendlich ausgedehnten recurrenten 
Reihe von beliebiger Ordnung. 


Fiir die recurrenten Réihen, welche aus der Entwickelung 
der negativen Potenzen eines Binoms (g— Ele, (el. : 
entstehen, kiénnen mit Hiilfe des § 97 Ausdriicke der Summe 
der (¢+ 1) ersten Glieder gebildet werden. Zum Beispiel folgt 
aus der dortigen Gleichung (6) unmittelbar die Gleichung 

=r et+1 SS , 
oat, Ne a ae 
und ein uhnliches Resultat lasst sich fiir den Exponenten Drei 
aus (7) und fiir einen beliebigen Exponenten a aus (1) und (8) 
ableiten. Die Frage nach der Bedingung, unter der die so eben auf 
der rechten Seite von (1) hingeschriebene Summe bei wachsendem 
¢ gegen einen bestimmten Grenzwerth convergirt, kann hier, wie 
es bei der geometrischen Reihe geschehen ist, durch die Erér- 
terung des zweiten Bestandtheils der linken Seite von (1) be- 
antwortet werden; da aber dieselbe Frage im Abschnitte V 
wieder auftreten wird, so unterdriicken wir die betreffende Er- 
drterung und erwa&hnen nur, dass die Bedingung der Convergenz 
entsprechend ausfillt wie bei der geometrischen Reihe, und 
dass, wenn diese Bedingung befriedigt ist oder wenn der ab- 
solute Betrag der Grisse « grésser ist als der absolute Betrag 
der Grisse § der zweite Bestandtheil der linken Seite von (1) 
sich der Null niihert, und daher die rechte Seite von (1) gegen 


d 


einen Grenzwerth convergirt, welcher durch den Bruch ee 
Otis 
ausgedriickt wird. 

Aus der Gleichung (1) und den Bestimmungen (8) und (9) 
des § 97 ergiebt sich die Gleichung 
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w 3 —a-+t+2 G : t+1 
1 Ho (=) + Ono + n®, (2) 


& 


2 
e Ci bla (ao 
Sante wearin tet et entviae. 


a(a+1)..¢ fa perl 

1 aan Gye DB 
Die Bedingung fiir die Convergenz der auf der rechten 
Seite befindlichen Summe ist auch hier wieder dieselbe, und 
sobald sie gilt, nahert sich der zweite Bestandtheil der linken 
Seite fiir eine wachsende Zahl ¢ der Null, und der Grenzwerth 
fiir die auf der rechten Seite von (1) befindliche Summe ist der 


Bruch 


+ 


1 

(e— 8 | 

Mit diesen Hiilfsmitteln kann die Convergenz einer unend- 
lich ausgedehnten recurrenten Reihe beurtheilt werden, die aus 
r (x) 
f (2) 
standen ist. Wir bediirfen aber hiezu der Zerlegung der Func- 
tion f(x) in ihre einfachen Factoren. Die beziigliche Zerlegung 
der Function f(z) sei durch die Gleichung (16) des § 93 dar- 
gestellt, ferner nach den dortigen Vorschriften die Zerlegung 


der Entwickelung eines beliebigen echten Bruches ent- 


des Bruches a in solche Partialbriiche bewerkstelligt, deren 


Zahler Constanten, deren Nenner die Potenzen (x — &,), . 
(a —&)",...(@— &),... (wv —&,)™ sind, und deren Gestalt in 
der Gleichung (18*) des,§ 93 angedeutet ist. tir jeden ein- 
zelnen Partialbruch lasst sich nun die nach den negativen Po- 
tenzen der Variable x fortschreitende Entwickelung gemass dem 
Vorbilde der obigen Gleichung (2) ausfiihren, indem der zuge- 
hérige constante Zihler auf beiden Seiten als Factor hinzuge- 
fiigt wird. Das Aggregat der sammtlichen auf (¢+1) Glieder 
ausgedehnten Entwickelungen wird dann gleich dem Aggregat 
der (¢ +1) ersten Glieder der in (J) des § 91 definirten re- 
currenten Reihe, wélches Aggregat in (6) des § 92 so darge- 
stellt ist 
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r (a) nO oe ee Peta ae +ioet Re goo 
f (2) f (2) 

HF aH —l—1 

=e FQ e+... + Oe 


(3) 


Auch lisst sich die Zusammensetzung des Bestandtheiles ae 
der linken Seite von (3) aus den einzelnen Partialbriichen und 
die Zusammensetzung des zweiten Bestandtheils der linken Seite 
aus den Restbriichen der einzelnen Partialentwickelungen leicht 
tibersehen. 

Die Bedingungen fiir die Convergenz der einzelnen par- 
tiellen recurrenten Reihen sind nun die folgenden: fiir die- 


jenigen Reihen, welche zu den Nennern x—&,,.. .(a—é,)" 
gehéren, muss der absolute Betrag der Grisse x, das heisst, 
falls man a reell annimmt, der absolute Werth der Grisse x 
grésser sein als der absolute Betrag der Grisse §,; fiir die 
Reihen, welche zu den Nennern x— &,, .. (v—&,)” gehéren, muss 
der absolute Betrag der Grésse w grésser sein als der absolute 
Betrag der Grosse &,, u. s. f. 

Es muss daher, damit die Summen aller einzelnen Rethen 
convergiren, der absolute Betrag der Grosse x grisser sein als 
jeder der absoluten Betrdge der Gréssen &,, &, ...§& Falls 


~2 


dieser Bedingung Geniige geleistet ist, so haben wir gefunden, 
dass die Summe jeder partiellen recurrenten Reihe bei wach- 
sender Zahl ¢ gegen einen Grenzwerth convergirt, welcher durch 
den Bruch dargestellt wird, aus dessen Entwickelung die Reihe 
entstanden ist. Das Aggregat der in Rede stehenden Partial- 
briiche ist aber der Bruch 3 selbst. Hieraus darf geschlossen 
werden, dass das auf der rechten Seite von (3) befindliche Aggre- 
gat der (t+ 1) ersten Glieder einer recurrenten Reihe bet wach- 
sender Zahl t convergirt, sobald der absolute Betrag der Grosse « 
grosser ist als der absolute Betrag von jeder der Gréssen 
&,§,...&, und dass die Summe der betreffenden unendlich 


ausgedehnten Rethe gleich dem Werthe des Bruches wy ast. 


Bei dem in § 95 angefiihrten Beispiele gelten die Werthe 
&=1, §,=2+iV5,& =2—iV5, deren absolute Betrage re- 
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spective gleich 1,3,3 sind. Die zugehérige recurrente Reihe 
der dritten Ordnung convergirt deshalb, sobald der absolute Be- 
trag der Grosse x die Zahl Drei iibertrifft. 

Wenn man, wie im vorigen §, fiir die Grissen &,, &,...& 
und die Grésse « die Gauss’sche geometrische Interpretation 
anwendet, so miissen die Punkte, die solchen Werthen der 
Grésse « entsprechen, fiir welche die. aufgestellte Bedingung be- 
friedigt ist, ausserhalb des gréssesten von allen Kreisen liegen, 
die um den Punkt, welcher die Null reprisentirt, als Mittel- 
punkt beschrieben sind und durch die Punkte hindurchgehen, 
die zu den Groéssen &,, §,...&, gehdren. 


Abscechnitt IV. 


Exponentialfunctionen und Logarithmen, trigonome- 
trische Functionen und inverse trigonometrische 
Functionen. 


Capitel I. 
Exponentialfunctionen und Logarithmen. 
§ 100. Exponentialfunctionen. 


Die Rechnung mit den Potenzen, deren Basis C eine be- 
liebige bestimmte positive Grésse ist, und deren Exponenten 
positive oder negative rationale ganzzahlige Briiche sind, griin- 
det sich auf den Nachweis, dass die reelle positive nte Wurzel 
aus der Grésse C eindeutig bestimmt ist. Dieser Nachweis ist 
in § 20 gefiihrt, und an denselben schliesst sich die Definition 

asd 

einer Potenz OC" als eindeutig bestimmte positive Grésse; hier 
bedeutet ~ eine positive ganze Zahl und a eine positive oder 
negative ganze Zahl. Wenn », eine zweite positive ganze Zahl, 
und b, eine zweite positive oder negative ganze Zahl ist, so 
sind die Regeln fiir die Rechnung mit den Potenzen von der 
Basis C und von rationalen gebrochenen Exponenten in den 
Gleichungen enthalten, die sich in (10) des § 19 und in (2) des 
§ 20 finden, und folgendermassen lauten 


(1) co" : ois — ee ny 


(2) = 
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BNbs fabs 
an is (choo. 

Die Potenz C” ist die einzige positive reelle Wurzel der 
reinen Gleichung des ten Grades 

OC, 

fed 
und die Potenz C” ist gleichzeitig sowohl die einzige positive 
reelle Wurzel der reinen Gleichung des nten Grades 
n a 

y= " 
wie auch die ate Potenz der Grisse C’. In so fern bildet die 
Rechnung mit den Potenzen, deren Exponenten ganzzahlige Brtiche 
sind, einen Theil der Algebra. Man kann nun, wie sogleich 
gezeigt werden soll, den Begriff der Potenz einer Basis C dahin 
ausdehnen, dass der Exponent eine beliebige rationale oder 
irrationale bestimmte reelle Grésse sein darf; dieser erweiterte 
Begriff geht dann iiber das Gebiet der Algebra hinaus. 

Der zu dem beziiglichen Zwecke fiihrende Process besteht 
in einer Anwendung des Gedankenganges, auf dem die Rech- 
nung mit Gréssen, die nicht rationale ganzzahlige Briiche dar- 
gestellt sind, iiberhaupt beruht, und der in den §§ 15 und 16 
auseinander gesetzt ist. Wir kehren nunmehr zu dem dama- 
ligen Ausgangspunkte zuriick und machen dieselbe Annahme 
wie in § 15, dass eine Reihe von rationalen ganzzahligen Briichen 
(5) PRYOR 
gegeben sei, welche durch die Befolgung bestimmter Vorschriften 
unbeschrankt fortgesetzt werden kann und so_beschaffen ist, 
dass ihre Individuen einen bestimmten Werth numerisch niemals 
iiberschreiten, und dass sich immer fiir einen beliebig gegebe- 


nen kleinen Zahlenwerth ein Bruch f? bezeichnen lisst, dessen 


aden ° “< : (p+s) 
mit irgend einem spiiteren Bruche der Reihe vy’ genommener 


Unterschied yal las ete , abgesehen von seinem Vorzeichen, unter 


dem Werthe liegt. Die Briiche der Reihe (5) mégen nach 
einander der bestimmten reellen positiven Grosse C als Expo- 
nenten beigelegt werden, wodurch die entsprechende Reihe von 
bestimmten Grissen 
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(6) Ae ke bie 

entsteht. Die Griésse C muss von der Einheit verschieden sein, 
wenn nicht alle diese Griéssen selbst den Werth der Einheit 
haben sollen. Im tibrigen darf C ebenso gut tiber als unter der 
Einheit liegen; um eine feste Vorstellung zu haben, wird von 
jetzt ab angenommen, dass C grésser als die Einheit sei. Man 
kann nun beweisen, dass aus der vorausgesetzten Eigenschaft der 
Briiche y‘, y“,... eine entsprechende Eigenschaft der Gréssen 
Ge Es ard folgt. Da sich zu jedem beliebig kleinen gegebe- 
nen Zahlenwerth w eine soleche ganze Zahl M7 wihlen lasst, 
dass der Bruch + noch kleiner ist als w, so steht nichts im 
Wege, bei der von den Briichen (5) zu erfiillenden Forderung 
den beliebig kleinen gegebenen Zahlenwerth w durch einen 

2 

passend gewahlten Bruch 7 mi ersetzen. Es darf also ver- 
langt werden und ist in Folge der getroffenen Voraussetzung 


immer mdglich, fiir jeden dem Bruche =i beizulegenden kleinen 


Werth eine Zahl p so zu bestimmen, dass, wie auch immer die 
positive Zahl s angenommen werde, die Bedingung 


1 Gy) oa. a 
7 Soe ya 2 
(7) 1) VW: =a 
erfiillt ist. Da die Grésse C iiber der Einheit liegen soll, so 
1 


befindet sich die Gyisse CO” ebenfalls tiber der Einheit, und die 


a 


Potenz C” iiber oder unter der Kinheit, je nachdem die ganze 
Zahl a positiv oder negativ ist, wihrend die Grisse C’= 1 ist. 
Demnach folgt aus der obigen Gleichung (2), dass, wenn fiir 
zwei Briiche = und a die Differen, “ — © positiv ist oder 
by n 1, 
th inet PCa ae Ce 
die Ungleichheit ire gilt, der Quotient —- tiber der Ein- 
7 bs =f 
C 1 


a by 


eG: 7 Ai ee ; : : 
heit liegen oder C > C”" sein muss. Vermige dessen zieht die 
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aufgestellte Bedingung (7) die Ungleichheit 

1 al 
(8) ayes hey alt ae 
nach sich. Auf Grund derselben haben die Individuen der Reihe 


: ; (Pp) 
(6) die Kigenschaft, dass der Quotient des Individuums C” : und 


$F, (+s) 
wrgend emes Individuums CO" von hoherer Stellenzahl zwischen 
1 ] 


den Gréssen C ” und O” emgeschlossen bleibt. 
1 


: 0 gee BRR og 
Die Griésse C muss, daC grisser als die Einheit ist, eben- 
falls grésser als die Kinheit sein; sie kommt aber der Einheit 


um so naher, je grésser die Zahl MZ genommen wird. Es sei 
1 


(9) Cum) 4d 
wo 0 eine positive Grésse bedeutet, so folgt daraus 
C=(1 +6)" 


uné man kann aus einer in § 19 angestellten Betrachtung oder 
aus dem in § 46 bewiesenen binomischen Lehrsatze schliessen, 
dass (1 +06)" grésser ist als der Ausdruck 1+ M0. Mithin er- 
giebt sich 

(10) C>1+ Mo, 

deshalb ist 0< S—*, und folglich 


B| 
M C—1 
(10*) C eet Oe a 


Man darf daher aus (8) die Schliisse ziehen, dass 


1 
(p) Mm _ Apts) = (p+s) 
(11) seer Ota el <(1. +S A)ot 
und dass . 
ypts) My?) FF) iP) 
(12) C Cae C <(1+-4,-]}¢ 


ist. Weil aber keiner der Briiche (5) einen bestimmten Werth 
numerisch iiberschreiten darf, so kann auch keine von den 
siimmtlichen mit diesen Briichen als Exponenten gebildeten Po- 
tenzen der Basis C einen gewissen positiven Werth & tiber- 
schreiten. Daher folgen aus (11) und (12) beziehungsweise die 
Ungleichheiten 
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(p) (p+s) sep FOS) 
(13) Go) <a Cr <K, 

(p+s) _) wt (p) = 
(ig oe 


Die Differenz von zwei Grissen aus der Reihe (6) von dem 
Zeiger p und dem Zeiger p+s, der um irgend eine Zahl s grosser 


: y) y Ors). 4 : 
ist als p, Co —C , ist also abgesehen von ihrem Vorzeichen 


kleiner als der Werth le und kann daher durch die Wahl 


einer hinreichend grossen Zahl M beliebig klein gemacht werden. 


Ebenso wie in § 15 von den ganzzahligen Briichen (5) der 
Ausdruck gebraucht wird, dass sie sich einem Grenzwerthe nahern, 
so berechtigt die eben nachgewiesene Eigenschaft der bestemm- 
ten Grissen (6) zu der Aussage, dass dieselben sich ebenfalls 
einem Grenzwerthe nihern. Es ist in § 16 ein eigenes Zeichen 
fiir den Grenzwerth der Reihe von ganzzahligen Briichen (5), 
nimlich G, eingefiihrt und die Rechnung mit Grenzwerthen -be- 
grtindet worden. In demselben Sinne darf ein Zeichen fiir den 
Grenzwerth der Reihe von bestimmten Gréssen (6) eingefiihrt 
werden. Das iibliche Zeichen hiefiir ist das Zeichen einer Potenz 
von der Basis C und dem Exponenten &, 

(15) Ge 

Insofern also, als durch & eine beliebige bestimmte, positive 

oder negative, rationale oder wrrationale Grosse ausgedriickt wird, 


stellt das vermége der Reihe (6) definirte Zeichen O° die erwihnte 
Verallgemeinerung des Begriffs einer Potenz dar. 

In § 15 wurde hervorgehoben, dass die auf einander fol- 
genden Briiche (5) entweder die Beschaffenheit haben, ¢hrem 
numerischen Werthe nach allmihlig unter jede noch so kleine 
Grosse herabzusinken, oder die Beschaffenheit, beliebig weit fort- 
gesetzt memals numerisch kleiner zu werden als eine gewisse feste 
Grésse, und dass in dem eweiten Falle die stémmtlichen Briiche 
von emer bestimmten Stelle ab entweder positiv oder negativ sein 
missen. Dem ersten Falle entspricht die Bezeichnung, dass der 
Grenewerth & die Null sei, dem zweiten Falle, je nachdem die 
eine oder die andere Voraussetzung zutrifft, die Aussage, dass 
der Grenewerth ®& positiv set, oder dass der Grenewerth © ne- 
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gatw sei. Man kann nun leicht beurtheilen, wie sich die Gréssen 
(6) bei jeder der drei Annahmen verhalten. Wenn die Briiche 
(5) sich der Null als Grenzwerth nihern, so kénnen sie ent- 
weder von einer bestimmten Stelle ab positiv bleiben oder von 
einer bestimmten Stelle ab negativ bleiben oder fortwihrend 
ihr Vorzeichen wechseln; immer miissen die Werthe der Briiche 
von einer gewissen Stellenzahl p ab zwischen den Grenzen 
a und +7 liegen, wo UM, wie vorhin, eine beliebig grosse 
positive ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt aber vermége einer 
schon angewendeten Schlussweise, dass die gleichstelligen 

1 1 


Gréssen der Reihe (6) zwischen den Grenzen C "und C" 
1 


; : : Me : 
eingeschlossen sind. Nun stellte sich heraus, dass C kleiner 


i! Megs ; AD he 
ist als die Grésse 1 + woe mithin liegen die in Rede ste- 


henden Grissen der Reihe (6) zwischen den Grenzen 1 + = 
ers Ti. 

C—1’ 
Sie M 
verschieden sind, und ndhern sich deshalb der Einheit als threm 
Grenzwerthe. Sobald die Briiche (5) von einer bestimmten Stelle 
ab positiv sind und eimen gewissen festen von der Null verschie- 
denen Werth stets iibertreffen, so liegen die gleichstelligen Gréssen 
der Reihe (6) aus den erorterten Griinden tiber einem gewissen 
die Einheit iibertreffenden Werthe.. Sobald die Briiche (5) von 
einer bestimmten Stelle ab negativ sind und nwmerisch einen 
gewissen festen von der Null verschiedenen Werth stets tibertreffen, 
so befinden sich die gleichstelligen Gréssen der Reihe (6) wnter 
einem gewissen unterhalb der Einheit liegenden Werthe. Diese 
Ergebnisse lassen sich in den Satz zusammen fassen, dass die 


und welche beide von der Einheit beliebig wenig 


Grosse Cee: bei der C einen bestimmten positiven die Einheit 
iibertreffenden Werth hat, und die stets positiv ist, fiir jeden po- 
sitiven Werth von & grosser als die Exnheit, fiir jeden negativen 
Werth von & kleiner als die Einheit, und fiir den Werth G=0 
gleich der Einheit ist. 

Lipschitz, Analysis, 31 
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Nachdem die Potenz mit dem beliebigen Exponenten Ge 
definirt ist, darf auch der Werth der Grisse C° mit den Werthen 


der einzelnen in (6) auf einander folgenden Potenzen 0”, 0”... 
verglichen werden, und dann berechtigen die obigen Ungleich- 


heiten (13) und (14) zu der Aussage, dass, wofern der Bruch / : 
der bestimmten Griésse © beliebig nahe kommt, der numerische 


Werth der Differene C°— OC" beliedig klein wird. Hieraus 
_ergiebt sich weiter, dass, wenn zwei bestimmte Gréssen & und &, 
eine numerisch beliebig kleine Differenz haben, auch der numerische 
Werth der Differenz Cs OF beliebig klein wird. 

Um die Regeln fiir die Rechnung mit Potenzen von _be- 
liebigen Exponenten zu erhalten, werde, wie in § 15, eine 
zweite Reihe von Briichen 
(16) fee yame 
betrachtet, welche mit der Reihe der Briiche (5) die gleichen 
Anforderungen erfiillt. Der Grenzwerth, dem sich die Briiche 
(16) niihern, heisse © In Folge der getroffenen Voraussetzun- 
gen nihern sich die Gréssen 
Biba aly athe: 
einem Grenzwerthe, der mit C* zu bezeichnen ist. Wir bilden 
jetzt drei neue Reihen von Gréssen; indem jedes Glied von (6) 
mit jedem gleichstelligen Gliede von (17) multiplicirt wird, ver- 
moége der Formel (1) die Reihe 
(18) pba 9) athe 
indem jedes Glied von (6) durch jedes gleichstellige Glied von 
(17) dividirt wird, vermége der Formel (2) die Reihe 
(19) ORGS 
und indem jedes Glied von (6) auf eine Potenz erhoben wird, 
deren Exponent durch das gleichstellige Glied von (16) bezeich- 
net ist, vermége der Formel (3) die Reihe 
(20) Glin or" ‘3 in 

Nun ist aus den gleichstelligen Gliedern der Reihen (3) 
und (16) die Reihe der Exponenten in (18) durch Addition, 
die Reihe der Exponenten in (19) durch Subtraction, die Reihe 
der Exponenten in (20) durch Multiplication entstanden. Die ge- 


) 
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nannten Reihen fallen daher respective mit den drei Reihen zu- 
sammen, die in § 16 mit (1), (2), (3) bezeichnet sind. Von jeder 
dieser Reihen ist dort nachgewiesen, dass ihre Glieder sich 
einem bestimmten Grenzwerthe nihern, und die beziiglichen drei 
Grenzwerthe haben die Bezeichnung erhalten 

(21) G+, G—G, GE. 

Hiernach miissen sich auch die Glieder der Reihe (18), 
die Glieder der Reihe (19), die Glieder der Reihe (20) einem 
Grenzwerthe niihern, und zwar sind die Grenzwerthe respective 
durch 
(22) cor ‘ieee! 
zu bezeichnen. Wenn man jetzt nach dem Vorgange des § 16 
die Bezeichnung der Operationen, welche mit den einzelnen In- 
dividuen einer Reihe vorgenommen sind, auf den Grenzwerth 
tibertrigt, so gilt die Aussage, dass das Product des Grenz- 


werthes O° und des Grenzwerthes 0° gleich dem Grenzwerthe 
der Glieder von (18), der Quotient bei der Division des Grenz- 


werthes C° durch den Grenzwerth C° gleich dem Grenzwerthe 
der Glieder von (19) und der auf den Grenzwerth © als Ex- 
ponenten erhobene Grenzwerth © gleich dem Grenzwerthe der 
Glieder von (20) ist; die Ausdriicke der in Rede stehenden 
Grenzwerthe sind in (22) angegeben. Bedienen wir uns hingegen 
einer andern Sprache, so sind © und € die Zeichen fiir beliebig 
bestimmte positive oder negative Gréssen, und es entstehen die 
fiir die Rechnung mit Potenzen von beliebigen positiven oder ne- 
gativen Exponenten geltenden drei Regeln 


(23) 0°. =o" 
(on @—E 

(24) ce ’ 

(25) (c°)* = Ga 


welche beziehungsweise diesclbe Gestalt haben, wie die obigen fiir 
rationale gebrochene Exponenten aufgestellten drei Regeln (1), (2), (3). 


Es ist zuerst in § 16 darauf hingewiesen und dann in § 20 
noch einmal betont worden, dass fiir irgend zwei bestimmte ge- 
gebene Gréssen & und € die Differenz G—€ entweder cinen 
positiven Werth oder einen negativen Werth oder den Werth 
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Null hat, und dass je nach diesen drei Fiillen entweder G grésser 
als ©, oder © kleiner als €, oder © = € sein muss. Da sich 


nun gezeigt hat, dass die Potenz Com je nachdem © —€>0, 
® —E<0 oder ©—E=0 ist, einen Werth erhilt, der tiber 
der Einheit liegt, oder unter der Einheit liegt, oder der Einheit 
gleich ist, so erlaubt die Gleichung (24) den Schluss, dass, je 


nachdem © > €, G<E, G= EC ist, entweder die Potenz o® grosser 
als die Potenz Ce oder die Potene O® kleiner als die Potene C * oder 
die Potenz C® gleich der Potenz C° ausfallt. 


§101. Fortsetzung. Allgemeiner Begriff der Function einer 
variabeln Grosse. 


Nachdem fiir eine bestimmte positive die Einheit iiber- 
treffende Basis C und fiir eine beliebig positive oder negative 


bestimmte Grisse G als Exponent die Grésse C® vollstiindig 
definirt worden ist, kann der Exponent als eine beliebig ver- 
dnderliche positive oder negatwe Grisse aufgefasst werden. Zu 
jedem positiven oder negativen Werthe & der Variable w gehirt 


dann ein eindeutig definirter Werth C”, und diese Beziehung 
lisst sich unter einem neuen Gesichtspunkte betrachten. 

Der Abschnitt IT enthalt in § 22 die Definition einer alge- 
braischen rationalen ganzen und einer algebraischen rationalen ge- 
brochenen Function einer Variable x; der Werth einer rationalen 
ganzen Function ist fiir jeden Werth der Variable 2 bestimmt, 
der Werth einer rationalen gebrochenen Function, die stets als 
der Quotient von zwei rationalen ganzen Functionen dargestellt 
werden kann, ist fiir alle Werthe der Variable « mit Ausnahme 
von denjenigen Werthen bestimmt, fiir die der Nenner jenes 
Quotienten gleich Null wird. Von den ¢trigonometrischen Func- 
tionen ernes Winkels, dem Sinus und dem Cosinus desselben, ist 
seit § 30 hiiufig die Rede gewesen. Wir haben aber darauf 
aufmerksam zu machen, dass der Ausdruck Function in einem 
viel weiteren Umfange gebraucht wird, worauf schon in § 96 
hingedeutet ist. Wenn zu jedem reellen Werth einer Variable 
x, der zwischen zwei bestimmten Werthen a und b liegt, das heisst, 
die Bedingung a <a <b erfiillt, eine bestimmte Grosse zugeord- 
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net ist, welche durch die Ausfiihrung gegebener Vorschriften ge- 
funden wird und fiir andere und andere Werthe der Variable «x 
andere und andere Werthe annehmen kann, so sagt man, dass der 
Werth der betreffenden Grisse von der variablen Grisse x ab- 
hdngt, oder, dass diese Grosse eine Function der Variable x ist. 
Der Werth der Variable x wird auch das Argument der Func- 
tion genannt. Da nun fiir jeden reellen positiven oder negativen 
Werth von x die Grésse O° einen vollkommen Kestimmten Werth 
erhilt, so ist C’ eine fiir alle reellen Werthe von x definirte 
Function der Variable x; dieselbe wird die Exponentialfunction 
mit der Basis C genannt. Nach den Ausfiihrungen des vorigen 


§ nimmt die Function C’ nur positive Werthe an; sie ist ver- 
mége der Voraussetzung, dass die Basis C grisser als die Ein- 
heit sein soll, fiir jedes negative x kleiner als die Einheit, fiir 
jedes positive x grésser als die Einheit, und fiir z=0 gleich 
der Einheit; sobald man von einem bestimmten Werthe der Va- 
riable x zu einem gréssern Werthe derselben iibergeht, so wichst 
auch die Function 0’. Ferner wird der Werth der Differenz 
C"— O° beliebig klein, sobald die Grésse x,— x positiv ist und 
beliebig klein wird. Auch lisst sich leicht erkennen, dass, wo- 
fern die Variable x positive Werthe annimmt, die grésser sind 
als irgend eine gegebene Grésse, die Function CO” ebenfalls jede 
gegebene Grésse iibertrifft, und dass, wenn die Variable 2 ne- 
gative Werthe annimmt, die numerisch grésser sind als irgend 
eine gegebene Grisse, die Function O° unter jede noch so 
kleine Grésse herabsinkt. Denn, wenn J eine positive ganze 
Zahl bedeutet, so ist nach einer schon benutzten Bemerkung, da 
* ! M 

die Basis C tiber der Einheit liegt, die Potenz C"= WIC 1) 
grésser als der Werth 1+ I2(C—1), welcher mit wachsendem 
? M 
M iiber jedes Mass hinauswichst; deshalb muss der Werth OF 
fiir eine wachsende Zahl M iiber jedes Mass hinaus zunehmen, 


dagegen der Werth ON=~y unter jede noch so kleine Grosse 


herab abnehmen. 
Hieraus folgt aber die behauptete Eigenschaft der Function 


C’, da jeder noch so grosse positive Werth von 2, wofern er 
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keine ganze Zahl ist, zwischen zwei auf einander folgenden 
positiven ganzen Zahlen liegen muss, und da fiir jeden nega- 
tiven numerisch noch so grossen Werth von x das entsprechende 
gilt. Die Hauptregeln fiir die Rechnung mit der Exponential- 
function C’ sind in den Gleichungen (23), (24), (25) des vori- 
gen § enthalten, und werden, sobald G=z, €=2, gesetat 
wird, zu den folgenden 


(1) QO” = Cae 
Ca) eee 

2D . oo C0 ? 

(2) on 

(3) ("= rae 


Die Multiplication von Exponentialfunctionen mit verschiedenen 
positiven Basen C und D und demselben Exponenten x erfolgt 
nach der leicht zu begriindenden Regel 


(4) CUD CD 


§ 102. Logarithmen. 


Zu jedem positiven oder negativen Werthe der Variable x 
gehért ein bestimmter positiver Werth w der mit einer bestimm- 
ten, die Einheit iibertreffenden Basis C gebildeten Exponential- 


function C°. Man kann sich nun umgekehrt eine positive Grisse 
wa gegeben denken und untersuchen, ob fiir dieselbe eine posi- 
tive oder negative Grisse w existirt, durch welche die Gleichung 
fb 
(1) eC 
befriedigt wird. Keinenfalls existiren zwei von einander ver- 
schiedene Grossen « und x,, welche die gestellte Aufgabe lésen. 
Denn wiiren durch zwei soleche Gréssen die beiden Gleichungen 
we r ee a . WF 14 )-40 
u=C und w=C'' erfiillt, so wiirde die Division der ersten 
durch die zweite zu der Gleichung 1=O" ™ fiihren, und diese 
schlésse einen Widerspruch in sich; es miisste, weil # und x, 
von ecinander verschieden angenommen sind, die Differenz v—a, 
positiv oder negativ sein, die Grésse OC" “* wiirde aber im ersten 
Falle tiber der Einheit, im zweiten Falle unter der Einheit 
liegen, und kiénnte daher niemals der Einheit gleich sein. Um 
die gewiinschte Antwort zu finden, legen wir der Variable x 
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Reihen von auf einander folgenden Werthen bei und vergleichen 


die hervorgehenden Werthe der Exponentialfunction C” mit dem 
gegebenen Werthe wu. 

Es werde x zuerst gleich der Reihe der positiven und ne- 
gativen ganzen Zahlen gesetzt; dann entstehen die Werthe der 


Function 0° 

(2) : eto Oat Sik Oct, os 

welche eine nach beiden Seiten unbegrenzt fortschreitende 
geometrische Reihe ausmachen. Die Glieder sind simmtlich 
positiv, sie wachsen nach der einen Seite hin in der Weise, 
dass sie jede noch so grosse gegebene Grosse iibertreffen, und 
nehmen nach der anderen Seite so stark ab, dass sie kleiner wer- 
den als jede noch so kleine gegebene Grisse. Der gegebene po- 
sitive Werth w« muss daher entweder einem Gliede der Reihe (2) 
gleich sein, oder zwischen zwei Glieder der Reihe fallen. Ge- 
schieht das erste, so ist der Exponent x gefunden und gleich 
einer bestimmten positiven oder negativen ganzen Zahl 4, trifft 
das zweite ein, so darf man aus der Ungleichheit 


(3) Oo sa 
schliessen, dass, wenn es einen Exponenten giebt, welcher die 
Gleichung (1) erfiillt, derselbe zwischen den ganzen Zahlen 4 und 
4+ 1 liegen muss. 

Man kann nun in 4hnlicher Weise fortfahren, wie in 
§ 14 bei dem Nachweise der Existenz der aus einem gegebenen 
positiven Bruche zu ziehenden positiven mten Wurzel zu Werke 
gegangen ist. Zwischen die ganzen Zahlen 4 und 4+1 werden 
auf einander folgende Briiche von einem beliebig angenommenen 
Nenner « eingeschaltet, und mit diesen Exponenten die Werthe 


(4) CHRe whl rein GU yO 20 

gebildet, welche wieder eine geometrische Reihe darstellen. 
Ihre Grosse steigt, wenn man die Glieder von rechts nach links 
durchliuft. Mithin muss die positive Grésse u, welche wegen 
* (3) zwischen dem ersten und dem letzten Gliede liegt, auch 
entweder einem Gliede gleich sein, oder zwischen zwei aut 
einander folgende fallen. Demnach ist der gesuchte Exponent « 
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ry : 
entweder gleich einem Bruche 4+ nett oder man hat die Un- 


gleichheit 


(5) C een] Obs 
um derentwillen, wenn es einen der Gleichung (1) geniigenden 
Exponenten giebt, derselbe zwischen den von der Zahl ¢ ab- 
M+1 
tT 


a P 
hingenden Grenzen 4+ ps und A+ liegen muss. 


Da die Grésse des Nenners t keiner Einschrainkung unter- 
worfen ist, so kann nach und nach zu immer gréssern Werthen 
desselben iibergegangen werden. Sobald fiir einen bestimmten 


: VW+1 
Werth von t die Werthe 4+ * 


und 14% bestimmt sind, 
und fiir einen gréssern Werth c= @ die entsprechenden Werthe 
A+ ee und Ne ae bestimmt werden, so sind die beiden 


letztern innerhalb der beiden erstern eingeschlossen und es 
entstehen wie in § 14 aus den obern und den untern Werthen 
zwei Reihen, deren Glieder sich demselben Grenzwerthe niahern. 
Indem dieser Grenzwerth als eine bestimmte Grosse aufgefasst 
wird, darf sein Werth mit den fiir ein bestimmtes ¢ gebildeten 


x 
Werthen 4+ ne 


T 


i ‘ : 
und oo verglichen werden und liegt 


zwischen den letztern. Von den beiden in (5) fiir w angegebe- 


nen Grenzen wird die obere aus der unteren erhalten, indem 
1 i 


man die letztere mit der Grisse O° multiplicirt. In Betreff der 
1 


Grésse C wurde in § 100 ifachgewiesen, dass sie kleiner ist 
C—1 ae 1 ee 
als der Werth 1+ ae welcher fiir einen hinreichend grossen 


Werth der Zahl ¢ kleiner wird als eine beliebig kleine gege- 
bene Grésse. Hieraus und aus dem Umstande, dass der Werth 
x 
A+— 
C * stets kleiner ist als die gegebene Grésse w, darf man 
folgern, dass die Differenz zwischen den beiden in (5) enthal- 


tenen Grenzen der Grosse w fiir eine hinreichend grosse Zahl + 
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beliebig klein wird; mithin gilt dasselbe sowohl von dem nu- 
merischen Werthe der positiven Differenz 


ete 
(6) “—C ? 
wie auch von dem numerischen Werthe der negativen Differenz 
(7) u—C ; 
Die Forderung (1) besteht darin, dass die Differenz 
(8) u—CO° 


gleich Null werde. Die Differenz (6) und die Differenz (7) 
nehmen aber fiir einen geniigend grossen Werth der Zahl + 
einen beliebig kleinen numerischen Werth an, das heisst einen 
solchen, dessen Grenzwerth die Null ist. Also kann der ge- 
suchte Exponent x bei einem hinreichend grossen Werthe der 


Zahl « sowohl durch den Werth 2+ - wie auch durch den Werth 
V1 ; : 
A+ aap welcher von dem ersteren um die entsprechend kleine 


Grosse = differirt, mit beliebiger Genauigkeit dargestellt werden; 


v+1 


T 


der Grenzwerth, welchem._ sich die Werthe i +4 und A+ 


bestandig ndhern, ist der gesuchte Exponent «, und somit ist die 
Existenz desselben nachgewiesen. 

Bei der eben behandelten Aufgabe wird der Exponent x 
der Logarithmus der positiven Grosse u in dem System mit der 
Basis C genannt und durch das Zeichen 
(9) x= Log u 
bezeichnet. Vermige der angestellten Erérterung ist die Fune- 
tion Log u der Variable u fiir alle positiven Werthe der Variable 
eindeutig definirt, so dass zu jedem positiven Werthe von u 
ein und nur ein Werth der Function gehért. Man pflegt den 
gegebenen Werth uw, dessen Logarithmus gesucht wird, als die 
Zahl oder den Numerus zu bezeichnen. Einem unter der Ein- 
heit liegenden positiven Werthe von w entspricht ein negativer 
Logarithmus, einem iiber der Einheit liegenden Werthe von 
ein positiver Logarithmus, der Logarithmus der Einheit ist die 
Null. Zu fortwihrend wachsenden Werthen von u gehoren Lo- 
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garithmen, welche jede positive Zahl iiberschreiten, zu Werthen 
von u, die sich fortwaihrend abnehmend der Null nihern, Lo- 
garithmen, die negativ’ sind und deren numerischer Werth nach 
und nach jede Zahl iibertrifft. 

Die Hauptregeln fiir die Rechnung mit Logarithmen sind 
eine unmittelbare Folge der Hauptregeln fiir die Rechnung mit 
der Exponentialfunction, die in (1), (2), (3) des § 101 mitgetheilt 
sind. Es sei der Gleichung (9) entsprechend fiir eine beliebige 
positive Grosse wu, 

(10) w= hogMt.; 

in Folge dessen verwandeln sich jene Gleichungen in diese 

uu, = Cask i Coe gee i Fe 
u, 

Weil nun zu jeder positiven Grosse ein und nur ein Loga- 
rithmus gehért, so muss in jeder der vorstehenden Gleichungen 
der der Basis C beigelegte Exponent der Logarithmus des auf der 
linken Seite befindlichen positiven Werthes sein. Die drei 
Exponenten sind beziehungsweise 2 + x, = Log w+ Log u,, 
x— 2, = Log u— Log u,, xx, = 2, Log u; mithin gelten die 
dret Hauptregeln der Rechnung mit Logarithmen 
(83) Log (wu,) = Log wu + Log w,, 


Log (“) = Log u— Log u,, 


Log (uw) =2, Log wu. . 

An diese Gleichungen kniipft sich die grosse praktische 
Bedeutung, welche die Rechnung mit Logarithmen fiir die Aus- 
fiihrung von Multiplicationen, von Divisionen und von Poten- 
zirungen besitzt. Wenn man fiir dieselbe Grisse w in einem 
System von der Basis C und einem System von der Basis D 
den Logarithmus bestimmt, und neben die obigen Gleichungen 


u=C", x=Log u, die Gleichungen «=D, £ = log uw setat, 
so ist aus der Gleichung C= D'’© die Gleichung «= D’ “’°, 


und aus der Verbindung der letztern mit der Gleichung « = D° die 
log w 


Als 
log C 
die Basis des zum praktischen Gebrauche bestimmten Systems 
wird die Zahl Zehn genommen. Bei der Bildung des Logarith- 


Beziehung § = x Log C zu schliessen, oder Log w= 
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mus einer Zahl uw in diesem System hat die in (3) definirte 
ganze Zahl 4 den Namen der Characteristik des Logarithmus, 
der jedesmal zu der ganzen Zahl 4 hinzuzuaddirende echte Bruch 
wird als Decimalbruch dargestellt, und der Zihler des betreffen- 
den Decimalbruchs heisst die Mantisse des Logarithmus. Da zu 
jeder in dem dekadischen System ausgedriickten Zahl die 
Characteristik des betreffenden Logarithmus leicht angegeben 
werden kann, so bedarf es nur der Herstellung von Tafeln fiir 
die Mantissen der Logarithmen, und diesem Zwecke dienen die 
tiblichen Logarithmentafeln. Damit der Logarithmus einer Zahl 
als das Aggregat einer ganzen Zahl und eines Decimalbruches 
erscheine, hat man den oben mit + bezeichneten Nenner successive 
gleich 10, 10?, ...bis zu einer beliebig hohen Potenz der Zahl 
Zehn zu nehmen. Es handle sich zum Beispiel um den Logarith- 
mus der Zahl 13. Hier ist die Characteristik 4 = 1; ferner er- 
geben sich die Werthe fiir 

t=10,=1 

t= 107, W=11 

r= 10%, I’ = 113 

c= 10, A’ = 1139 

c= 105, A = 11394 

etc. ete. 

Man sieht, dass, wenn die Zahl ¢ gleich der Potenz 10° ge- 
setzt wird, die zugeordnete Zahl A‘ die Mantisse des auf a De- 
cimalstellen berechneten Logarithmus bildet. Bricht man die 
Berechnung hier ab, so muss das Resultat geniigen, dass der 


4 


¢ : A 
gesuchte Logarithmus zwischen den Grenzen 4+-—, und 
i 


= liegt. Wenn aber die Berechnung bis zu einem 


grdéssern Werthe der Zahl 7, etwa + = 10’, fortgesetzt, und dem 
entsprechend eine auf 6 Decimalziffern beziigliche Mantisse «w’ 
aufgesucht wird, dann sind damit fiir den gesuchten Logarithmus 


‘ 4 1 ie 
die Grenzen 4 + be und 4+ rae gewonnen, welche inner- 
10 


halb der friiher gefundenen Grenzen liegen. Diese annihernde 
Bestimmung kann durch die Vergrésserung der Anzahl der De- 
cimalziffern beliebig weit getrieben werden. 
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Capitel II. 
Trigonometrische Functionen und inverse trigonometrische 
Functionen. 


§ 103. Trigonometrische Functionen. 


Es war nothwendig, die Grundeigenschaften der trigono- 
metrischen Functionen Sinus und Cosinus eines Winkels in § 30 
und den darauf folgenden §§ zu besprechen, um davon bei ver- 
schiedenen Gelegenheiten eine Anwendung machen zu kénnen. 
Wir beschrinken uns deshalb an dieser Stelle auf die Hinzu- 
fiigung einiger Bemerkungen. 

Da festgesetzt worden ist, dass der Winkel, auf den sich 
eine trigonometrische Function bezieht, durch die Linge des 
entsprechenden Bogens in einem mit der Liingeneinheit als Ra- 
dius beschriebenen Kreise gemessen werden soll, so bedarf es, 
um die Messung -ausfiihren und in Zahlen darstellen zu kénnen, 
einer Erklarung dariiber, was unter der Linge eines Kreisbogens 
zu verstehen sei. Die Liingeneinheit, welche bei der Messung 
benutzt wird, ist an und fiir sich ein Massstab fiir begrenzte ge- 
rade Linien. Es lisst sich nun beweisen, dass, wenn auf einem 
gegebenen Kreisbogen zwischen den Endpunkten desselben nach 
einander mehrere Punkte eingeschaltet werden und jeder Punkt 
mit dem niachsten durch eine gerade Linie verbunden wird, 
die Sunume der Léngen der auf einander folgenden Sehnen, oder 
die Summe der Seiten des dem Kreisbogen eingeschriebenen Poly- 
gons sich eimem festen Grenzewerthe nihert, sobald nach und 
nach die Zahl der eingeschalteten Punkte vergréssert und gleich- 
zeitig die Liinge der einzelnen Sehnen verkleinert wird. Der 
Grenzwerth der Summe der Seiten des dem Kreisbogen einge- 
schriebenen Polygons ist das Mass fiir die Linge des Kreisbogens. 
Auch findet man, dass, wenn in den simmtlichen innerhalb des 
Kreisbogens angenommenen Punkten und den beiden Endpunkten 
Tangenten an den Kreis gelegt werden und auf jeder Tangente 
von dem Beriihrungspunkte aus ein Stiick abgeschnitten wird, 
das bis zu dem Schnittpunkte mit der nichsten Tangente reicht, 
die Summe der Liingen dieser Stiicke von Tangenten oder die 
Summe der Seiten des dem Kreisbogen umgeschriebenen Polygons 
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sich ebenfalls einem festen Grenzwerthe nihert, der mit dem zu- 
erst bezeichneten Grenzwerthe zusammenfillt, und daher eben- 
falls ein Mass fiir die Linge des betreffenden Kreisbogens ergiebt. 
Beide Definitionen lassen sich auch fiir die Bestimmung der 
Liinge der ganzen Kreisperipherie benutzen und liefern unter 
der Voraussetzung, dass der Kreisradius gleich der Einheit an- 
genommen ist, eine Definition des doppelten Werthes der Zahl 
m = 3, 1415926 .. | 
Wenn bei einem Bogen, der kleiner ist als die halb 

Kreisperipherie, die beiden Endpunkte durch eine Sehne ver- 
bunden, und wenn in den beiden Endpunkten des Bogens Tan- 
genten an den Kreis gelegt und bis zu ihrem gemeinsamen 
Schnittpunkte verliingert werden, so folgt aus der so eben auf- 
gestellten Definition mit Hinzuziehung des Lemmas, dass in 
einem jeden Dreiecke die Summe von zwei Seiten grésser ist 
als die dritte Seite, der Satz, dass die Linge des Kreisbogens 
grésser ist als die Linge der zugehirigen Sehne, und kleiner als 
die Summe der Lingen der beiden mm den Endpunkten construir- 
ten Tangenten. Um diesen Satz in Zeichen auszudriicken, sei 
der Kreisradius gleich der Einheit, die Linge des betrachteten 
Kreisbogens gleich 2 y, dann wird die Sehne durch den doppel- 
ten Werth der Function siny und jede der Tangenten durch 
den Quotienten ey dargestellt, und man erhilt, mit Weg- 
lassung des Factors 2, fiir jeden zwischen der Null und der 
Grisse 5 liegenden Werth von y die Ungleichheit 


} sin 

(1) sin Y <I <a | 

Die trigonometrischen Functionen sin y und cos y sind ver- 
mége der Gleichungen 
(2) cos (y + 27) = cosy, sin(y+ 27)=siny © 
periodische Functionen des Arguments y mit der Pertode 27, und 
fiir alle positiven und negativen Werthe des Arguments eindeu- 
tig bestimmt. Fiir denselben Umfang zweier Argumente y und y, 
gelten die Additionsformeln 
(3) cosy cosy, — siny siny, = cos (y+y,) 

sin y cosy, +sin y cosy, = sin (y+ y,), 
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welche durch Benutzung der imaginiren Einheit ¢ sich zu der 
Gleichung vereinigen 

(4) (cosy +4 siny) (cos y, +7 sin y,) = cos(y+y,) +7¢sin (y+y,). 

Vermége der Grundgleichung 

(5) cos?’ yt+sin?y=1 

wird die Function cos y aus der Function sin y, und ebenso die 
Function sin y aus der Function cos y durch die Ausziehung 
einer Quadratwurzel erhalten. Nachdem festgesetzt worden ist, 


dass fiir positive unter = liegende Werthe des Arguments y die 


Functionen siny und cos y positive Werthe haben, mithin die 
in den Gleichungen 
(6) cos y= V1 —sin? y, siny = V1— cos? y 
auftretenden Quadratwurzelgréssen positiv sein sollen, ergiebt 
sich der Verlauf der Functionen Cosinus und Sinus, der einem 
Fortschreiten des Arguments nach grésseren oder nach kleineren 
Werthen entspricht, und daher auch die zugehérige Bestimmung 
der fiir die Quadratwurzelgréssen in (6) zu nehmenden Vorzei- 
chen mit Nothwendigkeit aus den Additionsformeln (3). 

Durch die Gleichung (6) geht die Ungleichheit (1), bei der 


y zwischen den Grenzen 0 und =. angenommen ist, in die 
Gestalt 
: sin Y 
(7 S1n 2 eae OO 
) ai V1—sin?y 


iiber uad lehrt, dass fiir einen positiven gegen die Null abneh- 
menden Werth von y die Function sin y ebenfalls, positiv blei- 
bend, sich der Null als Grenzwerth nihert, und dass auch um- 
gekehrt bei einem positiven gegen die Null abnehmenden Werthe 
der Function siny der zugeordnete Werth der Griésse y positiv 
bleibend sich der Null als Grenzwerth nihert. Fiir die Func- 
tion cosy folgt alsdann aus der Gleichung (6), dass sie bei 
einem positiven gegen die Null abnehmenden Werthe von y 
positiv ist und sich wachsend der Einheit als Grenzwerth niihert. 
Sobald daher zu einem festen Argument y ein positives aber ab- 
nehmend sich der Null niiherndes Argument y, hinzu addirt 
wird, so liisst sich aus-dem erérterten Verhalten der Functionen 
cos y, und sin y, und der Betrachtung der Additionsformeln (3) 
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der Schluss ziehen, dass der Werth cos (y+y,) von dem Werthe 
cos y und der Werth sin (y+y,) von dem Werth sin y nur be- 
liebig wenig abweicht. Die Formeln, vermittelst deren aus dem 
Cosinus und dem Sinus eines Arguments durch Quadratwurzel- 
ausziehung der Cosinus und der Sinus des halben Arguments 
entstehen, sind in § 34 benutzt worden, um die Darstellbarkeit 


‘ ; eile tn : 
des Cosinus und Sinus fiir jedes Argument At Pe onEaclsen, 


bei dem q eine beliebige positive ganze Zahl und ¢ eine belie- 
bige ganze Zahl bedeutet. Weil aber jeder gegebene reelle 
Werth y durch hinreichende Vergrésserung des Exponenten q 
tn d (¢+1)z 
oi 9-1 


in zwei beliebig zu verengernde Grenzen 
eingeschlossen werden kann, und weil so eben bewiesen ist, dass 


dem entsprechend sowohl cos y von dem Werthe cos aoe und 


1 7 ; ered 
dem Werthe cos ue wie auch sin y von dem Werthe sin a 
(¢+1)x 


und dem Werthe sin nur beliebig wenig abweicht, so 


gi 
geniigt die entwickelte Methode in der That zu einer beliebig 
genauen Darstellung des Sinus und Cosinus fiir jedes bestimmte 
negative oder positive Argument. 

Ausser den trigonometrischen Functionen Sinus und Cosinus 
gebraucht man in der Analysis besonders hiufig die Tangente 
und. die Cotangente, wiihrend die Secante und die Cosecante 
seltener vorkommen. Die Tangente und die Cotangente, welche 
dureh die Gleichungen 


sin y __ cosy 
cosy’ aa sin y 


(8) tang y= 
definirt werden, sind, weil cos y und sin y periodische Functionen 
des Arguments y mit der Periode 2 sind, ebenfalls periodische 
Functionen des Arguments y mit der Periode 27; ein wesent- 
licher Unterschied zwischen ihnen und den Functionen Sinus 
und Cosinus liegt aber darin, dass, wihrend die letztern nur 
solche Werthe annehmen, die zwischen der negativen und der 
positiven Einheit eingeschlossen sind, die erstern alle moég- 
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lichen negativen und positiven Werthe erhalten kénnen. Der 
Nenner der Function tangy ist die Function cos y, und diese 


verschwindet fiir die Werthe A Ss wie auch fiir die Werthe 
=tad aE ee bei denen der Ziihler sin y entweder gleich 


der positiven oder der negativen Einheit ist, weshalb die Func- 
tion tang y fiir die betreffenden Werthe selbst nicht definirt ist. 
Wenn man das Argument y von einem Werthe, der um beliebig 


wenig tiber a liegt, bis zu einem Werthe, der um beliebig 


wenig unter = liegt, fortschreiten lasst, so bewegt sich in Folge 


des friiher erwihnten Verhaltens der Functionen cos y und siny 
die Function tang y fortwihrend wachsend von einem numerisch 
beliebig grossen negativen bis zu einem beliebig grossen positi- 
ven Werthe. Sobald das Argument y von einem beliebig wenig 


unter 3 liegenden Werthe zu einem beliebig wenig tiber = 


liegenden Werthe iibergeht, so macht die Function tang y einen 
Sprung von einem beliebig grossen positiven zu eimem numerisch 
beliebig grossen negativen Werthe, und von nun an wiederholt 
sich fiir ein zunehmendes Argument die friihere Bewegung. In 
Folge der Gleichungen 


(9) cos (y+ 7) = — cosy, sin(y +7) = —siny 
gilt die Gleichung ' 
(10) tg (y +a) = tgy; 


mithin ist die Function te y nicht nur eine periodische Function 
mit der Periode 2 sondern auch eine periodische, Function mit 
der Periode 1, und durchliuft thre stimmtlichen Werthe ohne 


Unterbrechung in jedem der Intervalle des Arguments von ia 


bis sa? von + * bis +, ... wre auch von _=* bis as % 
Der Nenner der Function cotang y ist die Function sin y, welche 
fiir die Werthe des Arguments 0, 7, 2,... und —a, —2z7,... 
verschwindet, bei denen der Zithler cos y entweder gleich der 
positiven oder der negativen Einheit ist, so dass die Function 
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cotang y fiir diese Werthe nicht definirt ist. Wenn das Argu- 
ment y von einem beliebig kleinen positiven Werthe bis zu 
einem beliebig wenig unter z liegenden Werthe zunimmt, so 
bewegt sich die Function cotang y stets abnehmend von einem 
beliebig grossen positiven Werthe bis zu einem numerisch be- 
liebig grossen negativen Werthe, und macht, wofern hierauf das 
Argument einen beliebig wenig iiber 7 liegenden Werth annimmt, 
emen Sprung zu einem beliebig grossen positiven Werthe xuriick. 
Aus den Gleichungen (9) wird fiir die Function cotang y die 
Gleichung 

(11) cotang (y + 7) = cotang y 

abgeleitet; die Function cotang y ist daher ebenfalls eine perio- 
dische Function mit der Periode 2, und zwar durchlauft sie thre 
sdémmtlichen Werthe ohne Unterbrechung in jedem der Intervalle 
von 0 bis 2, von w bis 2m,... wie auch von —a bis 0, von 
—22 bis —7,... 

Die Eigenschaften der Function cotang y kénnen unmittel- 
bar aus den Eigenschaften dér Function tang y erhalten werden, 
da die zweite entsteht, indem man den Werth der ersteren in 
die Einheit dividirt. Doch haben wir es vorgezogen, beide 
Funcetionen fiir sich zu betrachten, weil es bei jeder derselben 
von besonderer Wichtigkeit ist, die Bereiche des Arguments zu 
unterscheiden, fiir welche die Function ohne Unterbrechung fort- 
schreitet, und weil die Unterbrechungen bei der einen immer 
gerade an denjenigen Stellen des Arguments stattfinden, wo die 
andere durch den Werth Null hindurchgeht und keine Unter- 
brechung erleidet. 


§ 104. Inverse trigonometrische Functionen. Begriff der 
Umkehrung einer Function. 


Ein Trieb unserer Erkenntniss geht dahin, nachdem eine 
bestimmte Aufgabe gelist ist, die gefundene Antwort zu dem 
Gegenstande einer neuen Frage zu machen und die Lésung der 
umgekehrten Aufgabe zu suchen. Durch Umkehrung ist aus der- 
Addition die Subtraction, aus der Multiplication die Division 
hervorgegangen. Auf dieselbe Weise entspricht, wie in § 14 
bemerkt worden ist, der Erhebung einer Grisse auf die nte 


Potenz die Auszichung der nten Wurzel aus einer Grosse. Denkt 
Lipschitz, Analysis. 39 
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man sich eine auf die ute Potenz zu erhebende positive Grosse 
als veriinderlich und bezeichnet sie mit z, so ist die Potenz 


u=zx' eine rationale ganze Function der Variable x, gleichzeitig 
gehort zu jedem gegebenen positiven Werthe w ein eindeutig 


bestimmter positiver Werth «—V/w, welcher eine irrationale 
Function der Variable u genannt wird. Ebenso hiingt nach § 102 


mit der Exponentialfunction uC" die logarithmische Function 
Log « zusammen. Diese Beziehung kann allgemein ausgedriickt 
werden, indem man den in § 101 erérterten Begriff der Abhdngig- 
heit ciner Grosse von einer andern verdnderlichen Grosse zu Grunde 
legt. Wenn eine Grisse u von emer verdnderlichen Grisse x ab- 
hingig, oder als ene Function der Variable x gegeben ist, und 
wenn man zu einem jeden vorkommenden Werthe der Grésse u 
den zugehérigen Werth x oder, falls es mehrere solehe Werthe 
giebt, die zugehérigen Werthe x bestimmen kann, so heisst die 
Grésse x ebenfalls eine Function der Variable w, und zwar die 
zu der urspriinglich gegebenen Function zugehirige umgekehrte 
Function. 

Demgemiss gehért zu jeder der trigonometrischen Fune- 
tionen sin y, cos y, tang y, cotang y eime umgekehrte oder inverse 
trigonometrische Function. Die betreffende Function giebt den 
Bogen oder Arcus an, welcher einem vorgeschriebenen Sinus 
oder Cosinus, einer vorgeschriebenen Tangente oder Cotangente 
correspondirt, und die einzelnen Functionen fiihren respective 
die Namen Arcus sinus, Arcus cosinus, Arcus tangentis, Arcus 
cotangentis. 

Die Function sin y durchliuft, wenn das Argument y von 
— bis = geht, die Werthe von der negativen bis zu der 
positiven Einheit stets wachsend, und nimmt ausser diesen keine 
anderen Werthe an. Es muss daher ein Werth v, welchem die 
Function sin y gleich sein soll, zwischen den Grenzen —1 und 
+1 liegen, und fiir einen solehen Werth kann die Function 
(1) are sin v = 
7 
2 
annehmen. Bei dieser Beschriinkung muss in Folge der Un- 


. > Tt . 
nur emen zwischen den Grenzen —— und = laegenden Werth 
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gleichheiten (7) des vorigen §, wie dort bemerkt, zu einem be- 
liebig kleinen Werthe von v ein beliebig kleiner Werth are siny 
gehéren, der mit v dasselbe Vorzeichen hat. Die Function cos y 
durchliuft, wenn das Argument y von 0 bis w geht, die Werthe 
von der positiven bis zu der negativen Einheit stets abnehmend, 
und nimmt ausser diesen keine andere Werthe an. Es muss 
daher ein Werth, dem die Function cos y gleich sein soll, zwi- 
schen den Grenzen —1 und +1 liegen, und fiir einen solchen 
Werth kann die Funetion 

(2) are cos v= y 

nur eimen zwischen den Grenzen 0 und w liegenden Werth an- 
nehmen. Die Function tang y bewegt sich, wie oben gezeigt 
worden ist, sobald das Argument y von — > bis + mit Aus- 
schluss der Grenzen fortschreitet, immer zunechmend von einem 
numerisch beliebig grossen negativen bis zu einem beliebig 
grossen positiven Werthe. Fiir jeden gegebenen negativen oder 
positiven Werth v erhilt deshalb die Function 

(3) are tang v=y 

nur einen zwischen den Grenzen — = und + aa befindlichen Werth. 
Auch fiir diese Function folgt unter der bezeichneten Beschrin- 
kung aus den erwihnten Ungleichheiten (7) des vorigen §, dass 
zu einem beliebig kleinen Werthe von v ein beliebig kleiner 
Werth are tg v gehért, der mit » dasselbe Vorzeichen hat. Die 
Function cotang y bewegt sich, sobald das Argument y von 0 
bis z mit Ausschluss der Grenzen fortschreitet, immer abneh- 
mend von einem beliebig grossen positiven zu einem numerisch 
beliebig erossen negativen Werth. Fiir jeden gegebenen positiven 
oder negativen Werth v erhalt deshalb die Function 

(4) are cotang v= y 

nur einen ewischen den Grenzen'0 und w befindlichen Werth. 

In § 34 ist auseinander gesetzt worden, auf welche Weise 
der zwischen den Grenzen 0 und 27 befindliche Winkel oder 
Bogen mit beliebiger Genauigkeit bestimmt werden kann, sobald 
sein Cosinus und Sinus gegeben sind. Das cingeschlagene 
Verfahren fillt aber mit der Bestimmung der Functionen Arcus 
sinus und Arcus cosinus zusammen; es kann auch auf die Func- 
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tionen Arcus tangentis und Arcus cotangentis angewendet werden, 
und eignet sich zu dem Beweise des Satzes, dass ftir einen 
zwischen den Grenzen —1 und +1 enthaltenen Werth v die m- 
7L 
a 
Arcus sinus und die innerhalb der Grenzen 0 und a emgeschlos- 
sene Function Arcus cosinus, fiir einen beliebigen positiven oder 


nerhalb der Grenzen a und + eingeschlossene Function 


negativen Werth v die mnerhalb der Grenzen ae und + = 


eingeschlossene Function Arcus tangentis und die innerhalb der 
Grenzen 0 und w eingeschlossene Function Arcus cotangentis ein- 
deutig bestimmt ist. 

Die umgekehrten trigonometrischen Functionen sind bis 
jetzt Einschrinkungen unterworfen worden, welche sie zu ein- 
deutig bestimmten Functionen machen; ohne derartige Einschran- 
kungen haben sie diese Eigenschaft nicht. Die Function sin y 
nimmt fiir alle Argumente denselben Werth an, die in einer 
der beiden Formen 
(5) y+2tn, (2¢+1)a—y 
enthalten sind, die Function cos y erhalt denselben Werth fiir 
alle Argumente von einer der beiden Formen 
(6) yt+2tn, —y+ ta, 
die Functionen tang y und cotang y bleiben ungeiindert fiir alle 
Argumente von der Form 
(7) yt ta, 
wo ¢ tiberall irgend eine positive oder negative ganze Zahl be- 
deutet. Sobald fiir eimen gegebenen Werth v ein Werth y der 
Function are sinv gefunden ist, so kommen zu demselben alle 
in (5) dargestellten Werthe als Werthe der Function hinzu; die 
Function are sin v ist deshalb eine vieldeutige Function. Unter 
den siimmtlichen Werthen giebt es aber nur einen zwischen den 


Grenzen a und + = enthaltenen Werth, und dies ist der vor- 


hin verlangte Werth. In gleicher Weise ist die Function are cos v 
eine vieldeutige Function, bei der mit jedem Werthe y zusammen 
die siimmtlichen in (6) dargestellten Werthe auftreten. Ebenso 
sind die Lunctionen are tang v und are cotg v vieldeutige Func- 
tionen, da zu jedem Werthe y die simmtlichen in (7) darge- 
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stellten Werthe als gleichberechtigt hinzukommen. Innerhalb 
der oben bezeichneten Grenzen existirt aber fiir jede dieser 
Functionen immer nur em Werth, und sie wird zu einer ein- 
deutigen Function. 

Aus den Additionsformeln der trigonometrischen Functionen, 
die im vorigen § unter (3) angegeben sind, lassen sich Glei- 
chungen zwischen umgekehrten trigonometrischen Functionen 
ableiten, die sehr beachtenswerth sind. Wir wollen dieselben fiir 
die Function Arcus sinus entwickeln. Es sei 


(8) sin y= v, sin y,=2,, 
so folet 
(9) cos y= V 1—0?, cos y, =V1—0?, 


mithin nimmt die erwahnte zweite Gleichung (3) des vorigen § 
die Gestalt an 

(10) sin (y+y,) =v V1—v? + 0, V1—0?. 

Nun ist aber wegen (8) y=are sin v, y, = are sin v,, und ebenso 
gilt wegen (10) die Gleichung 

(11) y+y, =are sin (vo V1—v? + 0, V1—*), 

welche sich in die folgende verwandelt 

(12) are sin v+are sin v,= are sin (VV 1—v? + 0, V1—v’). 
Durch diese Gleichung wird die Summe von zwei Functionen 
Arcus sinus, die zu gegebenen Werthen v und v, gehoren, als em 
Arcus sinus dargestellt, der zu dem aus v und v, algebraisch zu- 
sammengesetzten Werthe v V1—v? + 0, V1—v? gehort. ‘Auf gleiche 
Weise erhilt man fiir die Differenz zweier Functionen den Ausdruck 
(13) — aresinv—are sinv,=are sin (#@V 1— v2 —v, V1—2,). 

In Folge der Ungleichheiten (7) des vorigen § wird, wie schon 
hervorgehoben, die Function Arcus sinus fiir ein gegen die Null ~ 
-abnehmendes Argument selbst beliebig klein. Hieraus ergiebt 
sich, dass fiir abnehmende Werthe der Differenz v—v, die Dif- 
ferenz are sinv — are sinv, sich ebenfalls der Null nahert. 
Dieselbe Aussage gilt unter den oben bezeichneten Einschrin- 
kungen fiir die tibrigen umgekehrten trigonometrischen Functionen 
und wird genau entsprechend bewiesen. 


Abschnitt V. 
Unendliche Summen und Producte. 


Capitel I. 
Allgemeine Eigenschaften von unendlichen Summen und 
Producten. 


§ 105. Definitionen. 


Die allgemeine Untersuchung des Grenzwerthes, dem sich 
eine Summe gegebener Gréssen bei wachsender Anzahl der 
Summanden niihert, und des Grenzwerthes, dem sich ein Pro- 
duct gegebener Gréssen bei wachsender Anzahl der Factoren 
nihert, ist ein Eigenthum der neueren Analysis. Allein die 
Keime zu den Begriffen, die hiebei in Anwendung kommen, 
liegen in der Lehre von der Rechnung mit irrationalen Grossen, 
und die Strenge, mit welcher die Griechen diese Lehre ausge- 
bildet haben, wird fiir jene Untersuchungen ein bestiindiges 
Vorbild sein. Beispiele ftir die Betrachtung von Summen, deren 
Gliederzahl tiber jedes Mass hinaus zunimmt, haben im Vorher- 
gehenden die geometrische Reihe und die recurrenten Reihen 
der verschiedenen Ordnungen geliefert. Bei allen diesen Reihen 
war man im Stande, die Summe einer bestimmten Anzahl vom 
ersten Gliede ab auf einander folgender Glieder durch einen 
iibersichtlichen Ausdruck darzustellen. Man vermochte zu er- 
kennen, wie sich der betreffende Ausdruck andere, sobald die 
Anzahl der zusammenaddirten Glieder wiichst, man konnte 
demnach beurtheilen, unter welchen Bedingungen der Ausdruck 
sich einem festen Grenzwerthe nihere, und fiir diese Voraus- 
setzung den Grenzwerth selbst angeben, womit denn der Grenz- 
werth der vorgelegten unendlichen Summe gefunden war. 

Die Ermittelung eines geschlossenen und zur Discussion 
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geeigneten Ausdruckes fiir die Summe einer Reihe, die auf eine 
beliebige endliche Anzahl von Gliedern ausgedehnt ist, hat fiir 
das Studium der Reihe einen entschiedenen Werth. Allein die 
Falle, in denen eine solche endliche Summation ausgefiihrt wer- 
den kann, sind vergleichungsweise selten, und es ist nothwen- 
dig, das Vorhandensein eines Grenzwerthes bei einer unendlich 
ausgedehnten Summe so zu definiren, dass es gleichgiiltig bleibt, 
ob die endliche Summation bewerkstelligt ist oder nicht. Ge- 
nau ebenso steht es mit der Definition fiir das Vorhandensein 
des Grenzwerthes fiir ein unendlich ausgedehntes Product. Wir 
formuliren die beiden Definitionen folgendermassen. 

(1) Es sei das Bildungsgesetz ftir eine unbegrenet forteu- 
setzende Reihe von bestimmten reellen Grossen 


(1) ee Onan s 

gegeben, die Summe der auf cinander folgenden Grossen habe die 
Bezeichnung 

(2) Sole iC aut oae= Com Ciehg Co Cit Cay. 


Wenn die Werthe der Summen s,, 5,,.. stets numerisch 
unter einer bestimmten Grosse bleiben und wenn es méglich ist, 
fiir einen beliebig kleinen numerischen Werth w die Anzahl q+1 
der Glieder der Summe s, so gross anzunelunen, dass die Diffe- 


reng 8 ,,—8, fir jeden Werth der ganzen Zahl t numerisch 


kleiner bleibt als der Werth w, so néhert. sich die betreffende 
Summe bet wachsender Gliederzahl einem festen Grenzwerthe, oder 
sie ist convergent, und dieser Grenewerth bezeichnet den Werth 
- der unendlich ausgedehnten Summe. 

(II) Ls sei das Bildungsgesetz ftir cine unbegrenet fortzeu- 
setzende Rethe von bestimmten reellen Grossen, unter denen keine 
gleich Null ast, 

— (3) LP AON ee Sm 

gegeben, das Product der auf emander folgenden Gréssen habe 
die Bezcichnung 
(4) aah pn, = hii p saab bh} ts8 

Wenn die Werthe der Producte p,, p,,... stets numerisch 
unter einer bestimmten Grosse bleiben, und wenn es médglich ast, 
fiir einen beliebig kleinen numerischen Werth w die Anzahl q+1 
der Factoren des Products p, so gross anzunehmen, dass der 
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Quotient a fiir jeden Werth der ganzen Zahl t von der po- 
q 
sitiven Einheit um weniger abweicht als um den Werth w, so 


nihert sich das betreffende Product bei wachsender Zahl von Fac- 
toren einem festen Grenzwerthe, oder ist convergent, und dreser 
Grenzwerth bezeichnet den Werth des unendlich ausgedehnten 
Products. 

Die Anforderungen, welche bei der Definition der Conver- 
genz einer Summe an die auf einander folgenden Werthe 


So) 5,,--. gestellt worden sind, entsprechen genau den Anfor- 
derungen, denen in § 15 die auf einander folgenden Briiche 
v',y",... geniigen miissen, damit die Aussage gelte, dass sie 


sich einem Grenzwerthe niihern. Die Betrachtungen des § 15 
beginnen unter der Voraussetzung, dass nur rationale ganzzahlige 
Briiche vorhanden sind, und die erwiahnten y‘, 7“, ... haben 
die Bedeutung von solchen Briichen. Nachdem aber die Rech- 
nung mit bestimmten rationalen oder irrationalen Grossen be- 
egriindet ist, darf eine Folge von bestimmten Grodssen, welche ent- 
sprechende Bedingungen erfiillen, zu der Definition eines Grenz- 
werthes verwandt werden. Dies ist in $ 66 bei dem Nachweise 
der Existenz einer Wurzel fiir eine Gleichung eines beliebig 
hohen Grades, und’ in § 100 bei der Definition der Exponential- 
function geschehen. In gleicher Weise wird von den auf ein- 
ander folgenden Werthen s,,s,,s,,... angenommen, dass sie 
iiberhaupt bestimmte Gréssen sind. Wegen der in (2) enthal- 
tenen Gleichungen 

8, % Ge +...be, Seats t abe eget 
hat die Differenz s .—s die Bedeutung 

qtt q 

(5) See Toy ae ht ee ee ery? 
sic reprasentirt also das Aggregat der Glieder, welche zu der 
Summe der q+1 ersten Glieder s, hinzukommen, damit die 
Summe der g+¢+1 ersten Glieder $3 hervorgehe. Da die 


Zahl ¢ jeden beliebigen Werth annehmen darf, so ist auch der 
Werth ¢=1 zulissig, bei dem die rechte Seite von: (5) sich 
auf das eine Glied c.,, reducirt. Aus der Bedingung, dass die 


Gréssen $,,8,,8,,... stets numerisch unter einer festen Grosse blei- 


qt+t 
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ben, folgt vermége der betreffenden Gleichung Sigginis =e 


1 g+1, 
dass die stmmtlichen Glieder der Reihe numerisch unter einer 
festen Grosse bleiben. Auf Grund der ferneren fiir die Conver- 
genz der Summe aufgestellten Bedingung lisst sich ausserdem 
fiir ein beliebig kleines w die Zahl q so gross wihlen, dass 


der Werth Cas numerisch unter w liegt. Das heisst, es miissen 


die emzelnen Glieder der Reihe (1), wofern die zugehirige unend- 
liche Summe convergirt, bei wachsender Stellenzahl numerisch be- 
liebig klein werden. Dagegen darf man aus dem Umstande, dass 
die eimzelnen Glieder einer Reihe bei wachsender Stellenzahl sich 
der Null nihern, noch keineswegs den Schluss ziehen, dass die 
Summe der Rethe ber unendlicher Ausdehnung convergire. 


Die Differenz s —s =c .+c¢c +...+€¢ soll fiir 
qtt q qtl qt2 qtt 


jeden Werth der Zahl ¢ numerisch kleiner bleiben als eine be- 
liebig kleine gegebene Grésse w. Diese Bedingung hat den In- 
halt, dass nachdem zu einer beliebig kleinen aber im einzelnen 
Falle bestimmt gegebenen Grésse w die Anzahl g+1 von Gliedern 
der Reihe passend gewihlt ist, das Aggregat von noch so vielen 


neu hinzutretenden Gliedern bigs +e +...+ C5 niemals nu- 


q+2 t 


merisch so gross werden darf, dass die Summe on der (¢q+é+1) 
ersten Glieder von der Summe s, der (q¢ + 1) ersten Glieder um 


mehr oder um so viel abweicht als um die Griésse w. Die 
Hinzufiigung von beliebigen vielen in der gegebenen Ordnung 
folgenden Gliedern der Reihe ist alsdann nicht im Stande, auf 
die Bestimmung des Werthes der Summe einen Einfluss zu iiben, 
durch den sich der Werth um mehr als um die Grosse w an- 
dert. Mithin wird der betreffende Grenzwerth durch die Summe s, 
so dargestellt, dass die Abweichung oder der begangene Fehler 
numerisch kleiner ist als die Grésse w. Da ferner die Grosse w 
eine beliebig kleine sein soll, so kann man statt der zuerst gewahl- 
ten Grosse w spiter eine kleinere Grisse w‘ setzen, hierauf eine 
zu dieser passende Zahl gq‘ bestimmen, und dieses Verfahren 
beliebig oft wiederholen. 

Um die gegenwiirtig angestellten Erérterungen auf ein 
schon behandeltes Beispiel anzuwenden, betrachten wir eine 
veometrische Reihe, wie sie in § 98 aufgetreten ist, und setzen 


1 
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voraus, dass r,, § # reelle Gréssen seien. Dann bestehen die 
Gleichungen 


2 
5 Cea pers Tee) Sea ees 

( ) 0 ay? 1 we? 2 a ) 

vermige derselben ist s, gleich der Summe der (¢+1) ersten 


Glieder 


4 9 q 
Diente G ates Tec 
(6) $e tt Sa 
E q+1 
q x a yi x 
ferner die Differenz See hg gleich dem Ausdrucke 
qt+1 q+2 aqtet 
Lo § To g Vo S 
(7) SD tint aaa re ae 
x ri 2 


Es wurde vorhin gezeigt, dass die einzelnen Glieder der 
Reihe bei wachsender Stellenzahl sich der Null n&hern miissen, 
damit die Summe der Reihe convergire. Die Forderung, dass 


qt+1 
alt tas 
Pip see? 
x 


das Glied Cy bei einem hinreichend grossen Werthe 


der Zahl q numerisch beliebig klein werde, bewirkt nun, dass 


der numerische Werth des Bruches & unter der Einheit liegen 


u 


g 


q+1 
muss, da die Potenz (2) in diesem Falle die gewiinschte 
Kigenschaft hat, dagegen bei wachsenden Werthen von q wach- 
sen wiirde, wenn : numerisch tiber der Einheit lige, und nu- 
merisch sich nicht andern wiirde, wenn B gleich der positiven 


oder der negativen Einheit wire. Sobald aber 2 einen unter 
% 


der Kinheit liegenden absoluten Werth hat, so besitzt, wie so- 
gleich gezeigt werden soll, auch die Differenz (7) die Eigen- 
schaft, fiir einen angemessen gewiihlten Werth der Zahl q nu- 
merisch kleiner zu werden als eine beliebig kleine gegebene 
Grésse w, und damit ist die in (I) angegebene Bedingung fiir die 
Convergenz der geometrischen Reihe erfiillt. Aus der Gleichung 
(1) des § 98 folgt fiir die Diffeyenz Fe hae die Bestimmung 


aa (y 
rol Tt ohan 

x“ Xv 

(8) s ES 


q+e q aig w aa” 
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Wofern nach der gemachten Voraussetzung die Grosse ib 
x 


se 


numerisch kleiner ist als die Einheit, hat die Potenz (2 
x 


q+1 

einen kleineren numerischen Werth als die Potenz ({) A 
: q+1 © q+t+1 

folglich die Differenz (=) ~(¢) einen kleineren nume- 


q+1 
rischen Werth als die Grosse 2 (=) - Aus diesem Grunde 
muss der numerische Werth der Differenz (8) geringer sein, als 


qt+1 
27, (E\y 

2 
Z—-§E ? 
feststeht, dass er bei der geltenden Voraussetzung fiir einen 
wachsenden Werth der Zahl q numerisch unter jede noch so 
kleine Grésse herabsinkt. Demnach ist die ausgesprochene Be- 
hauptung erwiesen, und die Bedingung fiir die Convergenz der 
vorgelegten geometrischen Reihe aufs neue abgeleitet. 

Bei der geometrischen Reihe stellte sich heraus, dass, wo- 
fern die einzelnen Glieder die Bedingung erfiillen, bei wachsen- 
der Stellenzahl gegen die Null abzunehmen, der numerische 
Werth des Quotienten von jedem Gliede durch das vorhergehende, 


von dem es 


der numerische Werth des Ausdruckes 


its 
der mit — bezeichnet worden ist, unter der Einheit liegen muss, 
“ 


und dass alsdann auch die Summe der unendlich ausgedehnten 
Reihe convergent ist. Ein Beispiel einer Reihe, bei welcher 
zwar die einzelnen Glieder sich der Null naihern, die Summe 
einer wachsenden Anzahl von Gliedern jedoch nicht gegen einen 
festen Grenzwerth convergirt, liefern die in dic Einheit dividirten 
natiirlichen Zahlen. Es sei 


1 1 
(9) Q=1,4=4=5-. 
und daher 
10) SB gig ge ar a pe 
( eat HK 18 i ger 


Die Summe s, hat die Eigenschaft, fiir bestiindig zuneh- 


mende Werthe der Zahl gq jeden noch so grossen positiven Werth 


508 Unendliche Summen und Producte. § 105. 


zu iibertreffen. Man kann, um den Beweis zu fiihren, die in 
den Nennern erscheinenden Zahlen so eintheilen, dass die auf 
einander folgenden Potenzen der Zahl Zwei die Grenzen bilden. 
Auf die Zahl Zwei folgen die zwei Zahlen 3, 4, auf die Zahl 


: 1 
Vier die vier Zahlen 5, 6,7, 8,u.s.f. Es ist aber der Bruch 3 


1 mre ORS pers 
grésser als der Bruch oe mithin das Aggregat 3 tq Sstosser 


als der Werth aot ebenso sind allgemein alle in dem 


9? 
1 a 1 
mat eee 
egrdsser als der letzte Bruch, und deshalb ist der Werth des 


: : 
Aggegrate — +...+— vorkommenden Briiche 
2 Q ; 


Agegregats grésser als das Product der Anzahl 2’ in den Werth 


: : 1 
des Bruches aes das heisst ebenfalls grésser als der Werth a 
2 


Hieraus folgt die Ungleichheit 
1 1 il A 


1 
Saas pe 
(11) ns Sina a munya bege wd ss 


indem die auf der linken Seite befindliche Summe ausser den ersten 


: : 1 
beiden Gliedern 1 und a noch 4A—1 Aggregate enthilt, deren 
jedes grésser ist als der Werth = Also iibertrifft der Werth 
der Summe s,, wenn die Anzahl q+1 gleich der Potenz 9 ge- 


setzt wird, welche auf der linken Seite von (11) steht, die 
R Aapulee 159, 
Grosse 1+ 3) die bei einem stets zunehmenden Werthe des 


Exponenten / grésser wird als eine noch so grosse Zahl; eine 
bestaindig zunehmende Zahl q¢ iiberschreitet aber nach und nach 
jede noch so hohe Potenz der Zahl Zwei, daher wiichst die 
Summe s, bei stets wachsendem q iiber jede Grenze hinaus, 
und das sollte bewiesen werden. 

In Bezug auf die fiir die Convergenz eines Products gege- 
bene Definition kénnen wir uns kiirzer aussprechen.  Fiir den 


ras ea! 
Quotienten—“** gilt in Folge von (4) die Gleichung 


q 
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haw 
(12) apomnten ON Ith 
‘die zu abnlichen Beobachtungen veranlasst, wie die Gleichung 
(5). Die Zahl ¢ darf wieder gleich der Einheit sein, mithin 
muss der Werth des Quotienten (12), welcher zu ¢=1 gehdrt, 


das heisst die Grésse Kas selbst, fiir ein hinreichend grosses 


q der positiven Einheit beliebig nahe kommen, folglich von einem 
bestimmten Zeiger ab jedenfalls positiv sein, und es miissen die 
bis zu diesen Stellen ausgedehnten Producte siimmtlich dasselbe 
Vorzeichen haben. Wir kénnen uns also die zu einem gege- 
benen Werthe w gehirige Zahl q so gross gewahlt denken, dass 
die Producte ie fiir keinen Werth der Zahl ¢ das Vorzeichen 


mehr andern. Aus der Bedingung, dass das Product p, Stets 


numerisch kleiner bleibt als eine bestimmte Grésse P, und der 


; : (ey are 
Bedingung, dass der Quotient —‘** bei einem angemessenen 
, 


grossen Werthe der Zahl q fiir jeden Werth der ganzen Zahl 
¢ von der positiven Einheit um weniger abweichen soll als um 


Pp 
den beliebig kleinen Werth w, oder dass die Differenz —“** — 1 


q 
numerisch unter @ liegen soll, folgt nunmehr, dass der absolute 


Werth der Differenz Pe ce. kleiner sein muss als der absolute 


Werth des Products P,® mithin auch kleiner als das Product 
der festen Grisse P in die beliebig kleine Grésse w. Diese Differenz 
bleibt daher selbst numerisch beliebig klein, und deshalb ist 
fiir das Vorhandensein des Grenzwerthes der Producte D, dieselbe 


Bedingung erfiillt, welche bisher als die Grundlage fiir das 
Vorhandensein eines Grenzwerthes angenommen ist. 


§106. Kennzeichen fiir die Convergenz unendlicher Summen. 


Fiir viele Arten von Reihen lisst sich die Convergenz 
ihrer Summe durch eine Zuriickfiihrung auf das Verhalten einer 
geometrischen Reihe beurtheilen. Namentlich ist dies der Fall, 
sobald die einzelnen Glieder der Reihe ¢,, ¢,, ¢,, ... in Producte 
zerlegt werden kénnen 
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(1) Co Eq Oo) ©y = Es Ors Co Eo On) = ++ 
bei denen ¢,, ¢,,... positive oder negative Gréssen bedeuten, die 
siimmtlich numerisch unter einem festen Werthe bleiben, und 
zugleich @,, @,,-. positive Gréssen sind, fiir welche der Quotient 
einer Grésse durch die vorhergehende bei wachsender Stellen- 
zahl sich immer mehr einem entweder tiber oder unter der 
Einheit befindlichen Grenzwerthe nihert. Hier gelten die fol- 
genden Sitze: 

(I) Wenn die Gréssen €,, €,,... sich mcht der Null ndahern, 


Cra 


und der Quotient bei wachsender Zahl t sich bestdndig emer 


t 
Grenze nihert, die grésser ist als die Einheit, so ist die Summe 
Sq = Eo, Og 1 E401 1 ve. + Eq Oy 
fiir eine wachsende Zahl q mcht convergent. 
(II) Wenn die Groéssen €,, €,,... sémmtlich numerisch unter 


4 . memes . 
einer festen Grenze bleiben, und der Quotient —** bei wachsender 
t 


Zahl t sich bestdndig einer Grenze nihert, die kleiner ist als die 
Einheit, so ist die Summe 

Sy = € Oot &,Q, Heeb Ey Oy 
fiir eine wachsende Zahl q convergent. 


0) 
Sit 


Die Grenze, welcher sich der Quotient mehr und mehr 


t 
nihern soll, heisse g. Dann muss sich fiir eine beliebig kleine 
gegebene Grisse 6 die Zahl q, so gross annehmen lassen, dass 


der Quotient Siete fiir jeden Werth der positiven ganzen Zahl 
“ate 

t, die Null mitgerechnet, zwischen den Grenzen g—6 und g+0 
eingeschlossen bleibt. Die kleine Griésse 6 kann ferner stets so 
gewahlt werden, dass, wenn g>1 ist, auch g— 60> 1 ist, und 
dass, wenn g<1 ist, auch g+@<1 ist. Bei der Voraussetzung 
des Satzes (I) dass g>1 sei, nimmt man g— @>1, und hat dem- 
gemiiss, indem fiir ¢ die auf einander folgenden Zahlen gesetzt 
werden, die Ungleichheiten 


Cot Ra: Q 
(Gy 83 Sg 6 SS Se ee 
"1 Qt atl 


? 
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aus denen durch Multiplication die Ungleichheit 
g 
(3) pat > g rae 6), 
n 
und ferner, da die Gréssen @,, @,,.. simmtlich positiv sind, 
die Ungleichheit 
* 4 
(3 ) Chel = ea (g ry 6) e 
folgt. Weil die Basis g — 6 grésser als die Einheit ist, so tiber- 


trifft die Potenz (g —6). fiir einen hinreichend grossen Werth 
von ¢ jede gegebene Grosse, durch die Multiplication mit der 
positiven Grésse Q., wird diese Eigenschaft nicht aufgehoben 


es In dem Product 


nihert sich der erste Factor unter den 


und besteht daher auch fiir die Grésse 0 


Veet ad pelea CO tttl 
Voraussetzungen des Satzes (I) fiir einen wachsenden Zeiger 
nicht der Null. Weil nun der zweite Factor mit wachsendem 
Zeiger tiber jedes Mass hinaus zunimmt, so kann das Product 
der beiden Factoren, naimlich das Glied der zu_ priifenden 
Reihe Cea? sich unméglich mit wachsendem Zeiger der Null 


nihern. Nach dem vorigen § ist dies aber eine fiir die Con- 
vergenz der Summe s, erforderliche Bedingung. Also kann die 


Summe s/ unter den Voraussetzungen des Satzes (I) nicht con- 


vergiren, und das sollte bewiesen werden. 

Bei der Annahme des Satzes II, dass g<1 sei, wird 
g+4<1 genommen, und es ergeben sich, indem wieder fiir ¢ 
die auf einander folgenden Zahlen gesetzt werden, die Un- 
gleichheiten 


Q e ° 
(4) ith ig +6, gt Ae i 0) 
qs (tl “tet 


Aus denselben folgt durch Multiplication die Ungleichheit 


@, 
(5) rd ag) 
1, 
und, wie vorhin, die Ungleichheit 
(5*) 0. eae be, Gee 


Man bildet jetzt mit einer iiber gq, liegenden Zahl q die 
Differenz 
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(6) CP ws a . cae vr ett a ey Oo 42 sept Hee oirt Cot 

und bemerkt, dass der numerische Werth derselben vergréssert 
wird, sobald jede der Gréssen eo aes durch ihren absolu- 
ten Werth ersetzt wird, da die zweiten Factoren simmtlich po- 
sitiv sind und auf diese Art eine Summe von lauter positiven 
Elementen entsteht. Eine fernere Vergrésserung erfolgt, indem 


statt den absoluten Werthen der Gréssen ¢ _,...€ _, eine po- 
qt1 qt+t 


sitive Grosse © substituirt wird, unter der nach den Voraus- 
setzungen des Satzes (Il) jene gelegen sind, und indem zugleich 


Statt es) Qyyor 0+ Spas respective die aus (5*) folgenden oberen 
q—Uutet 


Grenzen @, (9+ Opie @., (g + 6)" +O, (g +9) ein- 
treten. Demnach ist der absolute Werth der Differenz (6) 
kleiner als der Werth der Summe der geometrischen Reihe 
(1) Co, (g+ 0) “+ Ee, G+ OO +... + Eo, (g +), 
welcher durch den Ausdruck 

(9 ae ine AS (g uy lpi 
m peg = &) 
dargestellt wird. Da g+ 6 eine positive unter der Einheit lie- 
gende Grésse bedeutet, so ist die Potenz mit dem Exponenten 


q—q, +t+1 kleiner als die Potenz mit dem Exponenten g—q,, 
und der Werth des Ausdruckes (8) muss griésser sein als der 


Werth 
wn 
9 AOR) a 
bei welchem der zu subtrahirende Bestandtheil des Ziihlers fehlt. 
Nun lisst sich die Zahl g so gross wiihlen, dass das Product, das 


—+1 
? 


(8) Co 


aus dem unveriinderlichen Bruche und der (¢ — q,)ten 


Cn 
1—(g+6) 
Potenz der unter der Einheit befindlichen Grésse g+6 als zweitem 
Factor entsteht, niimlich der Werth (9), kleiner wird als eine 
beliebig kleine gegebene Grisse w. Dann bleibt aber der absolute 
Werth der Differenz (6), wie gross auch immer die Zahl ¢ ge- 
nommen werde, nothwendig kleiner als die Grésse w, und da- 
mit ist vermége der Definition (I) des vorigen § die Bedingung 
fiir die Convergenz der Summe s, erfiillt, folglich der Inhalt des 
Satzes (IL) erwiesen. 
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Wird unter den Voraussetzungen des Satzes (II) die Reihe 
untersucht, bei welcher statt der Glieder ¢,@,, €,0,,.-. die be- 
ziiglichen absoluten Werthe derselben auftreten, so ist an Stelle 
der Differenz (6) derjenige Ausdruck zu erértern, bei dem eben- 
falls statt der einzelnen Glieder der rechten Seite deren abso- 
lute Werthe genommen werden. Die gegebene Beweisfiihrung 
hat nun gezeigt, dass gerade dieser Ausdruck kleiner bleibt als 
der Werth (9) und deshalb fiir eine geniigend grosse Zahl q 
unter die beliebig kleine Grésse w herabsinkt. Darin liegt zu- 
gleich der Beweis des Satzes 

(III) Unter den Bedingungen des Satzes (II) ist auch die- . 
jenige Summe convergent, welche aus s, hervorgeht, indem statt der 
einzelnen Glieder die absoluten Werthe derselben genommen werden. 

Bis hieher ist in diesem Capitel die Anschauung festge- 
halten worden, dass die Glieder der zu summirenden Reihen 
fiir jeden.einzelnen Fall gegeben sind. Von nun ab wird die 
Voraussetzung zur Geltung kommen, dass die Glieder von ge- 
wissen verinderlichen Gréssen abhingig, und insofern selbst 
veriinderlich sind. Zu diesem Zwecke kniipft unsere Betrach- 
tung noch ein Mal an die geometrische Reihe und an die Reihen 
an, die aus der Entwickelung der negativen ganzen Potenzen 
eines Binoms hervorgehen. 


§ 107. Potenzreihen. 


Wenn é eine gegebene constante und «x eine verinderliche 
Grésse bezeichnet, so ergiebt die nach den fallenden Potenzen 
von # geordnete Division des Binoms «— & in die Einheit, und 
eine eben solche Division einer positiven ganzen Potenz des 
Binoms (a—&)' in die Einheit, eine geometrische Reihe und be- 
ziehungsweise recurrente Reihen, die auf beliebig viele Glieder 
ausgedehnt werden kénnen. Nach § 98 und § 99 des Abschnittes III 
gelten die Gleichungen 


cy" 
(1) ies : SmRE aun be oe Bg A eg) 
ie as 


Lipschitz, Analysis. 33 
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c\é E t+1 
(2) er — ee () = @ 42k 438 a A+. 


bs joa gate 
> ? 
Neo? eKitl 
a (=) +. ERO 2) 
Gy one ae 
(22+8)" (a—s)" 
cath ce oa) 2 —a—2 a(a+1) at] ig 
=a + aba Si a ai eS one 


und zwar fiir jeden nate von z, mit Ausnahme des Werthes 
Giz &, 

Die Factoren nO , eR 9: sind reine Zahlengrissen, die 
weder & noch « enthalten. Nun hat man hier unzweifelhaft 
das Recht, in einer jeden Gleichung sowohl auf der linken wie 
auf der rechten Seite gleichzeitig statt « die Grésse § und 
statt € die Grésse x zu setzen; die Differenz x—é& geht da- 
durch in die entgegengesetzte Differenz —a + & iiber, so dass, 
nachdem die Gleichung (1) auf beiden Seiten mit der negativen 
Kinheit, die Gleichheit (3) mit der Potenz (—1)" multiplicirt ist, 
die ebenfalls fiir jeden Werth von x mit Ausnahme des Werthes 
x= giiltigen Gleichungen entstehen, 


(4) ar PG eee ae ae Ss —s ee es x, 
t (+1 
1 ent) 5) | 
ib ger mt peace aire oa A 
Ly: ne 3 


—tf—1 (—1 
tS 


—a+l+2 t+] 
[2% @) x 
i no (2) a ow +H, (2 


CO ilps eres See NL 
(7-6) ani 
s(t te g(eyect? ae ee (eee ve 
“f ACAD bs #(—1)" amet sin 


1.2.3...(é—a+1) 
Wir erhalten auf diese Weise fiir die negativen ganzen Po- 
tenzen des Binoms «—& Entwickelungsreihen, die nach den po- 
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sitwven Potenzen der Variable x fortschreiten. Diese Reihen 
kénnen als das Resultat einer nach den steigenden Potenzen der 
Variable x geordneten Division aufgefasst werden, die auch auf 
zwei beliebige rationale ganze Functionen einer Variable # an- 
wendbar ist und zu einer Erweiterung des Abschnittes III 
fiihren wiirde, welche wir nicht weiter verfolgen. 

Der characteristische Unterschied zwischen der Entwicke- 
lung der negativen Potenz (a—&)“, die nach den fallenden 
Potenzen der Variable x, und der Entwickelung, die nach den 
steigenden Potenzen der Variable x geordnet ist, zeigt sich 
durch die Untersuchung der Bedingungen, unter denen die eine 
und die andere Entwickelung bei wachsender Gliederzahl con- 
vergirt. Der Restbruch, welcher in (4) zu der Function 
in (5) zu der Function as in (6) zu der Function 
= hinzukommt, wird respective aus dem Restbruche, der 
in (1), (2), (3) zu der gleichen Function hinzukommt, abgeleitet, 


“—s’ 


indem z an die Stelle von ia tritt. Aus dem Umstande, dass 


die Restbriiche in (1), (2), (8) fiir immer zunebmende Werthe 
der Zahl ¢ bei reellen Werthen von § und z sich der Null 


nihern, sobald numerisch unter der Einheit liegt, bei com- 
plexen Werthen von & und @ sich der Null ni&hern, sobald der 
absolute Betrag der complexen Grésse = unter der Einheit liegt, 


folet unmittelbar, dass die Restbriiche in (4), (5), (6) ftir immer 
zunehmende Werthe der Zahl ¢ bei reellen Werthen von & und x 
& 
E 
liegt, bei complexen Werthen von § und & sich der Null néhern 


sich der Null niihern, sobald numerisch unter der Einheit 
sobald der absolute Betrag der complexen Grosse 5 unter der 


Einheit liegt. Daher convergiren die auf der rechten Seite von 
(4), (5), (6) befindlichen Reihen fiir eine wachsende Anzahl von 
Gliedern bei reellen Werthen von & und z unter der Bedingung, 


a : : : pale Rear om . 
dass 3 numerisch kleiner ist als die Einheit, ferner bei com- 
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plexen Werthen von € und « unter der Bedingung, dass der 
& 
rg 
werden die Grenzwerthe beziehungsweise durch die Functionen 
1 1 1 

@—= 5" (ae —5)* l(eey 

Wir erkennen jetzt die merkwiirdige Thatsache, dass sich 
jede negative ganze Potenz einer Function des ersten Grades 
der Variable z, die mit a2—é bezeichnet wird, sowohl durch 
eine convergente unendliche Reihe darstellen lisst, die nach den 
negativen Potenzen der Variable a fortschreitet, wie auch durch 
eine convergente unendliche Reihe, die nach den positiven Po- 
tenzen der Variable x fortschreitet. Die Bedingungen, unter 
denen die eine und die andere Reihe anwendbar sind, schliessen 
sich aber gegenseitig aus. [tir die Reihe der negativen Po- 
tenzen muss bei reellen Werthen von € und w der numerische 


§ 


Werth des Quotienten Fe bei complexen Werthen von § und « 


absolute Betrag von — kleiner ist als die Kinheit, und zwar 


, dargestellt. 


der absolute Betrag des Qubtenien © kleiner als die Kinheit 
sein, wihrend fiir die Reihe der positiven Potenzen bei reellen 
Werthen von & und # der numerische Werth des Quotienten = 
bei complexen Werthen von & und a der absolute Betrag des 
Quotienten © grisser als die Einheit sein muss. Sobald die 


Grisse € gegeben ist, zerfallen die sdimmtlichen Werthe der com- 
plexen Grosse x in solche, deren absoluter Betrag kleiner ist als 
der absolute Betrag von & in solche, deren absoluter Betrag 
grosser ist als der Betrag von § und in solche Werthe, deren 
absoluter Betrag dem absoluten Betrage von & gleich ist. Fiir 
die Werthe der ersten Art convergirt die bezeichnete Reihe der 
positiven Potenzen, fiir die Werthe der zweiten Art die bezeich- 
nete Reihe der negativen Potenzen, fiir die Werthe der dritten 
Art keine von beiden. Die Gauss’sche Interpretation der com- 
plexen Grissen, welche am Schlusse der § 98 und § 99 ange- 
wendet ist, giebt hiefiir das Bild, dass, nachdem um den Null- 
punkt der repriisentirenden Ebene als Centrum ein Kreis be- 
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schrieben ist, welcher durch den Punkt & hindurchgeht, die 
Werthe der complexen Grisse « durch Punkte der Ebene ver- 
treten werden, die bei der ersten Voraussetzung innerhalb des 
beschriebenen Kreises, bei der zweiten Voraussetzung ausser- 
halb desselben Kreises, und bei der dritten Voraussetzung auf 
dem Kreise selbst liegen. 

Wir wenden uns jetzt zu einer aligemeinen Been 
der Reihen, welche nach den positiven Potenzen ciner variabeln 
Grosse x geordnet sind. Sie nehmen in der gesammten Analysis 
eine ausgezeichnete Stellung ein. Es seien 0,, b,,... gegebene 
reelle Gréssen, die simmtlich numerisch unter einer festen 
Grenze liegen, mit denen die Summe 
(7) SOU 2 ba) +l. +b 
gebildet wird. Die variable Grésse x mige gegenwirtig eben- 
falls nur reelle und der Einfachheit halber auch nur positive 
Werthe erhalten, und es sei ein specieller Werth «=X be- 
kannt, fiir den die Summe s, bei unendlicher Ausdehnung con- 
vergirt. Dann besteht der folgende Satz: 

(I) Sobald die im (7) definirte Summe s_ bei emer stets zu- 
nehmenden Gliederzahl fiir den reellen positiven Werth x=X 
convergirt, so convergirt sie auch fiir jeden reellen positiven 
Werth x, der kleiner ist als der Werth X. 

Weil nach § 105 die Summe der Glieder einer convergen- 
ten Reihe, von einem zu bestimmenden Zeiger ab bis zu einem 
beliebig weit vorgeriickten Zeiger genommen, numerisch kleiner 
ausfallen muss als eine beliebig kleine gegebene Grésse 6, und 
weil die Reihe (7) fiir «= X convergent sein soll, so kann der 
Zeiger q so gewahlt werden, dass die Summe 

saibpig, Khe la ly OT 


Ongte— Oq+t q+2 
fiir jeden Werth der positiven ganzen Zahl ¢ numerisch kleiner 
bleibt als die beliebig kleine gegebene Grisse 6. 

Die Differenz s,,,—s, lasst sich nun folgendermassen dar- 


stellen 


5g Lad b x? 4 ee 
(8) Sone 5, Boat ate q+2 54 Coan 
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ferner ist in Folge der eingefiihrten Bezeichnung 
rh Boe qQ+2 ee 
(9) B41 x a get? Dig X agers Ont) * 


Meco hacks 
Dit & aout, abe 


Durch Substitution ‘kommt 


e q4+1 “ sie 
(10) See aa tog a ae xX eG ee xX a 


q.q+t—1* 


q+t 
x 
PAO lone’ 7 gape te (=) ’ 
und durch Auflésung der mit den Potenzen von < multiplicir- 


x 
ten Differenzen kann die neue Anordnung erhalten werden 


hy - q4+1 ao q+2 
(11) Sr op Can \ el) Ne 
i q+2 ¢ q+3 iia a Siig! Ah) 
a Oo at2 x == xX oe Oo.q+t—l xX xX ) 


2\tt 
+ Ones) R 


& . ‘ye . . . & 
Da x cine positive unter der Einheit liegende Griésse be- 


deutet, so haben die siimmtlichen Differenzen 


q4+1 q+2 q+t—l q+t 
aoa i fan siti Wi) (cai 
(3) -l) Gy A) 


y 


q+e 
wie auch die Potenz (=) positive Werthe. Die rechte Seite 


xX 
von (11) wird deshalb numerisch vergréssert, sobald man jede 
der Gréssen Th OO, eae, durch den positiven Werth 64 


ersetzt, welcher nach der bestehenden Voraussetzung jede der- 
selben numerisch tibertrifft. Alsdann zieht sich aber die rechte 
Seite von (11) zu dem Product 
q+1 
& 
12 (Ay ESC 
(12) (=) 


musammen. Der numerische Werth der Differenz s,,,—s, 


q+1 
bleibt also fiir jede Zahl ¢ kleiner, als das Product (5) ; 


welches beliebig klein gemacht werden kann, und damit ist die 
Behauptung des Satzes (1) bewiesen. 
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Bei der geometrischen Reihe und den andern vorhin be- 
sprochenen besonderen Potenzreihen ist die Variable nicht blos 
reell angenommen, sondern auch durch eine complexe Griésse 
ersetzt worden. Die allgemeine Lehre der Potenzreihen erfor- 
dert die Vollziehung desselben Schrittes. In der Reihe (7) wird 
jetzt statt der reellen Variable xz die complexe Grisse 
(13) “tiy=e 
substituirt, so dass das Resultat 
(14) s,=b,+6, (w@tiy) +b, (e@tiy)?+...+b, (c+iy)’ 
entsteht. Alsdann zerfallt jedes Glied von s, in einen reellen 
und einen rein imaginaren Theil, mithin auch s, selbst, und 
die Aussage, dass die Summe s, fiir eine wachsende Zahl q 
convergire, hat die Bedeutung, dass sowohl die Summe der 
reellen Theile wie auch dice Summe der rein imaginiren Theile, 
nachdem sie von dem Factor 7 befreit ist, convergent sei. Um 
die Trennung in den einzelnen Gliedern auszufiihren, bezeichne 
ry den absoluten Betrag der complexen Grosse x+iy und w 
einen innerhalb der ganzen Kreisperipherie vollstaindig bestimm- 
ten Winkel, so dass 
(15) “2+ iy=r (cos w +7 sin wW) 
ist; da b,, 6,,... reelle Gréssen sein sollen, stellt in der Glei- 
chung 
(16) s,=6,+ b,rcosp+b,r? cos2p+...+5, 11 cos gy 

+i(,rsinwt+b,r? sin 2y+...+, 7’ sin gy) 
die erste Zeile der rechten Seite den reellen Theil, die zweite 
Zeile den rein imaginiren Theil der Summe s, dar. Man kann 
nunmehr den Satz (1) in der folgenden Weise ausdehnen: 

(II) Sobald die im (14) definirte Summe s, bet wachsendem 
q fiir diejenigen Werthe «+ ty= X+7Y convergirt, deren abso- 
luter Betrag gleich R ist, so convergirt sie auch fiir jeden com- 
plexen Werth «+ <y, dessen absoluter Betrag r klemer als der 
Werth fi ist. 

Der Beweis besteht in einer Zuriickfiihrung auf den Satz 
(1). Fiir eine beliebig gewihlte Grisse 2 +7y, deren absoluter 
Betrag r kleiner als #& ist, enthalt die Gleichung (15) einen 
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bestimmten Winkel 7. Mit diesem Winkel bilde man die com- 
plexe Groésse 
(17) X+iY=R(cosw+isin y). ! 
Nach der Voraussetzung convergirt s, bei der Substitution dieser 
Grosse statt der Grésse «+ iy, das heisst, es convergirt die 
Summe 
(18) b,+ b,Reosw+b, R? cos 2w+...+6, R' cosqy 
+i(6,Rsinw+, R? sin2y+...+b, R’ sin qi). 
Nun folgt nach (1) aus der Convergenz des reellen Theiles von 
(18) die Convergenz des reellen Theiles von (16), und aus der 
Convergenz des durch die imaginire Einheit ¢ dividirten ima- 
giniren Theiles von (18) die Convergenz des durch die imagi- 
nire Einheit + dividirten imaginiren Theiles von (16). Mithin 
ist der Satz (ID) giiltig. 

Es gewihrt ein Interesse, die Ausdriicke hinzuzufiigen, 
unter denen der reelle und der imaginiire Theil der hierher 
gehdrigen Differenz s,,,—s, enthalten bleiben, und aus deren 
beliebiger Abnahme die Convergenz der Summe s, geschlossen 
wird. Fiir jeden der beiden Theile ist der Ausdruck zu bilden, 
welcher dem bei dem Beweise des Satzes (II) vorkommenden 
Product (12) entspricht. An die Stelle von x und X tritt beide 
Male respective + und R. Nachdem dann die positive beliebig 
kleine Grésse 6 gewahlt ist, muss eine Zahl g so gross ange- 
nommen werden, dass sowohl die Summe 


q+1 TS 

(19) 6, BR cos@+1)h +...+b 
wie auch die Summe 

é “el, oy Vere eee v . ¥t. B 

(20) oes R sin(q+ lwp + a. + a R' sin (q+t)w 

fiir jeden Werth der Zahl ¢ numerisch kleiner als @ bleibt. 
Unter dieser Voraussetzung sind sowohl der reelle wie auch 
der durch 7 dividirte imaginiire Theil der Differenz s 
numerisch kleiner als die Grosse 


(21) ge 


Die Bedeutung dieses Ausdruckes hiingt wesentlich davon 
ab, wie zu der gegebenen kleinen Grésse 6 die Zahl q gefunden 
wird, oder in andern Worten, wieviel Glieder bei dem reellen 


R'* cos (qty, 


q+et 


att — So 
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und dem imaginaren Theile der Summe (18) erforderlich sind, 
damit der bei dieser Summe zu begehende Fehler unter der 
Grésse 6 bleibe. Die Art, in welcher die mit dem speciellen 
Werthe r= FR gebildete Summe (18) convergirt, bestimmt also 
den fiir die Summe (16) entscheidenden Ausdruck (21). Man kann 
indessen hiufig auch ohne vorhergehende Kenntniss specieller 
Werthsysteme, fiir welche die Summe einer Potenzreihe convergirt, 
die Convergenz derselben beurtheilen, indem man den folgenden 
Satz anwendet: 

(IIL) Wenn die absoluten Werthe der Grissen b,, b, R,b, R?,... 
simmtlich unter einer festen Grosse 8 bleiben, so convergirt die 
im (14) defimirte Summe s, fiir diejemgen Werthe a +iy, deren 
absoluter Betrag kleiner ist als die positive Grosse R. 

Um diesen Satz zu beweisen, geniigt es, die in (16) ge- 
gebene Darstellung von s, in die Gestalt zu bringen 


2 
GY reais 
(22) s, =b,+6, Roos uF +b, Reos2 y (+) aed 
a figs q 
+b, BR’ cos wy (7) 


R 


und den Beweis des im vorigen § mitgetheilten Satzes (II) zu 
benutzen. Weil die Cosinus und Sinus der Vielfachen eines 
Winkels yw stets zwischen den Grenzen —1 und +1 enthalten 
bleiben, so liegen sowohl die Grissen 
bo, 0, Roos w, b, Ki cos 2w,.. 
wie auch die Gréssen 
6b, Rsiny, 6, Rsin2w,.. 

unter der in der Voraussetzung bezeichneten Grésse 6 und er- 
fiillten die Bedingung, welche bei dem erwihnten Satze des 
vorigen § fiir die dortigen Gréssen ¢,, ¢,,.. gestellt ist. Die auf 
einander folgenden Potenzen der unter der Einheit befindlichen 


m ded be: q 
if b, Rsin we +b, Rsin2y le) +..+6, R’sin (7) ) 


Us 
R | 
05) 0,+-- bezeichnet sind, und zwar ist es erlaubt, bei der Auf- 
suchung eines Werthes, der die dortige Differenz (6) numerisch 
iibertrifft, sowohl den Grenzwerth g wie auch die spiter ein- 


positiven Basis — treten an die Stelle der Gréssen, die mit 
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erat val inte 
gefiihrte Grésse g+0 durch die Grosse Re ersetzen. Der reelle 


und der von dem Factor « befreite imaginire Theil der zu der 
Reihe (22) gehérenden Differenz s,,,—s, liegen in Folge jener 
Erorterungen fiir jeden Werth der Zahl ¢ numerisch unter der 


Grosse 


(23) B ‘water’ 
Bee 


welche aus dem Ausdrucke (9) des vorigen § entsteht, indem 


7 


WN 
€ durch B, e,, durch (;) , und g+0 durch 5 ersetzt wird. Die 


q 
Griésse (23) wird aber vermége der Potenz (3) beliebig klein, 
und deshalb convergiren, wie behauptet worden, die beziiglichen 
Summen, so lange der absolute Betrag y der complexen Grosse 
kleiner ist als die positive Grésse R. 
Es leuchtet ein, dass die absoluten Werthe der Gréssen 
b,, 0, R, b, R?,.. sehr wohl unter einer festen Grésse liegen 
kénnen, ohne dass die Summe (18) convergirt, in welche die 
Summe (16) bei y = RK iibergeht. Daher lisst sich der Satz (IIL) nur 
beweisen, sobald fiir die Reihe 8, der absolute Betrag 7 kleiner 
als die Grésse R ist, mit Ausschluss des Falles der Gleichheit. 
Bei dem Satze (II) wird dagegen die Convergenz der Reihe (18) 
vorausgesetat, uud es folgt die Convergenz der Reihe s,, wofern 
der absolute Betrag r kleiner als die Grisse R ist, mit Hin- 
* schluss des Falles der Gleichheit. Hierin liegt der Unterschied 
der beiden Siitze. 


§ 108. Fortsetzung. Begriff der Stetigkeit einer Function. 


Der Werth der Summe einer unendlichen Reihe, die nach 

den positiven Potenzen einer Variable 2 fortschreitet und _ fiir 
. alle reellen numerisch unter einer bestimmten Grisse liegenden 
Werthe der Variable convergirt, ist fiir jeden dieser Werthe voll- 
stindig bestimmt, und stellt daher vermége der in § 101 gege- 
benen Definition eine Function der Variable « dar. Alle so 
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erzeugten Functionen haben gewisse gemeinsame Kigenschaften, 
zu deren Darstellung es nothwendig ist, einen bisher noch nicht 
erdrterten Begriff zur Sprache zu bringen, den Begriff’ der Ste- 
tigkeit emer Function. Die Definition desselben ist die folgende: 
Wenn eine Function f (x), welche fiir alle der Bedingung 
a<2<b genitigenden Werthe von x gegeben ist, die Eigenschaft 
hat, dass bei je zwei innerhalb dieses Intervalles befindlichen 
Werthen x und x+h die Differenz der zugehirigen Werthe der 
Function f (a+h) — f(x) fiir einen gegen die Null abnehmenden 
Werth der Grosse h selbst gegen die Null abnimmt, so wird f(a) 
eme stetige Function der Variable « genannt. 

Wir wollen uns jetzt davon iiberzeugen, dass jede positive 
ganze Potenz der Variable x stets den Anforderungen der auf- 
gestellten Definition geniigt und somit eine stetige Function der 

Variable « ist. Fiir jeden Werth der Grésse x und der Grésse 
h und jeden ganzen positiven Werth des Exponenten n gilt der 
in § 46 nachgewiesene binomische Lehrsatz 


n (n— 1) ora 
2 


durch welchen die zu bildende Differenz (v+h)"— a" den Aus- 
druck erhialt 


(1) (+h) = 2" + na" h+——— "OW +... +h", 


wie 1) OR 

Die einzelnen Glieder sind Producte aus den ganzzahligen 
Binomialcoefficienten, aus positiven Potenzen der Groésse x und 
aus positiven Potenzen der Grésse h von der lten bis zur nten. 
Fiir einen numerisch hinreichend kleinen Werth von h wird 
jede der Potenzen von h belicbig klein, die andern Factoren 
wachsen nicht, folglich erhalt das ganze aus einer beschrinkten 
Anzahl von Gliedern bestehende Aggregat einen numerisch be- 
liebig kleinen Werth, weshalb die fiir die positiven ganzen Po- 
tenzen einer Variable « ausgesprochene Behauptung giiltig ist. 
Aus der Stetigkeit der Potenz x" folgt sogleich, dass jede ratio- 
nale ganze Function emer Variable eine stetige Function von x ist. 
Eine soleche Function ist gleich der Summe einer beschrinkten 
Anzahl von ganzen positiven Potenzen, die in constante Coef- 
ficienten multiplicirt sind, 


(2) (a+h)" —a"=n2"h+ +...4h". 
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(3) f(a) =a, 2" +a, 2" 


jeder Summand hat aus der angefiihrten Ursache die Eigen- 
schaft, eine stetige Function von # zu sein, und die zu bildende 
endliche Summe nimmt an dieser Eigenschaft Theil. Hiebei ist 
die Grisse « keiner Einschriinkung unterworfen. Dagegen liefert 
) 

a—é’ 
reellen Werth bedeutet, das Beispiel einer Function, welche so- 
wohl fiir alle Werthe von z, bei denen «—& positiv ist, wie 
auch fiir alle Werthe von a, bei denen x— § negativ ist, stetig 
bleibt, dagegen bei dem Uebergange von einem unter der Grosse 
— liegenden Werthe x zu einem tiber der Grosse & liegenden 
Werthe a+h eine Unterbrechung der Stetigkeit aufweist. Dass 
die Differenz oe —_ = (e+ == (Gey sobald die 
Gréssen a+h—E und w—é dasselbe Vorzeichen haben und 
von Null verschieden sind, bei numerisch abnehmendem h 
sich der Null nihert, ist leicht einzusehen. Auch kann nicht 
bezweifelt werden, dass, wofern 0 und « positive Gréssen bedeu- 
ten und «—§=— 0, x—&+h=e genommen wird, die Differenz 

1 ‘Wait 
U—Fth @—— 2 
und ¢ einen beliebig grossen Werth erhiilt. Daraus folgt das 
Behauptete. 


fla, 


die rationale gebrochene Function bei der € einen beliebigen 


+4 fiir hinreichend kleine Werthe von 0 


Damit der Begriff der Stetigkeit auf die Summe einer un- 
endlichen Reihe angewendet werde, muss selbstverstiindlich vor- 
her die Convergenz der Reihe festgestellt sein. Wir betrachten 
jetzt die im vorigen § in (7) angegebene Summe, fiigen der 
Bezeichnung den Werth der Variable x hinzu, so dass 
(4) S, (%) = b, +b, "+b, 0° +...+b, x! 
ist, und machen die Voraussetzung des dortigen Satzes (I), dass 
die Summe ftir den reellen positiven Werth «=X convergire. 
Sie convergirt dann nach diesem Satze auch fiir die reellen po- 
sitiven unter X lregenden Werthe von x, den Werth X mit ein- 
gerechnet, und driickt eine bestimmte Function von x aus. Es 
lasst sich nun zeigen, dass die unendliche Summe S, (a) fiir dieses 


Intervall der Variable x, innerhalb dessen die Variable x dem 
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Werthe X beliebig gendhert werden darf, eine stetige. Function 
der Variable «x ist. 


Das Ziel wird erreicht sein, sobald man fiir je zwei zwischen 
den Grenzen 0 und X liegende Werthe x und +h eine Zahl 
q so bestimmen kann, dass die Differenz 


(5) Si, (@+h) — 5,,,(2) 

bei einem gegen die Null abnehmenden Werthe von h numerisch 
beliebig klein wird, wie gross auch immer die ganzen Zahlen 
¢und ¢, gewihlt werden mégen. Der numerische Werth der 


uA Differenz S,4.(@) —8, (a) liegt fiir jede Zahl ¢ unter der im vorigen 


x 
Differenz s,,,,(v-+h)—s, (a+h) fiir jede Zahl ¢, unter der ent- 


q+1 
sprechend gebildeten Grisse 6 (23) . Sowohl der Ausdruck 


q+1 
§ mit (12) notirten Grisse (2) , der numerische Werth der 


x g+1 v +h q+1 | 
6 (5) wie auch der Ausdruck A(2 ¥ werden vermége der 


beliebig kleinen Grosse 0 beliebig klein, wie nahe die Grisse = 


sed 
xX 
dann noch, wenn man eine von ihnen den Werth der Einhett 
selbst annehmen ldsst. Weil aber die Differenz (5) gleich dem 
Aggregat der Differenzen 
(6) s, (@+h) —s, (2) 

+ (8,,,,(@+h) — s,(%+h)) 

. (Sry (x) wy S (2)) 
ist, und aus der angefiihrten Ursache die zweite und dritte 
Differenz numerisch beliebig klein ausfallen, so kommt es nur 
noch darauf an, zu beweisen, dass auch die erste Differenz 
(7) s, (+h) —s, (x) 
beliebig klein wird. Hier bedenke man, dass die Zahl g zu 
der gegebenen kleinen Grésse 6 passend gewahlt worden 
ist, ohne auf die Werthe « und «+h Riicksicht zu nehmen. 
Daher darf fiir den Augenblick s,() als eine ganze Function 
der Variable 2 vom qten Grade aufgefasst werden, und die vor- 


oder ~ an die Hinheit geriickt werde, und sind es selbst auch 
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hin nachgewiesene Stetigkeit der ganzen Functionen bringt es 
mit sich, dass durch die Wahl der Grosse h die Differenz (7) 
numerisch kleiner gemacht werden kann als jede noch so kleine 
gegebene Grésse. Daraus folgt die Thatsache, dass der nume- 
rische Werth der Differenz (6) beliebig klein wird, mithin die 
Richtigkeit der aufgestellten Behauptung. Insbesondere ist aber 
hervorzuheben, dass vermige des gelieferten Beweises die durch 
die unendlich ausgedehnte Summe s, (x) dargestellte Function 


auch dann stetig bleibt, wenn der Werth der Variable x dem ge- 
gebenen Werthe X beliebig geniihert wird. 

Fir das Folgende muss auch die Abhiingigkeit einer 
Grosse von zwei und von mehr als zwei verinderlichen Gréssen 
ins Auge gefasst werden. Die abhingige Grisse heisst dann 
eine Function dieser verdnderlichen Grissen, in Uebereinstimmung 
mit dem im § 22 des Abschnittes Il eingefiihrten Ausdrucke 
einer rationalen Function von mehreren veranderlichen Gréssen. 
Bei einer gegebenen Function von zwei verinderlichen Gréssen 
a und y gehort immer zu der Verbindung eines Werthes von x 
mit eimem Werthe von y ein Werth der Function. Diese Vor- 
stellung wird erleichtert, indem man die beiden veriinderlichen 
Gréssen x und y als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes einer Ebene auffasst und sich denkt, dass der fiir die 
Werthe der Variabeln # und y gegebene Werth der Function 
zu dem Punkte der Ebene gehére, dessen Coordinaten x und y 
sind. Hieraus entspringt die Vorstellung, dass die Function 
fiir einen Theil der Ebene oder fiir Theile der Ebene gegeben 
sei, in denen sich die bezeichneten Punkte befinden. Wenn 
eine Function von « und y fiir alle Verbindungen von je zwei 
Werthen gegeben ist, bei denen x zwischen den Grenzen a und 
b, y zwischen den Grenzen ¢ und d liegt, so erkennt man, dass 
diese siimmtlichen Verbindungen die Coordinaten von Punkten 
sind, die innerhalb eines leicht zu construirenden Rechtecks 
liegen. Ist eine Function von «# und y fiir alle Verbindungen 
der Werthe w und y gegeben, bei denen die Quadratsumme 
a* + y* kleiner ist als eine Grésse R?, so befinden sich die 
Punkte, deren Coordinaten # und y sind, innerhalb eines Kreises, 
der um den Coordinatenanfangspunkt mit dem Radius R be- 
schrieben ist, Der Inbegriff der Werthverbindungen von a und y, 
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fiir welche eine Function gegeben ist, wird nach der Analogie 
des Theiles der Ebene ein Gebiet genannt. 


Fine fiir ein gewisses Gebiet von Werthverbindungen der 
Variabeln x und y gegebene Function f(x,y) heisst eine stetige 
Function von « und y, sobald der absolute Werth der Differenz 
von je zwer im dem Gebiete vorkommenden Werthen der Function 
f (ath, yt+hk)—f (a, y) bei stets abnehmender Grosse der Werthe 
h und k sich beliebig der Null nahert. Wenn man 2, y als die 
Coordinaten eines Punktes der Ebene, ferner «+h, y+k als die 
Coordinaten eines zweiten Punktes der Ebene ansieht, so nihert 
sich bei der Abnahme der Gréssen h und & der zweite Punkt 
dem ersten Punkte. 


Kine rationale ganze Function von zwei Variabeln x und y 
ist gleich dem Aggregat einer beschriinkten Zahl von Gliedern, 
deren jedes durch Multiplication ciner ganzen positiven Potenz 
von x, einer ganzen positiven Potenz von y und einer constan- 
ten Grésse erhalten wird, wobei die Null unter den Potenzexpo- 
nenten zugelassen ist. Durch die Anwendung des binomischen 


Lehrsatzes auf jedes einzelne Glied A a" y” ergiebt sich, dass die 


Differenz A (a +h)" (y+k)’ —az”" y” bei abnehmenden Werthen 
von / und & numerisch beliebig klein wird, und daraus folgt 
vermége derselben Schliisse wie sie bei einer ganzen Function 
einer Variable benutzt sind, dass jede rationale ganze Function 
von zwei Variabeln x und y ohne Einschrankung der denselben 
beizulegenden Werthe eme stetige Function von « und y ist. 


Sobald man in eine rationale ganze Function einer Variable 
z statt ¢ eine complexe Grésse «+ iy substituirt, so wird der 
reelle Theil gleich einer ganzen Function von z und y und der 
durch die imaginare Kinheit 7 dividirte imaginaire Theil eben- 
falls gleich einer ganzen Function von # und y mit reellen 
Coefficienten. Wie wir so eben fanden, sind beide Functionen 
stetige Functionen von x und y. Die Coefficienten der urspriing- 
lich angenommenen Function von 2 diirfen beliebige feste com- 
plexe Gréssen sein. Wenn man daher die Bedeutung der Coef- 
ficienten a@,, a@,,-.-4@, in (3) dahin erweitert, beliebige complexe 
Gréssen darzustellen, so liefert dieselbe fiir das Ergebniss der 
bezeichneten Operation den Ausdruck 
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(8) f(@+iy)=a,(e@+iy)" + a, (e+iy) +... + Gy 
Die Substitution von «+h fiir z und von y+é fir y bringt 
dann die Gleichung 
(9) f(atiythtihy=a, (at+iyth+ik)' +a, (at+iyth+rk 
“te wcaist- 

hervor. Statt der in (8) vorkommenden complexen Grésse 
x+y ist in (9) das Aggregat der complexen Grosse x + iy 
und der complexen Griésse h+ik getreten. Wir erblicken 
hier denselben Process, der in § 63 vorgenommen ist, als es 
sich um den Nachweis der Existenz ciner Wurzel fiir jede 
algebraische Gleichung handelte. Der in (8) definirte Aus- 
druck f(a+ iy) wird eine rationale ganze Function des nten 
Grades von der complexen Grossex +iy genannt, und die Kigen- 
schaft derselben, dass sowohl der reelle wie der imaginire Theil 
der Differenz f(a t+iyt+th+ik) —f(«+7y), fiir eine bestiindige 
Abnahme der Griéssen h und k gegen die Null numerisch be- 
liebig klein wird, hat die Bezeichnung erhalten, dass f(% +7y) 
eine stetige Function der complexen Grosse “+ vy sei. 

Kin thnliches Verhalten zeigt die Summe (14) des vorigen 
§, die wir jetzt so bezeichnen, 
(10) s,(a-+iy)=b, +b, (a+iy) +b, (a@+iy)? +... +b, (a+iy)?. 
Sie convergirt bei unendlicher Ausdehnung fiir eine complexe 
Grisse «+iy, deren Betrag unter der dort eingefiihrten Grisse 
f liegt, und man sagt alsdann, dass (10) eine Function der com- 
plexen Grisse x+y darstelle. Mit zwei complexen Grissen 
at+iy und «+iy+h-+ck, fiir welche die Summe convergirt, 
wird die Differenz ' 
(11) Siz, (@tiy +h+ikh) —s,,,(% +ty) 
aufgestellt, wo ¢ und ¢,, wie oben, beliebig grosse positive ganze 
Zahlen sind. Wofern der reelle und der imagindre Theil von 
(11) bet stets abnehmenden Werthen von h und k numerisch beliebig 
klein werden, so sind der reelle und der imagindre Theil der un- 
endlich ausgedehnten Summe (10) stetige Functionen der Variabeln 
x und y, oder die unendlich ausgedehnte Summe (10) ist eine 
stetige Function der complexen Grosse a+ iy. 

Wir werden jetzt die Differenz (11) unter verschiedenen 
Voraussetzungen priifen. Wie die Differenz (5) in das Aggregat 


er 
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(6) aufgelést worden ist, so giebt man der zu untersuchenden 
Differenz (11) die Gestalt 


(12) S,(% + ty +h +ik) —s, (a + ty) 

+ (5,,, (4 14 th+ tk) —s, (a +ey + h + ik) 

— (5, (@ + 2y) —s, (& + 1y)). 
Um die zweite und die dritte der in (12) enthaltenen Dif- 
ferenzen zu beurtheilen, werde «+ iy so, wie in (15) des 


vorigen §, und «+iy+h+ik dem entsprechend ausgedriickt 
so dass 


(13) a+iy=r (cosy +i sinw), e+iyth+ik=r, (cosw, +isiny,) 


’ 


ist. Offenbar nihert sich, sobald h und & numerisch gegen die 
Null abnehmen, der Betrag 7, dem Betrage r und gleichzeitig 
der Winkel zw, dem Winkel wz. Dies wird namentlich dureh 
die Benutzung der Causs’schen Interpretation der complexen 
Gréssen klar. Fiir den Punkt 2+7y ist + die Linge der nach 
demselben vom Nullpunkte aus gezogenen geraden Linie, wy 
der Winkel, den jene Linie mit der positiven Halbaxe der 
reellen Werthe bildet. Fiir den Punkt x+iy+h+ik haben 
die Gréssen 7, und w, die entsprechende Bedeutung. Wenn sich 
nun 2+h dem Werthe x und y +k dem Werthe y nihert, so 
riickt der Punkt x+iy+h+7¢k auf den Punkt «+iy zu, und 
dann nihert sich auch der Abstand7, dem Abstande 7, und der 
Winkel wz, dem Winkel yw. Eine complexe Grésse x+zy, deren 
absoluter Betrag rv kleiner oder bezichungsweise gleich einer 
Grisse & ist, wird, wie schon erwahnt, durch einen Punkt der 
Ebene vertreten, der beziehungsweise innerhalb oder auf der 
Peripherie eines Kreises liegt, welcher um den Nullpunkt mit 
dem Radius # beschrieben ist, und nur complexe Gréssen von 
der bezeichneten Beschaffenheit kommen demnichst zur Erdérte- 
rung. Wir nehmen bei der Discussion der Differenz (12) zuerst 
an, dass die Voraussetzung des in dem vorigen § aufgestellten 
Satzes (III) bestehe, nach welcher die stimmtlichen Grdssen 
b,, b, R, b, R*,... numerisch unter eimer festen Grosse 8 legen. 
Dann befinden sich vermége der dortigen Betrachtungen der reelle 
und der imaginire Theil der Differenz s,,,(v+ty+h-+ tk) 
— 8, (a+ ty +h-+ik) fiir jeden Werth von ¢, numerisch unter 


Lipschitz, Analysis. 34 
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Le 4 
(5) ) 
der Grdsse “—, und der reelle und der imaginire Theil der 
iy 
(gated 


hk - 
Differenz s,,,(w+7y) —8, (z+iy) fiir jeden Werth von ¢ nu- 


merisch unter der Grésse Hier sind die Quotienten 


ig 


- und = kleiner als die Einheit, folglich werden sowohl 


r q r q 
Si alec seats Ga) 
——— wie auch Sa 


jae es 
pale viaee 


Zahl q beliebig klein. Nachdem aber die Zahl q diesem Zwecke 
entsprechend gewiihlt ist, kann bei der in (12) vorhandenen 
ersten Differenz 


(12*) s, (w+iyth+ik) —s, (w+ ry) 


fiir einen geniigend grossen Werth der 


der numerische Werth von # und k mit dem Erfolge bestindig 
verkleinert werden, dass der reelle wie der imaginire Theil von 
(12*) sich beliebig der Null nihern. Unter der erwihnten Vor- 
aussetzung gilt dics also fiir jede der drei in (12) vereinigten 
Differenzen, mithin auch fiir ihr Aggregat. Darum ist alsdann 
die unendlich ausgedehnte Summe (10) fiir alle complexen Gréssen 
a+iy, deren Betrag r kleiner ist als die Grosse R, cine stetige 
Function von x +7y. Der zugeordnete Punkt der Ebene x + iy darf 
dann alle Oerter innerhalb des Kreises cinnehmen, der um den 
Nullpunkt mit dem Radius & beschrieben ist, die Kreisperipherie 
ausgeschlossen. 


Man hat die Differenz (12) zweitens unter der Vorans- 
setzung zu erdrtern, die dem Satze (II) des vorigen § zu .Grunde 
liegt, dass niimlich die Swmme 
(14) s, (R(cos w+é sinw)) 

=b + 6, Reosw+b, FR? cos2yt+... +b, RB! cos qw 

+i(b,Rsinw+b, R? sinQw+... +b, R' sin gw) 
bei unendlicher Ausdehnung fiir jeden Werth des Winkels wW con- 
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verge. Die Voraussetzung des Satzes (III), dass die siimmt- 
lichen Gréssen b,, b, R, b, R*,... unter einer festen Grosse liegen, 
ist zufolge einer in § 105 enthaltenen Bemerkung in der gegen- 
wirtig wiederholten Voraussetzung des Satzes (II) eingeschlos- 
sen. Wir kénnen daher aus dem so eben gelieferten Beweise 
das Resultat ableiten, dass der reelle und der imaginire Theil 
der Differenz (12) beliebig klein werden, wofern die in (13) de- 
firirten Betrige r und r, kleiner als die Grosse R sind. Dagegen 
gestattet das angewendete Beweisverfahren nicht, den Betrag r 
oder den Betrag vr, der Groésse R gleich werden zu lassen: 


Unter der gegenwirtig geltenden, zu dem Satze (II) des 
vorigen § gehérigen Voraussetzung convergirt die Summe (14) 
auch fiir die Substitution des aus (13) entnommenen Winkels w,, 
(15) s, (R (cos, +ésiny,)) 

=b,+ 6, Reosy, +b, Rh? cos2w, +..+6, RB’ cos gy, 

+4(6,Rsinw, +b, R? sin2w, +..+b, R' sin qy,). 

Es kommt nun darauf an, ‘vermittelst der an der betreffenden 
Stelle des vorigen § ausgefiihrten Betrachtung einen Werth zu 
erhalten, welcher den reellen und den imaginaren Theil der 
Differenz s,,, (@+iy+h+ tk) — s,(a+tiyt+th+ck) numerisch 
iibertrifft, und einen Werth, welcher den reellen und den ima- 
ginairen Theil der Differenz s,,,(v-+7y) — s,(%-+7¢y) numerisch 
iibertrifft. Fiir die letztere Differenz wird ein solcher Werth 
durch den mit (21) notirten Ausdruck des vorigen § dargestellt. 
Wenn 0 eine beliebige kleine gegebene Grosse bedeutet, so hat man 
die Zahl q so gross zu nehmen, dass bei der in (14) dargestellten 
Summe S, (R(cosw+asinw)) weder der reelle noch der imagi- 
nive Theil numerisch um mehr als die Grosse 6 wachsen kann, 
sobald statt der Zahl q eine beliebige, grissere Zahl q+t einge- 

qt) 
fiihrt wird; dann ist gener Ausdruck gleich dem Product 6 (7) , 
Um fiir die Differenz s,,, (e+iy+h+ tk)—s,(@+iy+h+ik) 
dasselbe zu leisten, nehmen wir an, dass dieselbe Zahl q ausreiche, 
damit bei der in (15) dargestellten Summe S, (h (cosy, + 7siny,)), 
wie sehr auch der Winkel w, dem Winkel w genihert werden 
moge, weder der reelle noch der imaginire Theil numerisch um 
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mehr als die Grosse 6 wachsen kinne, sobald statt der Zahl q eine 
beliebige grésscre Zahl q+t, eingefiihrt wird; dann ist der zu 
dieser Differenz gehirende entsprechende Ausdruck gleich dem Pro- 


q+ 
duct a("s) . Auf diese Weise werden jetzt ebenfalls der reelle 


und der imaginire Theil in der zweiten und der dritten in (12) 
enthaltenen Differenz beliebig klein, wobei es frei steht, tiber w 
und w, irgend wie zu verfiigen, ferner den Betrag 7 oder den 
Betrag 7, an die Grosse R beliebig heran zu riicken, und auch 
diese Grisse erreichen zu lassen. Fiir die erste in (12) vor- 
kommende Differenz bewirkt, nachdem die Zahl q in der ange- 
gebenen Weise bestimmt worden ist, die numerische Abnahme 
von h undk, bei der7, gegeny undy, gegen w genihert wird, 
dass der reelle und imaginire Theil beliebig klein werden. 
E's niithert sich daher auch unter den gegenwartig bezerchneten 
— Voraussetzungen der reelle und der imaginire Theil der Differenz 
(12) der Null, und folglich ist die unendlich ausgedehnte Summe 
(10) ftir alle complexen Grossen «+iy, deren Betrag r kleiner als 
die Grosse R ist und auch der Grosse R gleich werden darf, 
eine stetige Function von x+iy. Der zugeordnete Punkt der 
Ebene «+7y darf dann alle Oerter innerhalb des Kreises ein- 
nehmen, der um den Nullpunkt mit dem Radius R beschrieben 
ist, die Kreisperipherie eingeschlossen. 

Man hat hiufige Veranlassung, solche Potenzreihen zu 
untersuchen, bei denen die Coefficienten von einer besondern 
verinderlichen Griésse abhingen. Es seien die reellen Coeffi- 
cienten b,, b,,... der Reihe (10) als Functionen einer reellen 
Variable w fiir ein gewisses Intervall derselben gegeben, und 
zwar als stetige Hunctionen von w. Demgemiiss bezeichnen wir 
b,, b,,... respective mit 6, (w), b, (w),... und setzen 


(16) s, (w+ iy,w)=b, (w) + b, (w) (a +iy) +0, (w) (a@tiy)?+... 
+b, (w) (e+ iy)’. 
Die Functionen }, (w), b, (w),... sollen so beschaffen sein, dass 
fiir alle vorkommenden Werthe der Variable w die absoluten 
Werthe der mit der positiven Grisse R gebildeten Ausdriicke 
b, (w), 0, (w) R, b, (w) R,... 
numerisch unter einer und derselben festen Grésse B bleiben. 
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Dann lehrt der Beweis des im vorigen § befindlichen Satzes 
(III), dass die Differenz 

(17) Sy4.(H + 1y,w) — 8, (% + ¢Yy,w) 

fiir jede complexe Grosse x+y, deren Betrag r kleiner als R 
ist, und ftir jeden vorkommenden Werth der Variable w in ihrem 
reellen und ihrem imaginiren Theil Gréssen enthilt, die nume- 
risch kleiner sind als der beliebig zu verkleinernde Werth 


pate Aus diesem Grunde ist die unendlich ausgedehnte Reihe 


ioe 


R 
(16) fiir die erwahnten Voraussetzungen convergent. Dass sie 
eine stetige Function der complexen Grosse x+y darstellt, folgt 
aus dem Vorhergehenden. Wir werden jetzt noch den Nachweis 
hinzufiigen, dass thr reeller und imagindrer Theil zugleich stetige 
Functionen der Variable w_ sind. 

Wenn man mit einem von w verschiedenen zulissigen 
Werthe w+ die Differenz 


(18) Sy41, (e+ ty, w+) —s, (e+ty,w +1) 


4 


‘bildet, so liegt ihr reeller und imaginiarer Theil ebenfalls nu- 


yr q 
a(7) 
merisch unter der Grésse ———~. Nun hat. man fiir eine Diffe- 


ifs 
geo 
renZ $4, (a+iy, w+l)— oe (~+iy, w) wieder den Ausdruck 
(19) 8, (~+iy,w+ l)—s, (v@+iy, w) 
+ 8,4,(¢+ ty, w+ 1 —s8, (a +1y, 0 +1) 
ASE yl 10) Mee Sg (x+y, w)). 


Die beiden letzten hier auftretenden Differenzen erfiillen die 
Forderung, dass ihr reeller und imaginarer Theil fiir eine ge- 
niigend grosse Zahl g numerisch beliebig klein werden. Wofern 
von der ersten Differenz fiir die Voraussetzung, dass der Werth 
1 sich bestiindig der Null nihert, dasselbe gezeigt werden kann, 
so gilt dies nach einem mehrfach benutzten Schlusse auch fiir 
die in (19) dargestellte Differenz 
Sout, (UH ty, W+1)—8,,,(U+1y, w), 
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und die ausgesprochene Behauptung ist gerechtfertigt. Ftihrt 
man die erwiihnte erste Differenz folgendermassen aus 
(20) s,(w+ty,w +1) — s, (a+ ty) 

= (b,(w+ 1) —b, (w)) + (6, (w +1) —B, (w)) (a@+ry) 4+... 

+ (b, (w+) — b, (w))(w@+iy)', 

so sieht man, dass jede der Differenzen 0, (w+1) — b, (w), 
b,(w+l)—b,(w),... fiir die Voraussetzung, dass der Werth / 
sich bestiindig der Null nithert, beliebig klein werden muss, weil 
die Coefficienten b, (w), 6, (w),... stetige Functionen der Variable 
w sind. Durch die vorher getroffene Wahl ist die Zahl q be- 
stimmt; deshalb wird auch der reelle und der imaginire Theil 
der rechten Seite von (20), wo jede der (q+ 1) Differenzen in 
eine bestimmte Potenz der complexen Grésse (w+ cy) multipli- 
cirt ist, bei abnehmendem / beliebig klein. Das aber sollte be- 
wiesen werden. 


§109. Addition, Subtraction und Multiplication von 

unendlichen Summen. 

Die Eigenschaft der aus einer endlichen Anzahl von Gréssen 
gebildeten Summen, nach einfachen Vorschriften addirt, subtra-. 
hirt und multiplicirt werden zu kénnen, liisst sich unter geeigneten 
Modificationen auf unendliche Summen iibertragen. Es sei, wie 
in § 105, eine Reihe von reellen Gréssen gegeben ¢,, ¢,, C., - 
und die aus denselben gebildete Summe 
(1) Sy Gute yeh Og +. 
convergire bei unendlicher Ausdehnung; es sei ferner eine zweite 
Reihe von reellen Gréssen gegeben c’,, c’,, c’,,.... und die aus” 
denselben gebildete Summe Z 
(2) gO TC, TO, ey 
convergire ebenfalls bei unendlicher Ausdehnung. Alsdann ver- 
ursacht die Anwendung der Operationen des Addirens und des 
Subtrahirens keine Schwierigkeit. Wenn man durch Addition 
der gleichstelligen Glieder der beiden gegebenen Reihen eine 
neue Rethe 
(3) Cpe ey rot pie, Ho in 
und durch Subtraction der gleichstelligen Gilieder der beiden ge- 
gebenen Rethen eine eweite neue Reihe 


m4 
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(4) COS SC NCO Cy lw & 

hervorbringt, so convergirt sowohl die Swmme der Reihe (3) wie 
auch die Summe der Reihe (4), und zwar ist der Grenzwerth der 
erstern gleich der Summe des Grenzwerthes von s, und des Grene- 
werthes von Ss‘, ferner der Grenzwerth der letztern gleich ‘der 
Differenz, die durch Subtraction des Grenzwerthes der Summe Ss‘ 
von dem Grenzwerthe der Summe s, erhalien wird. 


Sobald man fiir eine beliebig gegebene kleine Grosse w 
die Zahl gq so gross wihlt, dass sowohl die Differenz Ses 
wie auch die Differenz s‘,,,— s‘, fiir jeden Werth der Zahl ¢ 
numerisch kleiner bleibt als w, was nach den getroffenen Vor- 
aussetzungen miglich ist, so wird sowohl der numerische Werth 
des Ausdruckes 
(5) Sept Sp tySiqga 8g 
wie auch der numerische Werth des Ausdruckes 


(6) Ce ge tS ae 


numerisch kleiner als 2, mithin beliebig klein bleiben. Die 
Summe der Reihe (3) und der Reihe (4) werde folgendermassen 
bezeichnet 


(3*) SH Ot Cot Ggteyt...te,+c', 

(4*) Di 60 grr OC je sO, 04,5 ; 
dann gelten die Gleichungen 

(5) 8 =s,+s', 

(6) D,=8,— 8‘) 


und der Ausdruck (5) fallt mit der Differenz S,,,—S,, der Aus- 
druck (6) mit der Differenz D,, 
vergirt sowohl die Summe S, wie auch die Summe D, bei un- 


endlicher Ausdehnung, und vermége der Gleichungen (5) und (6) 
entsteht der Grenzwerth von S, durch Addition, hingegen der 


Grenzwerth von D, dureh Subtraction aus den Grenzwerthen von 


,— D, zusammen. Daher con- 


s, und s‘,, wie behauptet worden war. 

Die Ausdehnung der Multiplication auf zwei unendliche 
Summen erfolgt dadurch, dass vermittelst der Glieder ¢,, ¢,, ¢.,..- 
der ersten Reihe und der Glieder c’,, c’,, ¢’,,.. der zweiten Reihe 
die folgende Reihe von Gréssen dargestellt wird, 
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(7) I= % Co 
Ye CeeROre 


ae 4 ‘ 4 
Jo = Cp Cg HG, C1 TC, Cy 


Jy HC Cg TOy Cig Fees FO CHE, C5; 

das Glied g, ist ein Aggregat aller derjenigen Producte aus 
einem Gliede der ersten und einem Gliede der zweiten Reihe, 
bei denen die Summe der beiden Zeiger der Zahl q gleich ist. 
Zu der Bedingung, dass die Summe s, und die Summe s‘, con- 
vergiren, wird jetzt noch die Bedingung hinzugefiigt, dass, wo- 
fern 04; @,,--+ Wie absoluten Werthe der Grdéssen c,, ¢,,..., und 
0'4, 0'4,.+. die absoluten Werthe der Grossen c',, c’,,.. bedeuten, 
auch die Summe 


(8) gl Pe ee 
und die Summe 
(9) Op +0. ss: 


bei unendlicher Ausdehnung convergiren. Unter dieser Voraus- 
setzung ist auch die unendlich ausgedehnte Summe 


(10) Pi=MtN ++: +9, 


convergent, und thr Grenzwerth gleich dem Product der Grenz- 
werthe von s, und s'. 


Das Product der Summe s, mit der Summe s’, fiir einen 
bestimmten Werth der Zahl q ist gleich der Summe aller Pro- 
ducte aus je einem Gliede der einen und je einem Gliede 
der andern Summe. Man kann diese Producte so anordnen, 
dass diejenigen zusammengefasst werden, bei denen die Summe 
der beiden Zeiger denselben Werth hat, und zwar durchlauft 
der betreffende Werth die Reihe der Zahlen von 0 bis 2q. Bei 
dem Werthe 0 erscheint das eine Product ¢, c’,= go, bei dem 
Werthe 1 die Summe der beiden Producte c, c‘,+ c¢, ¢,= 49) 
und so fort bis zu dem Werthe qg, bei dem die Summe 
Ge tee, ~+...+¢,,¢,+¢,¢,=g, auttritt, der in (7) ge- 
gebenen Definition gemiiss. Von hier ab erscheinen Summen, 
welche nur einen Theil der in 9,,1, Gy4o) +++ Joy enthaltenen 
Producte umfassen. Es findet sich 


2q 
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Go Ree 


i ‘ itn! me 4 He, 
CHR AH OW hCG ie CFG a Meee, er 


4 ‘ digdek: wa 4 ris ‘ pet ees 4 
WO sO gat tC — Giga Cg par te adi Cgete lt Cea’ 6 
4 eee i 4 a 4 nace On a 4 
qe 4 = Dog © 0g — &1 © a1 2° Cag—1 © 1 — 09 © 0 
Zieht man alle Ausdriicke zusammen, welche auf der rechten 
Seite der vorstehenden Gleichungen zu subtrahiren sind, so ent- 

steht fiir den Ueberschuss der Summe 

1 SARE ON I er EE Fa Rs ees a 
tiber das Product s,s‘, die Darstellung 

cae fees al ‘ ‘ ‘ 
(11) fas 5S ike ato, neat WNC hs aid tesa as 
4 4 4 
Sar ee ern: 
Hier sind die absoluten ‘Werthe von s,, s,,... 8, , kleiner 


als die Summe g,+ ¢,+..+¢@ ferner die absoluten Werthe 


q—)) 
von s‘,, s‘,,..-8',_, kleiner als die Summe 0e‘,+¢@',+..+0',_» 
mithin ist die rechte Seite von (11) numerisch kleiner als der 
Ausdruck, bei dem statt der Gréssen s,, s,,.. und s‘,, s‘,,... 
die bezeichneten oberen Grenzen, und statt der andern Factoren 
ihre absoluten Werthe selbst gesetzt sind, 

(12) (Q ate 2; rr rast O14) Coa +O 4s +... + 0',,) 

os (0') + 0 ol ets e",-1) (p41 ae Orta + wet Q5,): 

Die Summen (8) und (9) sollen bei unendlicher Ausdeh- 
nung convergent sein und gestatten deshalb, vermége der in 
§ 105 aufgestellten Definition, die Zahl q so gross anzunehmen, 
dass die Summen 

Oot + Og4g F--+ + Org 
und Oot Ogi tus a Oty 
beliebig kleine Werthe erhalten, wahrend die Summen 

Cats Cat noc ot OC Mey 
und Oro Oy tack tg Og 
stets unter festen Gréssen enthalten bleiben. Aus diesem Grunde 
bleibt der Werth yon (12) ebenfalls beliebig klein, mithin auch 
der numerische Werth der Differenz P,,—s, s‘,. Die Summe 
P,, ist daher bei unendlicher Ausdehnung convergent, und ihr 
Grenzwerth stimmt mit dem Product der Grenzwerthe von s, und 


s‘, tiberein, wie behauptet worden war. 
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Die Summe der Reihe, welche nach der Vorschrift der 
Gleichungen (7) aus zwei gegebenen Reihen abgeleitet ist, kann 
auch dann convergent sein, wenn diese beiden Rethen zwar con- 
vergente Summen haben, jedoch nicht die Kigenschaft besitzen, dass 
die absoluten Werthe der cinzelnen Glieder convergente Summen 
liefern. Fir die Voraussetzung, dass s,, s', und P, bet unend- 
licher Ausdehnung tiberhaupt convergiren, gilt aber der Satz, dass 
der Grenzwerth der unendlich ausgedehnten Summe P, gleich dem 


Product der Grenzwerthe ist, gegen welche die unendlich aus- 
gedehnte Summe s, und die unendlich ausgedehnte Summe s‘, con- 


ver gwen. 


Der Beweis lasst sich vermittelst der vorhin entwickelten 
Kigenschaften der Potenzreihen liefern. Es sei a eine unab- 
hangige reelle variable Griésse, die die Werthe von der Null 
bis zu der positiven Einheit durchliuft. Mit derselben werden 
die Potenzreihen 
(18) Oo He E+ Ce Fs. 

Chap e Ce Oe PORE ee es 

gebildet, aus diesen entsteht durch Anwendung des in den 
Gleichungen (7) angegebenen Multiplicationsverfahrens die Po- 
tenzreihe 

(15) G6 HiGLO A+ Oar ate. 4 

In der Voraussetzung, dass die Summen s,, s‘, und P, bei un- 
endlicher Ausdehnung convergiren, ist nach § 105 die Bedingung 
mit enthalten, dass sowohl die Grissen c,, ¢,,... wie auch die 
Grossen c‘,, c’,,..., wie auch die Gréssen g,,9,,... ihrem ab- 
soluten Werthe nach stets unter einer festen Grisse bleiben. 
Daher ergiebt sich aus dem Satze (III) des § 107 bei der An- 
nahme A= 1, dass fiir jeden positiven unter der Einheit be- 
findlichen Werth der Variable x sowohl die Summe (13) wie 
auch die Summe (14) convergiren, und dass fiir den gleichen 
Umfang der Variable auch die mit den absoluten Werthen der 
einzelnen Glieder gebildeten Summen 

(13*) CR FOL 6 ar eG 

(14*) Oe tow eee 

convergiren. In Folge des zuletzt bewiesenen Satzes ist also 
fiir die Voraussetzung 0<x<1 der Grenzwerth der convergen- 


§ 109. Multiplication von unendlichen Summen. 539 


ten Summe (15) gleich dem Product des Grenzwerthes der Summe 
(43) und des Grenzwerthes der Summe (14). Nun lehrt uns die 
im vorigen § mit der Summe (4) angestellte Betrachtung, indem 
der Werth z=1 angenommen wird, dass die Summe einer 
nach den positiven Potenzen der Variable « geordneten Reihe, 
die fiir alle Werthe von x=0 bis x=—1, den letztern Werth 
eingeschlossen, convergirt, eine Function der Variable x darstellt, 
die fiir diesen ganzen Bereich der Variable x, den Werth c=1 
eingeschlossen, stetig ist. Weil also die Summen s,s, und P, 
convergent sind, so driicken sowohl die Summe (13) wie auch 
die Summe (14), wie auch die Summe (15) Functionen der Va- 
riable # aus, die fiir alle Werthe der Variable 2 von Null an 
bis zu der Einheit, diese selbst eingeschlossen, vollstindig be- 
stimmt und stetig sind. Da ferner festgestellt ist, dass fiir einen 
jeden unter der Einheit liegenden Werth von xw der Grenzwerth 
der Summe (15) gleich dem Product des Grenzwerthes der Summe 
(13) und des Grenzwerthes der Summe (14) ist, und da jeder 
dieser Grenzwerthe sich stetig verhilt, das heisst, sich um _ be- 
liebig wenig indert, sobald die Variable ~ von einem beliebig 
wenig unter der Kinheit liegenden Werthe zu der Einheit selbst 
iibergeht, so gilt die abgeleitete Gleichung auch fiir die Voraus- 
setzung, dass der Werth x gleich der Einheit selbst wird, wo- 
durch sich die Summe (13) in den Grenzwerth von s,, die Summe 
(14) in den Grenzwerth von s‘,, die Summe (15) in den Grenz- 
werth von hs verwandelt; mithin ist der Grenzwerth der Summe 
P, gleich dem Product der Grenzwerthe der Summe s, und der 
Summe s‘,, Das aber sollte bewiesen werden. 

Reihen, deren Glieder complexe Gréssen sind und deren 
Summen bei unendlicher Ausdehnung convergiren, kénnen in 
entsprechender Weise durch Addition, Subtraction und Multi- 
plication verbunden werden, und aus den so eben fiir Reihen 
mit reellen Gliedern bewiesenen Sitzen folgen fiir jene Reihen 
gleichartige Siitze. Man habe, indem in den einzelnen Gliedern 
von zwei gegebenen Reihen das Reelle vom Imaginiiren ge- 
trennt wird, 

(16) 8, =(C  tid,)+(¢,+td,)+...+(¢,+7d,), 
(17) SS (Cotid )+(C, tid +... te + id‘), 
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dann bedarf die Anwendung der Addition und der Subtraction 
keiner Erérterung. Fiir die Anwendung der Multiplication folgt 
aus dem Schema der Gleichungen (7) das Schema 

Jotih, =(c,+id,)(c, +id',) 

g, tih, =(c,+id,)(c', tid',)+(c, +td,)(c', +td’,) 

g,+th, =(c, +id,)(c, +1") + (¢, +1d,) (64 + vd!) 

+ (¢,+ 74,) (¢, + 1d’). 

Hier liefert die Trennung des Reellen vom Imaginaren 
die Relationen 
(19) I= CoC, +... 6,6 ,—(d, a, +... +d, d',), 

(20) h=e,d',+...+¢4',+(d,c, +...+d,¢',). 

Da also jede Grosse g, gleich der Differenz von zwei Aus- 
driicken und jede Grosse h, gleich der Summe von zwei andern 
Ausdriicken ist, welche vier Ausdriicke nach einander entste- 
hen, indem das Multiplicationsverfahren auf die Combination 
von jeder der beiden in s, enthaltenen reellen Reihen ¢,+c,+ ... 
und d,+d,+... mit jeder der beiden in s‘, enthaltenen reellen 
Reihen 'c‘, +c’, +... und d‘,+d',+... angewendet wird, so 
leuchtet ein, dass, wenn die reellen Theile der Glieder von s, 
und die imaginiren Theile der Glieder von s,, absolut genom- 
men, convergente Summen liefern und wenn fiir s‘, dasselbe 
gilt, die Summe (g,+7h,) +(g, tih,) +... bei unendlicher 
Ausdehnung convergirt und gleich dem Product der Grenzwerthe 
von s, und s‘, sein muss. Ebenso iiberzeugt man sich durch 
eine Betrachtung, wie sie vorhin fiir reelle Reihen benutzt worden 
ist, dass, wenn s,, s‘, und die Summe (g, +7h,) + (g, +ih,) +... 
bei unendlicher Ausdehnung convergiren, der Grenzwerth der 
letztern Summe nothwendig gleich dem Producte der Grenz- 
werthe von s, und s‘, ist. 

Wenn bei einer Reihe von complexen Gréssen sowohl die 
Summe der reellen Theile, absolut genommen, wie auch die 
Summe der imaginiren Theile, absolut genommen, convergirt, 
so convergirt auch die Summe der absoluten Betrige der ein- 
zelnen Glieder, und wenn die letztgenannte Summe convergirt, 
so convergirt auch jede der beiden zuerst genannten Summen. 
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Diese Thatsache hat in dem Umstande ihren Grund, dass. bei 
jeder complexen Grésse c+di der absolute Betrag Vc? + @? 
kleiner oder héchstens ebenso gross ist wie die Summe der ab- 
soluten Werthe der Grisse ¢ und der Grisse d, und dass der 
absolute Werth von jeder dieser letztern kleiner oder hichstens 


ebenso gross ist wie der Betrag Vc? +d®. 


§ 110. Kennzeichen fiir die Convergenz unendlicher Producte. 


Fiir die unendlichen Producte, deren Convergenz jetzt 
untersucht werden soll, wird vorausgesetzt, dass, nachdem ihre 
Factoren k,, k,,... in die Gestalt gesetzt sind 
(1) a a eg 
die reellen Griéssen e,, ¢,,... von einem bestimmten Zeiger ab 
simintlich entweder das positive Vorzeichen oder das negative 
Vorzeichen behalten und numerisch kleiner als die Einheit 
bleiben. Dass eine der Grossen k,,k,,.. gleich Null sei, ist 
schon bei der Definition (II) in § 105 ausgeschlossen. Unter 
diesen Beschrinkungen gelten die folgenden Siitze: 


(I) Wenn die aus den Grossen e,, €,,... gebildete Summe 
bei unendlicher Ausdehnung convergirt, so convergirt auch bei un- 
endlicher Ausdehnung das Product p,=(1+e,)(1+e,)...( +é,) 
gegen einen festen von der Null verschiedenen Grenzwerth. 

(II) Wenn die Grossen e,, €,,... von einer bestimmten 
Stelle ab stimmtlich positiv sind, und die aus denselben gebildete 
Summe bei unendlicher Ausdehnung iiber jede positive Grosse 
hinaus zunimmt, so wdachst auch der numerische Werth des Pro- 
ducts p,=(1+e,)(+e,)...(1+e¢) bet wnendlicher Ausdeh- 
nung tiber jedes Mass. 

(II) Wenn die Grossen e,, €,,.+. von einer bestimmten 
Stélle ab stimmtlich negativ sind, und die aus denselben gebildete 
Summe bei unendlicher Ausdehnung numerisch ohne Ende wiichst, 
so convergirt das Product p,=(1+e,)(L+e,)...(1+e,) bet 


unendlicher Ausdehnung gegen den Grenzwerth Null. 


Wir erortern zuerst die Annahme, dass die Grossen e,, €,,... 
yon einem bestimmten Zeiger ab sdmmtlich negativ seien und 
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driicken dieselben beziehungsweise durch die absoluten Werthe 
E,, E,,... aus, die unter der Einheit liegen. Dann folgt ver- 
mége einer Betrachtung, welche der schon in §19 angewende- 
ten uhnlich ist, dass, wenn q grisser ist als jener Zeiger, das 
Product von zwei Factoren 
(1 =< ti.) (1 ma oe ae Hig si ee + Boas Fi 42 
einen grissern Werth hat, als 1—2Z,,,—£,,,. Es sei die 
Summe L,,+ H,,,+...+ L,,, fiir jeden Werth der Zahl ¢ 
gleich einer unter der Einheit liegenden Grésse, so ist zunichst 
£4, + Ei4,<1; das Verfahren kann nun auf das Product 
(I—F,,,—£,,.)—,,,) angewendet und fortgesetat werden, 
und seine Wiederholung ergiebt die Ungleichheit 
(2) (1-43) (—E,,9).l—£,, )>1— gai gga ye 
Bei der Voraussetzung des Satzes (I), dass die unendliche 
Summe e, +e, +... convergire, lisst sich die Zahl q so gross 
annehmen, dass die Summe /,,,+#,,,+...+ #,,, nicht nur 
kleiner als die Einheit, sondern auch kleiner als eine beliebig 


kleine gegebene Grosse w bleibt. Das auf der linken Seite 


von (2) befindliche Product, welches mit dem Ausdrucke Pot 
q 
bezeichnet werden darf, besteht aus lauter positiven Factoren, 


die unter der Kinheit liegen, und hat deshalb selbst einen unter 
der Einheit liegenden Werth. Dasselbe ist aber gleichzeitig 
grésser als die Grésse 1 —«, und weicht deshalb von der Fin- 
heit um weniger als um die Grésse w ab. Hiernach folgt aus 
der Voraussetzung des Satzes (I), wofern die Grissen Gras Galas 
stimmtlich negatw sind, die in § 105 aufgestellte Bedingung fiir 
die Convergenz des Products p,, und zwar ist der Grenzwerth 
desselben von der Null verschieden, weil das mit einem be- 
stimmten angemessen gewihlten Werthe der Zahl q gebildete 
Product p, aus lauter Factoren besteht, von denen kein ein- 
zelner gleich Null ist. 


Fiir die Voraussetzung des Satzes (III), welche sich so 
aussprechen lisst, dass die Summe 
e. pid’ a8 =, = nl 
C41 Co 42 ies Coat =F te Eva HET TER 
bei wachsendem ¢ jede gegebene Grisse tibertreffe, kann man, 


§ 110. Kennzeichen der Convergenz von Producten. 543 
1 . 
da 1—L ,,= —..——__ ist, u.s.f., den reciproken Werth des 
14% 


1— E44 


Products (2) in die Gestalt bringen 
(3) (1 a aes )(r | eas) age (et eel He ) 
qt+1 q+2 q+t 
In jedem der auftretenden Faetoren wird zu der Einheit 
eine positive Grésse addirt. Folglich bringt die oben erwihnte 
Schlussweise des § 19 unmittelbar die Ungleichheit hervor 


wo; E A 
(4) (1 ote ) Sifu ate) 
lee og age 
E E 

14 

1 Biya) Lp Eee 1— Lay 

E E H 
Da nun die Summe iz a + Teg +... oe aus 
q+1 q4+2 7 yey 


lauter positiven Gliedern besteht, die grésser sind als die be- 
treffenden Glieder der Summe /,,,+ L),,+...+,,,, und da 
der Werth der letztern mit der Zahl ¢ iiber jedes Mass hinaus 
wiichst, so hat um so mehr die erstere und gewiss das Product 
auf der linken Seite von (4) diese Eigenschaft. Dasselbe ist 


gleich dem in die Einheit dividirten Werthe des Quotienten 


Pott 


: : 0 p 
, das ist gleich dem Quotienten —*; das endlose Wachsen 
q qt+et 


desselben bewirkt aber, dass das Product p,,, gegen die Null 
convergiren muss, womit der Satz (III) bewiesen ist. 
Es bleibt jetzt die Discussion der zweiten Annahme, nach 


welcher die Gréssen ¢,, €,,-.. von einem bestimmten Zeiger ab 
sémmtlich positiv sein sollen. Das Product 
(5) CL Cag) (lr Crag) som tl or So), 


bei dem wieder q grisser ist als der betreffende Zeiger, ent- 
hilt alsdann lauter positive Factoren, die iiber der Einheit 
liegen, und hat deshalb ebenfalls einen positiven tiber der Ein- 
heit liegenden Werth. Mit Hiilfe der Umformung 
1 
Weds C,aces ae 
y—— tt} 
1+@4) 
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die auf alle Factoren zu tibertragen ist, erhilt der reciproke 
Werth des Products (5) den Ausdruck 
ictal cade ( adel 

ta ( y(t seas Gate } ee ote 

In jedem Factor wird von der Einheit eine positive unter 
der Einheit befindliche Grésse abgezogen, und dabei hat die 
Summe 

| e 


q+) q+2 gtt 
isc ae 
era) ot Sake V+ @4, 
einen kleinern Werth als die Summe 
eae Oy eet Oa 


welche, sobald die Voraussetzung des Satzes (I) in Kraft tritt, 
fiir einen hinreichend grossen Werth von q bei jedem Werthe 
der Zahl ¢ kleiner gemacht werden kann als eine beliebig 
kleine gegebene Grésse w. Unter der Voraussetzung des Satzes (1) 
findet daher alles, was vorhin in Betreff des Products (2) nach- 
gewiesen ist, auf das Product (6) Anwendung, das heisst, der 
Werth des letztern bleibt bei der tiber die Zahl gq getroffenen 
Verfiigung stets grésser als der Werth 1—o. Mithin bleibt 


das Product (5), welches gleich dem Quotienten Hove und gleich 
Ms 


dem reciproken Werthe des Products (6) ist, stets kleiner als 


1 : 
der Werth oe Da nun nach einer eben gemachten Bemer- 


p 
kung der Quotient ae 


q 


grésser als die Einheit ist, so liegt der- 


: 1 . . 
selbe zwischen den Grenzen 1 und one und unterscheidet sich 
sity) 


deshalb fiir einen beliebig kleinen Werth der Grésse w von der 
Kinheit um beliebig wenig. Also ist gegenwiirtig aus der Vor- 


aussetzung des Satzes (1), wofern die Gyréssen at or 


sdmmitlich positiv sind, die Convergenz des Products p, abge- 
leitet, wihrend der Grenzwerth aus demselben Grunde, der oben 
bezeichnet ist, nicht die Null sein kann. 

Die Voraussetzung des Satzes (II), dass die Summe 
Cini + Gyo +--+ +,,, bei stets zunehmendem ¢ jede gegebene 
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Grisse tiberschreitet, hat zur Folge, dass das Product (5) eben- 
falls tiber jedes Mass hinaus wiichst, weil nach dem wiederholt 
benutzten Motiv fiir das letztere Product die Ungleichheit 
(7) Rae) Mire a) (beh let tem bre. 
besteht. Auf diese Weise sind jetzt die Siitze (I), (I), (IU) 
vollstiindig bewiesen. 

Die allgemeine Lehre von den unendlichen Summen und 
Producten verfolgen wir an dieser Stelle nicht weiter, machen 
aber darauf aufmerksam, dass eine Fortsetzung des hier Mit- 
getheilten in der Abhandlung von Gauss: disquisitiones generales 
af a(a+1)p(8+1) 
Mtyee ED ED 
der Abhandlung von Weierstrass: Ueber die Theorie der analytischen 
Facultdten, Crelle’s Journal fiir Mathematik Bd. 51, pag. 1 ent- 
halten ist. Von der letztern Abhandlung riihrt auch der Inhalt 
des gegenwiirtigen § her. 


circa seriem infinitam 1+ oo “?+.. und in 


§ 111. Anwendungen. 


Die Summe der reciproken Werthe der auf cinander fol- 
genden natiirlichen Zahlen hat, wie in § 105 gezeigt worden 
ist, die Eigenschaft, bei wachsender Gliederzahl jede gegebene 
Griésse zu iibertreffen. Wenn man dagegen die auf einander 
folgenden natiirlichen Zahlen auf einen bestimmten die Einheit 
iibertreffenden Exponenten 1+ 0 erhebt, und dann die Summe 
der reciproken Werthe bildet, so entsteht die convergente Summe 
(1) He ce ae es aneit : 

Um die Convergenz zu beweisen, theilen wir die Zahlen 
in ibnlicher Weise mittelst der Potenzen der Zahl Zwei ein, 
wie in § 105, fassen sie aber anders zusammen. Offenbar ist 


tees 1 1 , ; 
jede der zwei Gréssen gia und glia kleiner oder gleich Sue 


, 2 Ly ms : be 
mithin ihre Summe kleiner als gita— 9? jede der vier Grissen 


1 i 1 1 


TG IAEO) Selo? Si-po: mithin ihre 
ee a6 7 


kleiner oder gleich 


1 


i= f 
pte go? u. S. I. 


] 
4ito? 
Summe kleiner als 


Lipschitz, Analysis. 35 
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Demnach bestehen fiir irgend zwei Zahlen 4 und w, von 
denen «u _ gréssere ist, die pe leanhae at 

1 1 1 1 

he $3 tl pahs tod eight ap enberned 
Ss git? (2" eit 9° 4° (2* ay 

1 1 1 1 ] 

3 | Steet ee Sy Typ ee 

Auf der rechten Seite von beiden Ungleichheiten befinden 
sich geometrische Reihen, von denen wir die zweite durch den 
Ausdruck summiren 


(Cpa bees cea gi to 


aly i 

2 (2) 

(4) (2')’ aah \m 
i cpeeae es 
2 


Da o eine feste gegebene positive Grisse bedeutet, so liegt 
der Werth ms unter der Einheit, und der Werth (4) ist kleiner 


als der Werth 


(5) =. 


Zugleich kann bei dem letztern die Zahl 2 so gross ge- 
wiihlt werden, dass derselbe kleiner wird als jede_beliebig 
kleine gegebene Grisse. Fiir einen solehen Werth der Zahl A 


hat deshalb die auf der linken Seite von (3) befindliche Summe 
1 1 


saat ee 
Ca (aun s* (g¢— are 
klein zu werden, wie auch immer die Zahl w gewiihlt werden 
mége. Die Zahl « kann man aber so gross annehmen, dass die 


die Eigenschaft, beliebig 


Potenz 2" griésser ausfiillt als jede gegebene ganze Zahl n. 
Weil also bei der angegebenen Wahl der Zahl 2 die beliebig 
weit fortgesetzte Summe a Satie: ( ze ur yo + ..-. einen belie- 
big kleinen Werth behilt, so ist die unendlich ausgedehnte 
Summe (1), bei der o einen festen positiven Werth hat, in der 
That convergent. 

Vermige des Umstandes, dass die Summe (1) fiir ein ge- 
gebenes positives o convergirt, dagegen fiir o—0 nicht conver- 
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girt, liefert uns die betreffende Reihe Beispiele fiir die drei im 
vorigen § aufgestellten Siitze. Es sei @ eine beliebige positive 
Grésse, so haben die Glieder der durch Multiplication mit « 
entstehenden Reihe 


a a G3 
(6) pte? gite? gita?* S 


fiir jedes positive o wie auch fiir c=0 die Beschaffenheit, von 
einem bestimmten Zeiger ab kleiner als die Einheit und posi- 
tiv zu sein; ihre Summe convergirt, so lange o positiv ist, und 
convergirt nicht fiir o—=0. Die entsprechende Beschaffenheit 
einer Reihe, bei der die simmtlichen Glieder gleich den nega- 
tiven Werthen der respectiven Glieder von (6) sind, ergiebt 
sich von selbst. Mithin folgen aus den drei Siitzen des vorigen § 
die Resultate : 


Das unendliche Product (1 + r+) (1 itt )(: ug ge : 


F ite gite 31 +0 
und das unendliche Product (1 — ral = ee vd =) sein, 200 


a eine positive Grosse und o eine positive Grisse bedeutet, sind 
convergent, und jeder der beiden Grenzewerthe ist von der Null 
verschieden. 


Das unendliche Product (1—4)(1-$) (1-4). we Oe 


eine positive Grosse bedeutet, convergirt gegen die Null. 


Das unendliche Product (1+f)(1+5 (145). +) WO & 


eine positive Grosse bedeutet, wiichst tiber jedes Mass hinaus. 


Capitel IL. 


Potenzreihen zur Entwickelung von fundamentalen 
Funetionen der Analysis. 
§ 112. Aufstellung der Binominalreihe und der 
Exponentialreihe. 

Nachdem erkannt worden ist, dass die Summe einer un- 
endlichen nach den positiven Potenzen einer verinderlichen 
Grésse « fortschreitenden Reihe eine Function der Variable « 
darzustellen vermag, wird es wiinschenswerth, zu beurtheilen, 
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ob fiir cine bestimmte gegebene Function einer Variable x eine 
solche Darstellung miglich sei, und falls dieselbe méglich ist, 
sie ausfiihren zu kiénnen. Allein die Mittel zu der Loésung 
dieser allgemeinen Aufgabe stehen gegenwiirtig nicht in unserer 
Gewalt. Wir werden vielmehr, indem wir eine beschrinkte 
Aufgabe wihlen, den umgekehrten Weg einschlagen, und von 
der Betrachtung gewisser Potenzreihen, die eine fundamentale 
Bedeutung in der Analysis gewonnen haben, ausgehend, die 
Functionen aufsuchen, welche durch die Reihen dargestellt wer- 
den. An dieser Stelle mége auch erwihnt werden, dass hiufig, 
wo von der unendlich ausgedehnten Summe einer Reihe ge- 
sprochen werden soll und keine Verwechselung zu_befiirchten 
ist, die unendliche Reihe genannt wird, und dass namentlich 
statt des Ausdruckes, die unendlich ausgedehnte Summe einer 
Reihe sei convergent, der Ausdruck gebriuchlich ist, dass die 
unendliche Reihe convergent sei. 

Vor der Aufstellung der ersten von den zu erérternden Po- 
tenzreihen bemerken wir, dass, nachdem in der neueren Ana- 
lysis die Formulirung mathematischer Siitze durch bestimmte 
Zeichen EKingang gefunden hat, der Fortschritt sehr hiufig 
mit der Frage zusammenhingt, ob ein unter einer bestimmten 
Voraussetzung abgeleiteter Satz noch giiltig bleibe, wofern einem 
in dem Ausdrucke des Satzes vorkommenden Zeichen eine Be- 
deutung beigelegt wird, die in der urspriinglichen Voraussetzung 
nicht enthalten ist. ' 

In § 46 ist die Lntwickelung einer beliebigen positiven gan- 
zen Potenz eines Binoms, oder der binomische Lehrsatz abgeleitet, 
und spiiter vielfach benutzt worden. Fiir die positive ganze 
nte Potenz des Binoms (1+ 2) hat der binomische Lehrsatz die 
Gestalt 


(1) (te) 14% gM) Pisa 
4 MN (n— 2). (=a t]) oo r 
ja Boe .g -+2, 


und gilt in Bezug auf jeden Geiut oder complexen Werth der 
Grisse z. Die Coefficienten der auf einander folgenden positi- 
ven Potenzen der Grésse z sind unter der Voraussetzung, welche 
der Deduction zu Grunde liegt, dass » eine positive ganze 
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Zahl sei, gleich positiven ganzen Zahlen, wie an der erwiihnten 
Stelle hervorgehoben ist. Die Ausdriicke der auf einander fol- 
genden Coefficienten 

(2) 4 n n(n—1) n(m— 1) (n—2)..(n—¢q+1) 

Sie tag. ec” Cee * 7a 
behalten aber auch dann einen bestimmten Sinn, wenn das 
Zeichen n die Bedeutung einer beliebigen bestimmten reellen Grosse 
erhilt; sie werden rationale ganze Functionen der Grosse n. 
Nur zeigt sich sogleich der Untergchied, dass das Product 
n(n —1)(~—2)...(m~—q+1), welches den Ziihler ausmacht, 
fiir keinen Werth von , der nicht gleich einer positiven ganzen 
Zahl ist, jemals gleich Null wird, wahrend dasselbe fiir den 
Fall, dass » gleich einer positiven ganzen Zahl ist, verschwin- 
det, sobald die positive ganze Zahl q den Werth n+1 oder irgend 
einen Werth annimmt, der grésser als »+1 ist. Demnach 
liefern die Ausdriicke (2) eine Reihe von Gréssen, die noth- 
wendig abbricht, wofern n gleich einer positiven ganzen Zahl ist, 
die dagegen ohne Ende fortschreitet, sobald n nicht gleich emer po- 
sitiven ganzen Zahl ist. Wenn man daher unter der Voraussetzung, 
dass » gleich einer bestimmten reellen Grésse, aber nicht gleich 
einer positiven ganzen Zahl sei, die Ausdriicke (2) zu den Coeffi- 
cienten der auf einander folgenden Potenzen einer Griésse 4 
macht, so entsteht die ins Unendliche forteusetzende Reihe 
(3) 1+ - —— ee 1 I) Oe “sae 
welche die Binomialreihe genannt wird. 

Newton hat diese unendliche Reihe zuerst aufgestellt und 
erkannt, dass sie zu der Darstellung der Grosse (1+<)" dienen 
kann. Den Beleg bildet der Brief Newton’s an Oldenburg vom 
13. Juni 1676, der in § 19 angetithrt worden ist. Im Folgenden 
wird untersucht werden, wann die Summe der unendlichen Reihe 
(3) convergire, und fiir diese Voraussetzung ihr Werth bestimmt 
werden. 

Eine andere fundamentale Reihe der Analysis entsteht da- 
durch, dass in jedem einzelnen Gliede der Reihe (3) die Grosse ¢ 


durch die Grosse es ersetzt, und statt jedes nunmehr erhalte- 


nen Coefficienten einer Potenz von ¢ der Grenzwerth genom- 
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men wird, dem sich der beziigliche Coefficient fiir ein iiber jedes 

Mass hinaus wachsendes  niihert. Aus den auf einander fol- 

genden Gliedern 

(4) Ne me (2) on (n—1)..(~—gq+]1) (:) . 
1, AN 2 NE ey | ee Se n}? 

werden, da der Ziihler des numerischen Bruches soviel Fac- 

toren als der Potenzexponent Einheiten enthilt, respective die 


Ausdriicke 


sp (2) (4) es (.——) 
no n n MEM SG 


4x) # 
boa) L? waliaig? bi i2aeconke¢ 


: é ‘ : 3 lie a=] 5 ; 
Hier nihern sich die Briiche ee se: ai bei denen die 


Zithler fest bleiben, jedoch der Nenner » iiber jedes Mass hin- 
aus wiichst, der Null, mithin nihern sich die Ziihler der bei den 
Potenzen der Grésse z auftretenden Coefficienten siimmtlich der 
Kinheit. Daher ergiebt das mit den einzelnen Gliedern der un- 
endlichen Reihe (3) auszutiihrende Verfahren die unendliche Reihe 


3 gl 


zw 
[eval ies udpOnnoey 
Sie heisst die Kxponentialreihe. Es empfiehlt sich, die Erér- 
terung der Convergenz und die Werthbestimmung bei dieser 
Reihe friiher vorzunehmen, als bei der Binomialreihe. Die Be- 
handlung wird sich der Untersuchung Abel’s iiber die Binomial- 
reihe anschliessen, die in der Gesammtausgabe seiner Werke 
Bd. I, pag. 66, und in Crelle’s Journal fiir Mathematik Bd. 1, 
pag. 311 erschienen ist, und die iiber die Theorie der Reihen 
ein neues Licht verbreitet hat. 


2 
(5) aia eal aan 


§. 113. Untersuchung der Exponentialreihe. 


Es sei ft ein beliebiger bestimmter reeller positiver Werth. 
Setzt man in der zu untersuchenden Reihe 


i ne oe ees 2! 

(1) ; didicigdhanly “Saar cenit 
die Variable z gleich R, so ergiebt sich die Reihe 
Y raed R' 

2 AM tiseges ros NcT «Wie ne eevee rn 
(2) 1 oe “Tate erg ee 


deren Summe bei unendlicher Ausdehnung nach dem Satze (ID 
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des § 106 convergirt. Die Glieder der dortigen Reihe (1) ver- 
wandeln sich in die Glieder der vorliegenden, indem jede der 
Gréssen ¢€,, €,,... gleich der Einheit, ferner 0,=—1, 0, af 
€ 


und allgemein @, = 4 gesetzt wird. Der Quotient oh 
oe Q 


igi : 


bekommt dadurch den Werth gee da aber die Grosse R fest 


angenommen ist, dagegen der Nenner¢+1 mit wachsender Zahl ¢ 


R 
< 


fortdauernd wichst, so nimmt der Werth ay stets ab, und ni- 


hert sich der Null als Grenze, wie gross auch immer die 
Griésse RL gewihlt sein mége. Weil nun die im Satze (II) des 
§ 106 bezeichnete Summe convergirt, wofern der Quotient 


Cet sich einer unter der Einheit liegenden Grenze nihert, und 
t 

weil diese Bedingung bei der obigen Reihe (2) erfiillt ist, so 

muss deren Summe convergent sein. 

Wenn die Variable ¢ gleich einer beliebigen bestimmten reellen 
negativen Grésse — R genommen wird, kann die Convergenz 
durch die gleichen Schliisse bewiesen werden. Die Zuriick- 
fiihrung auf den Satz (II) des § 106 erfolgt dadurch, dass man 
die dortigen Gréssen «,, ¢,,.. durch die Gleichungen <,=1, 
é,=—1, allgemein « =(—1) bestimmt. Die Glieder der 
Reihe haben jetzt abwechselnd das positive und das negative 
Vorzeichen. Nimmt man die absoluten Werthe der ecinzelnen 
Glieder, so geht die Reihe hervor, die aus (1) durch die Be- 
stimmung z= erhalten wurde, und deren Convergenz so eben 
festgestellt ist. Die Swmme der unendlichen Rethe (1) convergart 
mithin fiir jeden beliebigen bestimmten reellen Werth der Varrable 
z, und die Summe der absoluten Werthe der einzelnen Glieder 
convergirt ebenfalls. 

Wir substituiren in (1) statt der Variable z eine beliebige 
bestimmte complexe Grésse #+%y, wodurch sich (1) in die 


Reihe ‘ 
atiy , («+ iy)  fetiyy! 
(3) | cael oiitonds aS ivisy 1aan8 ee 

verwandelt. Welche bestimmten reellen Werthe die in dic com- 
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plexe Grésse a + %y eingehenden reellen Gréssen # und y auch 


empfangen migen, stets muss der absolute Betrag r=V x? + y?* 
eine bestimmte positive Grésse sein, und man kann deshalb 
zweifellos eine andere bestimmte positive Grésse & angeben, 
welche grisser ist als die Grésse ry. Die Summe der Reihe (2) 
convergirt fiir jeden bestimmten positiven Werth R, mithin 
liegen die einzelnen Glieder derselben unter einer festen Grosse. 
Deshalb sind fiir die vorliegende Reihe (3) die Bedingungen 
befriedigt, welche der Satz (III) des § 107 vorschreibt, und ihre 
Summe convergirt. Die Reihe (3) besitet demnach die ausge- 
zeichnete Figenschaft, fiir jeden beliebigen bestimmten Werth der 
compleacn Grisse x+ iy eine convergente Summe zu haben. 


Die auf cinander folgenden Glieder der Reihe (3) liefern 


r r r? 


le 1277 a te tae deren Summe 


die absoluten Betrige 1, 


2 


r : 
hae ee 9 +... sich von der Summe (2) dem Wesen nach 


1 YP: 
nicht unterscheidet und deshalb fiir jedes bestimmte + conver- 
girt. Folglich convergirt vermige einer am Schlusse des § 107 
gemachten Bemerkung sowohl der reelle wie der imagindre Theil 
der Summe (3) auch dann noch, wenn in jedem derselben statt 
der emzelnen Glieder ihre absoluten Werthe genommen werden. 

In § 108 ist nachgewiesen worden, dass die daselbst mit 
(10) bezeichnete Summe 

s,(% + iy) =d, +b, (w+iy) + b, (w@+iyy +..b, (a +iy)! 
bei unendlicher Ausdehnung fiir alle complexen Griéssen «#+?y, 
deren absoluter Betrag r kleiner ist als eine positive Grisse R, 
eine stetige Function von «+iy darstellt, wofern der absolute 
Werth der simmtlichen Gréssen 

Deal ley Bical ts toute, 
bestiindig unter einer gewissen festen Grosse liegt. Vorhin hat 
sich gezeigt, dass in Bezug auf die gegenwiirtig zu discutirende 
Reihe (1) fiir jede beliebige bestimmte Grésse R diese Bedin- 
gung erfiillt ist. Man kann also bei jeder beliebigen bestimm- 
ten complexen Grisse #+iy eine bestimmte reelle Grisse R- 
au Hiilfe nehmen, unter welcher der absolute Betrag x der Grisse 
u+iy enthalten ist. Aus diesem Grunde stellt die Reihe (3) 
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fiir jeden bestimmten Werth der compleaen Grosse «+ iy eine 
stetige Function der complexen Grisse x + iy dar. Diese Function 
werden wir durch das Zeichen @(a#+7y) andeuten, und inso- 
fern die complexe Grosse # +iy mit 2 notirt wird, durch das 
Zeichen @ (z). 

Kine charakteristische Eigenschaft der Reihe (1) findet sich, 
sobald man zwei Reihen, bei denen die Werthe des Arguments 
2 beliebig gewihlt sind, mit einander multiplicirt. Werden zwei 
beliebige bestimmte reelle Argumente g—wa und z’'—<2' ge- 
nommen, so folgt nach § 109 aus dem vorhin hervorgehobenen 
Umstande, dass fiir beide Reihen die absoluten Werthe der ein- 
zelnen Glieder convergente Summen liefern, das Resultat, dass 
die Summe der durch die Multiplication erzeugten Reihe con- 
vergirt. Wenn zwei belicbige bestimmte complexe Argumente 
2=2+iy und 2’=2'+iy' gewihlt werden, so ist nach dem- 
selben § aus der vorhin erwiesenen Thatsache, dass in jeder 
der beiden Reihen sowohl die Glieder des reellen Theiles wie 
auch die Glieder des imaginiren Theiles, absolut genommen, 
convergente Summen haben, zu schliessen, dass die Summe der 
durch die Multiplication hervorgebrachten Reihe ebenfalls con- 
| vergirt. Die Gleichungen (7) des § 109 geben fiir die Glieder 
der Reihe, welche durch die Multiplication der beiden Summer 


; 2 Au 
Oa eed Sipps! aly 


ic SPs Tog 
, a! ee yt 
BO aos aes eT 
entsteht, die Ausdriicke 
oe, Bee ae a 
(4) cay yea tee havee - 


wi! ieee a at wt xe! 

~ + +. 
ore g. 1.23 koe) 1.2.3..(g—1) 1 T79.3..9 

Bringt man die Ausdriicke bezichungsweise auf die ge- 


meinsamen Nenner 1,1.2, 1.2.3,... so nehmen sie die Gestalt an 


42 4 2 
te Bate et 2 
(5) 1, 1 ind hee 13 at 


Ad Ch Gg! qqa—?) (g— 1) api R22, 2 be q of en oe 
Ct 1 Hy (oe i ) 2 e+... 12 + 
Piao 
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Hier fallen aber die in den Zahlern befindlichen ganzen 
Functionen von w und 2’ vermége des binomischen Lehrsatzes 
mit den auf einander folgenden ganzen positiven Potenzen des 
Ageregats 2‘+ a zusammen. Die Summe der Glieder 
(6) 1 ate! («@ + w')” e Grey cl 

Lindl wily Meh areags 
ist aber die Summe der Reihe (1) fiir das Argument z=«-+ 2’. 
Folglich besteht fiir die Summe (1) oder fiir die Function @(z) 
die Gleichung 
(7) @ (x) O(x') = O (z+ 2’). 

Bei zwei beliebigen complexen Argumenten ¢=«# + wy 
und 2’ =2' + zy’ folgt durch die Multiplication der beiden 
Reihen 


Ww iyy= 14 OH Chas my: 
“! aA) su +2 
O(a +iy)=14+ 244 4 wry 


nach den Gleichungen (18) des $ 109 eine Reihe, deren Gheder 
diese sind 

utiy atiy (e't+iy')? (a +iy')\(atiy) . (w@tiy)? 
8) 1 = ; - Tr TE 
Bhibesp ti apy rT ay abhor rap precise pam 


Da der binomische Lehrsatz auch die positiven ganzen 
Potenzen eines Aggregats ausdriickt, dessen Bestandtheile irgend 
welche complexe Gréssen sind, so hat man fiir die aufeinander 
folgenden Gréssen (8) ebenfalls die Darstellung 
(9) 1, abiy + 2’ + iy’ (w+ iy + a'tiy’)® 

i : We 2: : 

Die Summe derselben geht aus der Summe (3) hervor, in- 

dem man 2+ 7y durch das Aggregat w+ iy +a‘'+iy' ersetzt, 
und deshalb besteht fiir die Function ®(@+ iy), welehe dureh 
die Summe (3) ausgedriickt wird, die Gleichung 
(10) D(a +ty) D(a'+ iy!) =O (e+iy+u't+iy’). 
Das Product von zwei Werthen der Function (a+ iy), deren 
Argumente zwei belicbige complexe Gréssen sind, ist also gleich 
demjenigen Werthe derselben Function, dessen Argument gleich 
der Summe jener beiden Argumente ist. 
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§ 114. Fortsetzung. Reihe mit reellem Argument zur 
Darstellung der Exponentialfunction. 


Die Exponentialreihe hat die evidente Eigenschaft, sobald 
ihr Argument verschwindet, gleich der positiven Einheit zu 
werden. Wenn man deshalb in der Gleichung (7) des vorigen 
§ die reellen Argumente # und w, und in der allgemeineren Glei- 
chung (10) des vorigen § die complexen Argumente wa +%y und 
x+y’ so wihlt, dass das betreffende Aggregat gleich Null 
wird, so bekommt man die Gleichungen 
(1) D(x) O(—2) Ze Oye= 1) 

(2) O(a+iy) O(—ax—iy) = 0(0)=1. 

Da nun ein Product von bestimmten reellen und ein Product 
von bestimmten complexen Gréssen nothwendig verschwindet, 
sobald einer seiner beiden Factoren gleich Null ist, so lehren 
die vorstehenden Gleichungen, vermige deren das Product von 
zwei Functionen ®(z) von entgegengesetzten Argumenten stets 
gleich der Einheit ist, dass die Function (2) weder fiir irgend 
em bestemmtes reelles Argument z=ax noch fiir irgend ein be- 
stummtes complexes Argument z=a + iy gleich Null werden kann. 
Fir ein reelles positives Argument « besteht die unendliche 
Summe 

; “ ae? 

(3) Ole) =P pa ey. 

aus lauter positiven Gliedern, und hat deshalb gewiss einen 
positiven Werth. Weil aber das Vorzeichen von zwei reellen 
Gréssen dasselbe sein muss, damit das Product positiv ausfalle, 
so ist in Folge der Gleichung (1) die Function @ (z) auch fiir 
jedes reelle negative Argument z= —wz gleich einem positiven 
Werthe. Mithin nimmt die Function  (z) fiir alle reellen Werthe 
des Arguments z=x nur positive Werthe an. 

Die Gleichung (10) des vorigen § gestattet, den Werth der 
Function © (x# + i%y) als das Product von zwei Werthen derselben 
Function darzustellen, wobei die eine Function das reelle Argu- 
ment x, die andere Function das rein imaginiire Argument cy 
hat, denn aus (10) folgt allgemein die Gleichung 
(4) (2) (iy) = O(w+ iy). 

Man kann deshalb zu einer vollstindigen Werthbestimmung der 
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Function ®(2+ iy) gelangen, indem man zuerst den Werth der 
Function fiir reelle Argumente, und dann den Werth der Function 
fiir rein imaginire Argumente ermittelt. 

Wir beginnen mit dem ersten Falle und sttitzen uns aut 
die Gleichung (7) des vorigen §, die so lautet 
(5) OD (a) Oe!) = Ow +2). 
Wird zu den beiden reellen Argumenten 2, x’ ein beliebiges 
drittes reelles Argument 2 hinzugefiigt, so folgt durch die wie- 
derholte Anwendung von (5) die Gleichung 
(5*) O(x) O(2') O(a) =O (4+a'+2"), 
und es ist klar, dass dieselhe auf jede beliebige bestimmte An- 
zahl von gegebenen Argumenten ausgedehnt werden darf. Wenn 
insbesondere dieselbe Function @(a) die Anzahl JZ von Malen 


mit sich selbst multiplicirt wird, so entsteht die Gleichung 
M 


(5*) (® (2) = (Mz). 
Es sei nun das Argument « gleich eimem beliebigen rationalen 


Ww der vermége der Division der positiven oder negatwen 


ganzen Zahl G durch die positive Zahl M erhalten wird. Dann 
folgt aus (5**) die Gleichung 


(6) (0o($) =o. 


Die Function ®(G) wird, sobald G eine positive ganze Zahl 
ist, in derselben Weise durch die Gleichung 


(7) @ (G) = ( (1))" 
bestimmt. Wenn G eine negative ganze oa ist, so kommt 
muniichst die as ee 0 (G) = (@(— 3) aie ; da aber naeh (1) 


@D(—1) = (O(+ i) ie ist, so gilt die Gloichune (7) auch fiir 
die negative ganze Zahl G. Mithin fiihrt in beiden Fallen die 
Verbindung von (6) und (7) zu der Gleichung 


(8) (o(%))=@ay’, 


Der Werth ® (1), aufden sich jetzt die Aufmerksamkeit richtet, ist 
gleich der dem Argument #==1 he tha unendlichen Summe 


9 Os Farce 
(9) (1) apts ges a tTe3 


Bruche 


gt 


\ 
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und tibertrifft, da alle Glieder positiv sind, offenbar den Werth 
der Zahl Zwei. Derselbe wird meistens mit dem Buchstaben e 
bezeichnet. Die numerische Berechnung ergiebt den Werth 
(10) @ (1) = e = 2,71828182845904523536028 ... 

Die Gleichung (8) sagt aus, dass die Grésse @ (F) welche 
emen positwwen Werth haben muss, weil nach dem Obigen @ (2) 
fiir jedes reelle Argument einen positiven Werth annimmt, eine 
Wurzel der reinen Gleichung des Mten Grades 

M G 
(11) u = (®(1)) 
ast, deren rechte Seite ebenfalls einen positiven Werth hat. Eine 
solche Gleichung hat nach § 29 immer nur eine einzige positive 
Wurzel. Folglich ist die Grésse o( 57) als die einzige positive - 
Wurzel der Gleichung (11) vollstindig bestimmt, und wird ver- 
mittelst des in § 19 eingeftihrten Gebrauches der gebrochenen 
Potenzexponenten folgendermassen als eine Potenz der positiven, 
die Einheit iibertreffenden Basis ® (1) =e ausgedriickt 


G 

(12) o(4)= (@(1))". 

Nachdem auf diese Weise der Werth der Function (x) 
fiir jeden rationalen Werth des Arguments x gefunden ist, er- 
giebt sich die Bestimmung des Werthes der Function fiir ein 
beliebiges irrationales Argument x mit Hiilfe des DBegriffes der 
Stetigkeit. Die Function (x) ist zufolge des vorigen § ftir jeden 
yeellen Werth des Arguments x eine stetige Function des Argu- 
ments x, das heisst, der numerische Werth der Differenz zweier 
Werthe der Function ®(a+h)— ®(a) wird bei abnehmendem 
h beliebig klein. Nun kann nach § 20, indem # an die Stelle 


des Zeichens G, und 4 an die Stelle eines Bruches aus der 
Reihe 7‘, y’... tritt, fiir einen bestimmten irrationalen Werth 


z stets ein rationaler Bruch = angegeben werden, fiir welchen 


die Differenz x — i numerisch beliebig klein ausfillt. Alsdann 


G 
muss aus dem angefiihrten Grunde die Differenz ® (x) — o(¢) 
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ebenfalls numerisch beliebig klein sein. Ferner erinnern wir uns 
der Art und Weise, wie in § 100 die Exponentialfunction von 
der beliebigen positiven Basis C definirt worden ist. An die 
Stelle von C komme jetzt die in (10) angegebene positive, die 
Einheit tibertreffende Basis (1) =e. Die in § 100 angestellte 
und in § 101 fortgesetzte Betrachtung zeigt alsdann, dass fiir 


d : G 

einen beliebig kleinen numerischen Werth der Differenz « — 57; 
G 

die Differenz (®(1))” —(@(1))", fiir einen beliebig kleinen nu- 
merischen Werth der zwischen irgend zwei bestimmten Grissen 
x,unda genommenen Differenz die Differenz (® (1))"’— (@ (1))" 
numerisch beliebig klein werden muss. Hiemit ist die That- 
sache ausgesprochen, dass die Exponentialfunction (@ (1))” fiir 
jeden Werth des reellen Arguments x eine stetige Function des 
Arguments x ist. Da also bei einer fortgesetzten Anniiherung 


des Bruches a an die bestimmte irrationale Grésse a die linke 


Seite der Gleichung (12) von dem Werthe der Function @ (za), 
und zugleich die rechte Seite derselben Gleichung von dem 
Werthe der Exponentialfunction e” beliebig wenig abweicht, so 
entsteht die fiir jeden bestimmten reellen rationalen oder irratio- 
nalen Werth von « giiltige Gleichung 
(13) ® (4) =e. 
Durch die zu untersuchende Reihe wird daher bei einem beliebigen 
reellen Argument « die Exponentialfunction e° dargestellt 
it x x wt! 

(14) Gin tok “hae henbact Awe Sao sae 

Die Basis einer Exponentialfunction bildet, sobald man zu 
der zugehirigen umgekehrten Function tibergeht, die Basis des 
betreffenden Logarithmensystems. Die Logarithmen, welche durch 
die Gleichungen 
(15) “=e, = lea 
definirt sind, fiihren den Namen der natiéirlichen Logarithmen. 


Mit Riicksicht hierauf pflegt man die Constante e als die Basis 
des natiirlichen Logarithmensystems 2 bezeichnen. 
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or 
or 
oO 


§ 115. Fortsetzung. Reihe mit rein imaginarem Argument 
zur Darstellung der trigonometrischen Functionen Sinus und 
Cosinus. 


Kin rein imaginires Argument iy ist mit dem entgegen- 
gesetzten Argument —iy conjugirt. Da nun die ungeraden Po- 
tenzen der imaginiiren Kinheiten +74 und —i einander entgegen- 
gesetzt, die geraden Potenzen einander gleich sind, so ist der 
Werth der Function 


(iy)? 4 fy) 


(1) Oy) ae +4yt+ 1.2 6 ee 
mit dem Werthe der Function 

hes 5 sbtiyecionh (—iy)? , (—iy)® 
(2) @(—iy)=1—tiyt+ pet 12 3 an 


in Bezug auf den reellen Theil A gleich, in Bezug auf den 
imaginiren Theil 7B gleich und entgegengesetzt, folglich @ (iy) 
=A+iB mit O(—7y) = A—iB ebenfalls conjugirt. 

Die Gleichung (2) des vorigen § geht fiir ein rein imagi- 
niires Argument in die Gleichung 
(3) (iy) O(—iy) =1 
iiber und zeigt daher, dass das Product (A +7 B) (A—iB), das 
heisst, die Summe der Quadrate des reellen Theiles und des von 
dem Factor 1 befreiten imagindren Theiles, oder die Norm der 
complexen Grisse D (vy) gleich der positiven Einheit ist. 

Die Trennung des Reellen vom Imaginiiren bei der Fune- 
tion ® (cy) wird durch die Gleichung 

2 4 ; 3 

@ ©@)=1—- Fa +7350 Be ar aa ‘| 
dargestellt, so dass der reelle Theil nur die geraden, der ima- 
ginire Theil nur die ungeraden Potenzen der Grosse y enthilt. 
Jede complexe Grisse A+72 G6 kann in die Gestalt P (cos 0 + ¢sin 4) 
eesetzt werden, wo P den absoluten Betrag VA? + B® bedeu- 
tet, und der Winkel 6 innerhalb einer Kreisperipherie vollstiin- 
dig bestimmt ist. Aus dem Umstande, dass bei der Function 
M(iy)=A+iB die Norm A’? + 5’, und deshalb auch der ab- 
solute Betrag V A? +B? den Werth der positiven Einheit hat, 
folet demnach die Gleichung 
(5) (iy) = cos 6 +74 sin 6. 
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Es bleibt also zu ermitteln, auf welche Weise der Winkel 
6 von der reellen Griésse y abhingt. 

Die Gleichung (10) des § 113 bringt fiir zwei beliebige 
Argumente cy und iy‘ die Gleichung 
(6) D (iy) Diy!) = O(iy + ry’) 
hervor, welche, auf das Product von M gleich ®(¢y) genom- 
menen Factoren angewendet, zu der Gleichung 
(6*) (@ (iy))"= ® (i My) 
fiihrt. Wir betrachten nun wieder die Voraussetzung, dass das 
= sei, dessen Zihler H eine 
positive oder negative ganze Zahl, und dessen Nenner M eine 
ganze Zahl M ist. Der Nenner M wird ausserdem spdter der 
Beschriinkung unterworfen werden, kleiner zu sein als eme wm- 
merhin grosse aber bestimmt gewdhlte ganze Zahl N. Wie weit 
sich nun auch die bis zu der gegebenen Zahl N fortgesetzte 
Reihe der Zahlen 1, 2,... N—1 erstrecke, immer kann nach 
§ 9 die kleinste ganze Zahl bestimmt werden, in welche diese 
sitimmtlichen Zahlen ‘aufgehen, oder das kleinste gemeimschaftliche 
Vielfache derselben, und diese Zahl werde 2 genannt. Zugleich 
leuchtet es ein, dass, wenn der Zahl N nach und nach immer 
gréssere Werthe beigelegt werden, 2 ebenfalls grésser wird. 
Wir ersetzen in der Gleichung (6*) die ganze Zahl JZ dureh 


Argument y gleich emem Bruche 


die Zahl 2 und die Grésse y durch den Bruch oe so dass die 


Gleichung 


2 
(0) (0 (,))=20 


entspringt. Fiir den Werth (2) darf vermige der Gleichung 
(5) mit einem innerhalb einer Kreisperipherie bestimmten Winkel 
o, der Ausdruck 
(8) (i) = cos 6, +isino, 
gebildet werden. 

Offenbar hat die Gleichung (7) den Inhalt, dass die Grésse 


v5) eine Wurzel der reinen Gleichung des 2ten Grades 


2 . 3) 
(9) v == @(t)=—coso,+isino, 
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ist. Eine solche Gleichung ist in § 33 behandelt worden, und 
es ist daselbst nachgewiesen, dass sie 2 von einander verschie- 
dene Wurzeln hat, welche, da die Grisse cos o, +4 sin o, den 
absoluten Betrag Eins besitzt, durch die Formel 
0,+2kn 0,+ 2kx 

2 2 


dargestellt werden; fiir & ist successive eine der ganzen Zahlen 


(10) Cos +4 sin 


4 
‘® 
ihrer Definition durch die Reihe (4) vollstindig bestimmt und 
kann deshalb nur einer einzigen unter den 2 Wurzeln gleich 
sein. Fiir diese empfaingt die ganze Zahl & einen eindeutig 
bestimmten Werth, und mit diesem. Werthe von & werde die 
Gleichung 

(11) 0,+2kn =o 


0, 1, 2,... 2—1 zu setzen. Die Grosse o ) ist vermége 


formulirt. Dann ist cos o,+% sino, auch gleich cos o+7 sin o, 
und es gelten die Gleichungen 


' Wis Y Cir dpa nO 
(12) @(t)= cos’o +7 8I1n o, 0( ) = 008-5 +7 sin -G- 


Aus der zweiten derselben kann jetzt der Werth der Function 
@ (iy) fiir jedes Argument, bei dem y gleich dem rationalen 


Bruche = und die Zahl 2< N ist, durch Erhebung auf eine 


positive ganze Potenz abgeleitet werden. Nach der fiir die 
ganze Zahl 2 gegebenen Definition geht die ganze Zahl M in 
2 auf, das heisst, es giebt eine ganze Zahl MW’, mittelst welcher 
M M'= © ist. Wenn H eine positive ganze Zahl ist, so ergiebt 
die Erhebung auf die Potenz von dem Exponenten HM’ bei 
} ; ; LM ed 
der Funetion ® (7) nach (6*) die Function © (‘4")= @ ( a) 
und bei dem Ausdrucke C08 +4 sing vermége seiner Grund- 


eigenschaft das Resultat 
EME were T= | nay i 
cos 0 —G +i 8in 6 —G- = cos o B+ isin o FF. 
Wenn fH eine negative ganze Zahl ist, so ist zuerst eine Er- 
hebung auf die positive ganze Potenz von dem Exponenten 
— HM’ yorzunehmen, und dann die aus (3) folgende Gleichung 
36 


Lipschitz, Analysis. 


562 Darstellung der Functionen Sinus und Cosinus. Sidass 


0( SF) o(=)=1 mit der Gleichung 
ee pein os Ti sin F)=1 
cos a + 4 sin ap) {608 oF iS 
zu verbinden. So erhilt man fiir beide Fille die Gleichung 
i o HT oH 
(13) o( ir) = 08S mt isin SF 
Die Bestimmung der Grésse o ist aus der Betrachtung der 
Reihe+(4) zu schépfen. Wird von (zy) die Einheit subtrahirt, 
so lisst sich y als Factor herausziehen, und es entsteht die 
Gleichung 


y AS Awe 
es, oi —1=9(- 25+ aaa =e) 


areal fo meee y* as 
+iy(1 Oe we hs ws) 
wo die in den Klammern befindlichen unendlichen Reihen nach 
den entwickelten eae noch convergent sind. Die erste der- 


selben — —% + . nihert sich, sobald der Werth y 


Pucrinehi gegen of i Null abnimmt, der Null, die .zweite 


ae unter derselben Voraussetzung der Einheit. Mithin 

gilt fiir ein numerisch gegen die Null abnehmendes y das Re- 
: @(iy)—1 , : ‘ 

sultat, dass der Quotient es in seinem reellen Theile 


die Nuli, in seinem imaginiiren Theile das Product von 7 in 
die positive Kinheit zur Grenze hat, oder in Zeichen die Gleichung 
(15) ee AC ee 
y 
Es hat sich aber in § 103 ergeben, dass fiir einen unter 


: liegenden positiven Werth y die dort mit (7) bezeichnete Un- 


eleichheit 


sin y 


Vi—sin®y sin? y 


besteht, und aus derselben folgt, dass der Quotient any stets 


siny<y<—-~ 


zwischen der Kinheit und dem Werthe V1 —sin?y liegt, mithin 
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fiir einen gegen die Null abnehmenden positiven Werth y 
die Einheit zur Grenze hat. Dieses Resultat ist auch fiir 
einen numerisch abnehmenden negativen Werth y giiltig, da 
sin (— y)= — siny ist. Die Function cos y nihert sich bei 
einem numerisch gegen die Null abnehmenden Werthe y der 
Winheit, und zwar so, dass der Quotient 
cosy—1 4 se \ sR. ~ sin 
y ~~ -y(cosy+l)~—y-~—S cosy +1 


die Null zur Grenze hat, da der Factor ai gegen die Einheit, 


der Factor — gegen die Null convergirt. Mithin nihert 


sy+l1 


5 = L si —] 3 é 
sich der Quotient eed ae — bei numerisch abnehmendem 


y in seinem reellen Theile der Null, in seinem imaginiiren 
Theile dem Producte von 7 in die positive Einheit, und es ist 
(16) lim cosy +7 siny—l tg 
Yy 
Da nun die Zahl 2, sobald die Zahl WN fortdauernd zu- 


nimmt, nach und nach immer gréssere Werthe erhilt, so bekommt 


in Folge dessen der Bruch a immer kleinere Werthe, und fiir 
solehe Werthe muss sich, wie der Anblick von (14) gelehrt hat, 
der reelle Theil der Function @ ( 


a 


Q 


der Null nihern. Die zweite Gleichung (12) ® ( * \=cos2 +isin= 
a Q Q 
0 


liefert also fiir das Argument ro) die Forderung, dass der Cosi- 


) der Kinheit, der imaginire 


nus desselben sich der Einheit, der Sinus desselben der Null 
zu nihern habe, und dieser Forderung wird geniigt, indem 
0) 
2 


Wendet man auf das abnehmende Argument a die Gleichung 


das Argument selbst numerisch kleiner und kleiner wird. 


(16) an, so kommt 
Come 
COB G +isingG —1 
(17) lim — =, 


Kel) 
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1 
Setzt man dagegen in (15) statt y den Werth Q? und statt 


Nae , : = 2 O: seek z 
o(3) die der Function gleiche Grosse cos Q +? sin G> 80 er 


giebt sich 


Osan gh a0 

cos-5 +i sing —1 

(18) lim i = 
Q 


Der Quotient, der auf der linken Seite von (17) steht, geht 
aber durch Multiplication mit der Grésse o in den Quotienten 
iiber, welcher sich auf der linken Seite von (18) befindet, die 
rechte Seite von (17) ist der rechten Seite von (18) gleich, folg- 
lich kann der Werth der Grésse o fiir cin hinreichend grosses 
® yon der positiven Einheit nur um beliebig wenig abweichen, 
und daher hat fiir einen wachsenden Werth von 2 die gesuchte 
Grosse o den Werth der positiven Einheit. Die Gleichung (13) 
verwandelt sich hierdurch in die Gleichung 


tH t 8 gate ehe 17 
(19) ae cosa, +7 sini, 


so dass der Werth der Function @(iy) fiir jeden Werth yz 
bestimmt ist, bei dem der Nenner M unter der Zahl N liegt. 
Man sieht aber, dass, da der Zahl N nach und nach immer 
gréssere Werthe beigelegt worden sind, die der Zahl M autf- 
erlegte Beschrankung keinen Einfluss mehr ausiibt. - 

Aus der Gleichung (19) folgt die Bestimmung der Function 
M(iy) fiir einen beliebigen bestimmten Werth y durch eben 
solche Betrachtungen, durch welche aus der Gleichung (12) des 
vorigen § die dortige Gleichung (13) deducirt ist. Die in § 113 
erwiesene Stetigkeit der Function © (%+ iy) in Bezug auf das 
Argument #-+7y schliesst in sich, dass die Function @ (iy) in 
threm reellen und imaginiren Theile eine stetige Function der 
Grosse y ist. Ferner wurde in § 103 gezeigt, dass fiir die trigo- 
nometrischen Functionen Cosinus und ‘Sinus der numerische 
Werth der Differenz cos (y+) — cos y und der Differenz 
sin (y +k) —siny, sobald die Grisse k gegen die Null abnimmt, 
beliebig klein wird. Demnach ist die I'unction cos y eine stetige 
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Function des Arguments y und die Function sin y eine  stetige 
Function des Arguments y. Daher bleibt die Gleichung (19) 
noch giiltig, sobald in beide Seiten derselben statt des ratio- 


nalen Bruches = eine beliebige bestimmte Grisse y gesetzt wird, 


und dadurch entsteht die Gleichung 
(20) © (iy) = cosy +7 siny. 

Vermittelst der Trennung des Reellen und Imaginiiren ge- 
winnen wir also zwei Reihen, welche beziehungsweise dié trigo- 
nometrischen Functionen cos y und sin y fiir jedes beliebige Ar- 
gument y ausdricken, nimlich 


| oe es Sc eae pa Ga 


8 5 


ec Be aed Y nc 
(| siny=y prasad Mita 3 any ise 


(21) 


§116. Fortsetzung. Werthbestimmung der Exponentialreihe 
mit beliebigem complexem Argument. 


Die Werthbestimmung der Function ®(%+iy) mit belie- 
bigem complexem Argument ergiebt sich aus der fiir diesen 
Zweck gebildeten Gleichung (4) des § 114, der Gleichung 


(1) D(x) D (ty) = O(a + vy). 
Nach der Gleichung (13) desselben § ist 
O(a), 


ferner nach der Gleichung (20) des vorigen § 
@ (iy) = cosy +7 siny, 

deshalb kommt fiir die Function @(a+z2y) der m Beeug auf 
jedes bestimmte complexe Argument x + iy geltende Ausdruck 
(2) O(x+ty)=€ (cosy+ésiny). 

Hiemit ist die Werthbestimmung der Exponentialreihe, die 
fiir jedes bestimmte complexe Argument convergirt, 
oriy (a + iy)? 

1 Ug 


O(a+ty)=1+ ote 


vollendet. ; 
Die angestellte Untersuchung hat uns Reihen kennen gelehrt, 


welche dazu dienen, die Exponentialfunction e*, die trigonome- 
trische Function cos y und die trigonometrische Function sin y 
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fiir jedes gegebene Argument convergirend darzustellen. Auch kann 
man das gefundene allgemeine Ergebniss so ausdriicken, dass 
die mit einem beliebigen Paar von Werthen x und y gebildete 


Verbindung ¢* (cos y+7 sin y) durch die Reihe 
z 2 
le aaah a 
dargestellt wird, indem statt des Arguments ¢ die complexe 
Grésse #+iy substituirt wird. Hierauf griindet sich die im 
Gebrauch stehende Bezeichnung 


(3) e (cosy +i siny) = e"*, 
welche die Bezeichnung 
(4) —cosy+é siny=e” 
in sich schliesst. 
r+iy 


Die Verbindung e* (cosy +4 siny) = e*’” ist mit der Ver- 
bindung ¢” (cosy—isiny)=e" ” conjugirt, und da die Grosse 
e’ nur positive Werthe annehmen kann, so stellt sie den abso- 
luten Betrag von jeder der beiden genannten Verbindungen dar. 
Hieraus folgt, dass fiir jede gegebene complexe Grosse ¢+iu 
die reellen Gréssen 2 und y sich so bestimmen lassen, dass die 
Gleichung 


(5) t+iu—=e" (cosy +i sin y) 


erfiillt wird. Der absolute Werth //¢ + w? muss dem Factor e* 
gleich werden. Nach § 102 ist dies immer und zwar nur auf eine 
einzige Weise méglich, da bei einer gegebenen Basis zu jeder 
reellen positiven Grésse ein und nur ein Logarithmus gehdrt. 
Die Basis wird gegenwiirtig durch die Constante e vertreten, 
der betreffende Logarithmus heisst, wie schon erwiihnt, der na- 
tiirliche Logarithmus und bestimmt die reelle Grosse xz eindeutig, 
wie folgt, 
(6) «=lg VF + uw. 

Fiir die reelle Grésse y hat man die beiden stets mig- 
lichen Gleichungen 


t : u 
(7) cos ¥ = py ae) sin y S SSS, 
Ve+e » Vere 
welchen, nachdem ein Werth geniigender y gefunden ist, alle 
Gréssen und nur die Gréssen geniigen, welche in der Formel 
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(8) yt2kn 
enthalten sind, in der i jede beliebige positive oder negative 
ganze Zahl hedbiter 


§ 117. Untersuchung der Binomialreihe. 


Die in § 112 definirte Binomialreihe 
n(n —1) n(n—1) (n— 2)..(n—q4+]1) « 

as me oe ee q fe 
bei der » gleich einer beliebigen bestimmten reellen Grésse sein 
soll, liisst sich, wenn statt 2 eine complexe Grisse w-+iy substituirt, 
und dieselbe wie in (15) des § 107 in die Gestalt r (cos w+7 sin w) 
gesetzt wird, folgendermassen in einen reellen und einen ima- 
giniren Theil zerlegen 


(1) 14+ fe+"4 = 


(2) 1+—% cos p+ =D cos ay +... 
n(n—1)...(n—~q+l1) 4 
aoe ae ) PECORG Wire 
+i(Frsiny PY rs singy +... 


n(nm—1)...(m—qt+1) ¢.. 
i 1o, 3otes POSURE UDS ee 
Die Coefficienten = ay ... baben die Beschaffen- 


heit, dass jeder aus dem Vorhergehenden durch Hinzufiigung 
eines Factors entsteht. Der letzte Factor bei dem mit 2’ multi- 


plicirten Gliede ist = = —(1—*=") und wird daher, 


sobald der Fall eines positiven ganzzahligen m ausgeschlossen 
bleibt, fiir hinreichend grosse Werthe der Zahl q stets negativ, 
weshalb die Vorzeichen der Coefficienten —, “~~ —~ = I): tes 
einem gewissen Gliede ab fortwihrend abwechselnde Vorzeichen 
haben miissen. 

Die Convergenz des reellen und des imaginiren Theiles 
von (2) kann mittelst der Sitze (I) und (II) des § 106 beurtheilt 
werden, indem man in beiden Fallen statt der dort mit @, @,, Q.)-- 
bezeichneten reellen positiven Gréssen die Producte der aufein- 
ander folgenden Potenzen der positiven Grésse und der ab- 


von 


568 Binomialreihe. § 117. 


hast (ae) 

ee ter 
substituirt. Die dort mit ¢,, ¢,, €,-.. bezeichneten Gréssen 
werden dann in dem Falle des reellen Theiles durch die mit 
der positiven oder negativen Einheit multiplicirten Gréssen 
1, cos w, cos 2w,.., in dem Falle des imaginaren Theiles durch 
die mit der positiven oder negativen Einheit multiplicirten 
Gréssen sin y, sin 2w,.. vertreten. Sowohl die einen wie die 
andern haben die in dem Satze (I) des § 106 erwihnte Eigen- 
schaft, dass sie sich fiir einen wachsenden Zeiger nicht der Null 
nihern. Der mit der ganzen Zahl ¢ zu bildende Quotient 


soluten Werthe der zugeordneten Coefficienten 


Biss ist hier gleich dem absoluten Werthe des Quotienten 


n(n —1)...(n—t) 
n28...G+) 


0; 


: Vanes : SD : 
bei der Division des Gliedes y** durch 


n(m—1)...(n—t+1) ¢ 


das Glied y, welcher letztere gleich dem 


ec 
& : U—t 
fiir ein hinreichend grosses ¢ negativen Ausdrucke es Gd 
; : : Q n+1 
wird. Demnach ist der Quotient a. =(1— Be i)? und con- 
: 


vr sich der 


vergirt bei einer stets wachsenden Zahl ¢, da 1 — 


Kinheit nihert, gegen die Grenze vr. Je nachdem die Grisse r 
iiber der Einheit oder unter der Einheit liegt, sind daher die 
Bedingungen des Satzes (1) oder des Satzes (II) des § 106 er- 
fiillt. Folglich convergirt sowohl der reelle wie der imagindre 
Theil der Binomialrethe (2), so lange der absolute Betrag r der 
complexen Grosse x -+ty unter der Hinheit liegt, und es convergirt 
weder der reelle noch der imagindre Theil derselben Rethe, so 
lange der absolute Betrag r der complexen Grésse x+iy tiber der 
Hinheit liegt. Aus einer gegen das Ende des § 106 gemachten 
Bemerkung ergiebt sich ferner, dass, wofern r<1 ist, sowohl der 
reelle wie auch der imagindre Theil von (2) auch dann noch con- 
vergente Summen liefern, wenn statt der einzelnen Glieder die ab- 
soluten Werthe derselben gesetet werden. Der Beweis beruht 
darauf, dass die aus den absoluten Werthen der Gréssen 


n n(n—1) 
3 ee at 
( ) 1, 1” 1 ee ry 
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gebildete unendliche Summe, wenn r einen unter der Einheit lie- 
genden positiven Werth erhilt, convergent ist. Wie es sich mit 
der Convergenz des reellen und des imaginiiren Theiles von (2) 
unter der Voraussetzung verhalte, dass der absolute Betrag r 
der Grisse x+iy gleich der Einheit ist, bleibt vorlaufig unent- 
schieden, und muss spiiter erértert werden. 


Kine im § 113 angewendete Erérterung des § 108 lehrt, 
dass vermége der so eben erwibnten Eigenschaft der Grosse (3) 
die Binomialreihe fiir jedes Argument z+iy, dessen Betrag 
kleiner als die Einheit ist, eine stetige Function von ~+7y aus- 
driickt. Die Binomialreihe gehért aber auch zu derjenigen Gat- 
tung von Reihen, die in § 108 unter (16) dargestellt ist. Durch 
die Substitution er erhalt die Binomialreihe die Gestalt 


n eS 


(4) T @+iy) + YD @tiy)+. 


Thre Coefficienten sind, wie schon in § 112 bemerkt wor- 
den, rationale ganze Functionen der Grosse n, wnd weil jede 
rationale ganze Function einer variabeln Grosse eine stetige 
Function derselben ist, stetige Functionen der Grosse n. Die 
Reihe (4) ist ferner so beschaffen, dass die absoluten Werthe 
der vorhin unter (3) angefiihrten Gréssen, sobald r<1 ist, fiir 
jedes gegebene m eine convergente Summe bilden, und daher 
auch unter einer festen Grésse bleiben, wofern nur von vorne 
herein bestimmt wird, bis zu wie grossen nurerischen Werthen 
die Grésse » erstreckt werden soll. Demnach erfiillt die Reihe 
(4) alle in § 108 der dortigen Reihe (16) auferlegten Bedingun- 
gen, und hat vermége des daselbst bewiesenen Satzes die Eigen- 
schaft, dass. thr reeller und thr imagindrer Theil, so lange r<1 
ist, stetige Functionen der reellen Variable n sind. 


Wir fiihren jetzt fiir die convergente Summe der Binomial- 
reihe das Zeichen F(a+7y, ) ein, und bezeichnen die Coeffi- 
cienten folgendermassen 


(ae | = (“), ee"), 


n(n—1). ee 
ments aks Tes 


dann ist. 
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(6) F(a-+iy,n)=1+(") (wtiy)+(“) (etiy)+... 
+() @+iy)'t... 
Es mige mit demselben Werthe x+iy und einem andern 
reellen Werthe »‘ die Function F(z+iy, n’) gebildet werden. 
Bei beiden Functionen convergiren die aus den absoluten Werthen 
der Glieder des reellen Theiles wie auch die aus den absoluten 
Werthen der Glieder des imaginiiren Theiles bestehenden Sum- 
men, mithin ergiebt die nach den Vorschriften des § 109 ausge- 
. fiihrte Multiplication der beiden Reihe eine convergente Reihe, 
deren Werth gleich dem Product der Werthe der beiden multi- 
plicirten Reihen ist. Die Glieder der durch Multiplication her- 
vorgehenden Reihe werden vermige der Gleichungen (18) des 
§ 109 diese 


(7) 1, ()+(*)) @+iy), (@)+4@) (4+ @))erin- 


Nun erwiige man, dass dieselben Glieder auch in dem 
Falle erscheinen, dass » und m‘ irgend ein Paar positive ganze 
Zahlen bedeuten, und dass unter dieser Voraussetzung 

F(a+iy, n)=(1t+at+iy)", F(x+iy,n')=(l+a+iy)" 
ist und die Gleichung 
(8) (l+x+iy)" (lta+iy)” =(l+a+iy) 
besteht. DierechteSeite ist aber gleich der Function F(a +iy,n+7') 
oder der Summe der Glieder 


(9) 1, ("2') (atriy), ("n') (@+iy)?... 


n+n! 


Die Summe der Glieder (7) und die vorliegende Summe 
sind jetzt rationale ganze Functionen der variabeln Griésse x+y 
von dem Grade »+ ‘ und kiénnen einander fiir unbestimmte 
Werthe der Variable nach Satz (1) des § 44 nur dann gleich 
sein, wenn die Coefficienten der gleich hohen Potenzen der Va- 
riable einander gleich sind. Mithin bestehen fiir jedes Paar von 
positiven ganeen Zahlen n wid n‘ die Gleichungen 


c10)'(2) + SCE eis (ee) (a ole eels) ak 
(2) (JO) + (AIOE HCD) + =O. 
Nun befinden sich auf den beiden Seiten von jeder dieser 
Gleichungen rationale ganze Functionen der beiden Elemente n 
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und n'. Es ist aber in § 58 bewiesen worden, dass, wenn eine 
rationale ganze Function von zwei Elementen fiir eine hin- 
reichende Anzahl von verschiedenen Werthpaaren der Elemente 
verschwindet, die simmtlichen Coefficienten der Potenzen und 
der Producte von den Potenzen der Elemente verschwinden 
miissen. _ Hieraus folgt, dass wenn zwei rationale ganze Func- 
tionen von zwei Elementen fiir eine hinreichende Anzahl von 
Werthpaaren der Elemente einander gleich sind, die Coefficienten 
der entsprechenden Potenzen und Producte von Potenzen noth- 
wendig einander gleich sind. Die rationalen ganzen Functionen 
der Elemente » und n‘ in jeder der Gleichungen (10) sind ein- 
ander gleich, sobald fiir n und v‘ irgend ein Paar von positiven 
ganzen Zahlen genommen wird, und man kann die Anzahl der 
verschiedenen Zahlenpaare so gross machen, als man nur will. 
Mithin miissen in den entwickelten Ausdriicken die Coefficienten 
der entsprechenden Potenzen und Producte von Potenzen gleich 
sein, und deshalb gelten die Gleichungen (10) fiir beliebige Werthe 
der Gréssen n und n‘. Aus dieser Ursache bringt die Summe 
der Gréssen (7) bei unendlicher Ausdehnung die Function 
F(a+iy,n+n') hervor, folglich besteht ftir beliebige reelle 
Gréssen n und n‘ die Gleichung 

(11) F(atiy,n) F(at+iy, n')=F (a+ty, n+n'). 

Die Function F’'(a+iy,») wird fiir »=—0 gleich der posi- 
tiven Einheit, daher folgt aus (11) die Gleichung 
(12) F(atiy, n) F(a+iy, —n)=1. 

Da der Werth der Function F'(x+7y, n) fiir jede positive 
ganze Zahl n bekannt ist und durch die Potenz (1+a+iy) dar- 
gestellt wird, so ergiebt sich in Bezug auf jede negative ganze 
Zahl —n die Werthbestimmung 

; 1 
(13) F(at+iy,—n) = (riinatay 

Diese Gleichung lést ein in § 99 gegebenes Versprechen, 
die Convergenz der auf der rechten Seite der dortigen Gleichung 
(2) befindlichen Summe zu beweisen. Aus der angefiihrten 
Gleichung ist die Gleichung (6) des § 107 abgeleitet worden, 
und es geniigt, die Convergenz der auf der rechten Seite von 
dieser befindlichen Summe zu begriinden, da die betreffenden 
Gleichungen in der Beziehung der Gegenseitigkeit zu einander 


=(1+a+iy) ". 


a 
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stehen. Die Coefficienten der Binomialreihe (1) nehmen, sobald 
statt n die Grésse — » gesetzt wird, die Ausdriicke an 


n nm (m+ 1) n (n+ 1) (n+ 2) 
soe adhe Gcliths ajo debt aan a keep Sai, Gul 
mithin hat die ee (13) den Inhalt 
(15) (lta+iy) "= =1— tn a! (c+1y)?+..., 


wo der Betrag + der complexen Grisse z+iy als unter der 
Kinheit befindlich vorausgesetzt wird. Dividirt man beide Seiten 


der Gleichung (6) des § 107 durch die Grésse (—1)" &, so geht 


der erste Bestandtheil der linken Seite in den Bruch 


und die rechte Seite in die Reihe 


ze a(a—1)/x\? be tes 
ere 12 () + ..: tiber. 


Wofern nun statt der hier vorkommenden positiven ganzen 


Zahl a das Zeichen n, und statt des dortigen Quotienten se 
der reelle und complexe Werthe annehmen darf, das Zeichen 
—(a+iy) gesetzt wird, so verwandelt sich die Reihe in die 
rechte Seite der obigen Gleichung (15). Die letztere convergirt, 
wie wir sahen, sobald der absolute Betrag + von x+iy kleiner 
als die Einheit ist, und stellt dann den Ausdruck (1+a+iy) “ 
dar. Diese Bestimmungen iibertragen sich auf die bezeichnete 
Reihe des § 107 in der Weise, dass der absolute Betrag der 


= Xv . . A A . 
Grosse z kleiner als die Einheit sein muss, und dass alsdann 


a 
mittelst der Reihe der Bruch (\—2) ausgedriickt wird. Das 
S 


aber war an jener Stelle behauptet worden. 


§ 118. Fortsetzung. 


Um den Werth der Binomialreihe fiir eine reelle Grésse 
zu bestimmen, die nicht gleich einer ganzen Zahl ist, halten 
wir uns an die Gleichung (11) des vorigen §, und wenden sie 


& 
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auf ein Product von M Factoren an, die gleich der Function 
F(a+vy, n) sind. So entsteht die Gleichung 

(1) (Fw+iy, n))"= F(a+iy, Mn), 

und legt man der Griésse » den Werth des rationalen Bruches 


1 - F ; : 
it bei, so kommt, da die Function F(v+7y,1) den Werth 


1+a+iy hat, die Gleichung 


M 
(2) (2 (0+ i) )=1teriy 
M 

Die rechte Seite derselben kann in die Gestalt gebracht 
werden 
(3) lt+a+iy=V (1+2)?+y? (cos 2,-+é sin A,). 
Hier bedeutet, indem die Quadratwurzel, wie iiblich, als positiv 
l l+2 
Vrayry 
stets positiv ist, da in Folge der Bedingung r=Ve+y? <1 
der numerische Werth von x unter der Einheit liegen muss; 


aufgefasst wird, 2, einen Winkel, dessen Cosinus 


hat das Vorzeichen der Grésse y und 


dey omius a 
Vd +2)? +y? 
wird gleich Null, sobald y verschwindet. Man kann deshalb 
den Winkel 2, so wihlen, dass derselbe fiir ein positives 


y mwischen 0 und 3? fiir ein negatives y zwischen 0 und 
7 4. Pee . ° . 
ae liegt, und fiir yO verschwindet; er wird dadurch ein- 


deutig bestimmt. Die Tangente des Winkels 4, hat den Werth 


Leg? mithin ist 
(4) A, = aretg = 
3 1+2 
und zwar fallt die Beschriinkung, dass 4, zwischen den Grenzen 


7 
ne 
men, durch welche in § 104 die Function Arcus tangentis zu 
einer cindeutigen Function gemacht worden ist. 


AB me . : * os 
und ee liegen soll, mit derjenigen Beschrinkung zusam- 


ae ; ge 
In Folge der Gleichung (2) ist de Function F(a-+iy, a) 
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eine Wurzel der reinen Gleichung des Mten Grades 
(5) wi ltatiy. 

Die siimmtlichen JJ Wurzeln dieser Gleichung werden nach 
§ 33 vermige der Auszichung der positiven Mten Wurzel aus 
dem absoluten Betrage Y(i+a)?+y?, der Theilung des Win- 
kels 4, in M gleiche Theile und der Theilung der Kreisperipherie 
in M gleiche Theile dargestellt. Wenn man aber mit Anwen- 
dung der natiirlichen Logarithmen 
(repens V (+a)? +y?=6 
setzt, so erhilt die Gleichung (3) die Gestalt 
log VA+z7P+y? 


log Va+2P+y/? 


(7) 1+au+iy=e (cos 4,+7sin 4,), 

die Auszichung der positiven Mten Wurzel aus der Exponential- 
function mit reellem Exponenten wird vermittelst einer Divi- 
sion des Exponenten durch die Zahl M bewirkt, und die MZ 
Wurzeln der Gleichung (5) sind die folgenden 


(8) € agp aoe SR vragen 
wo k, die Reihe der ganzen Zahlen 0, 1, 2,... MZ@—1 dureh- 


am a 
oi Near A,+2hyn re") 
cos ay? 


liuft. Die Function ’ (« +2 Y, | ist gleich einer bestimmten 


von diesen Wurzeln, und es fragt sich nur, welchen Werth die 
ganze Zahl k, erhalten muss, um gerade- diese Wurzel dar- 
zustellen. 

Bei der Beantwortung gehen wir wie in § 115 zu Werke, 
beschrinken die Zahl M auf die Reihe der Zahlen 1, 2, 3,.. N—1, 
wo WN beliebig gross aber fest gewiihlt ist. Von den Zahlen 
1, 2,3,...N—1 sei wieder 2 das kleinste gemeinsame Viel- 
fache. Bei der Anwendung der Zahl 2 auf die so eben ausge- 


fiihrte Betrachtung erhiilt die Function F(c+iy, 3) den 


Ausdruck 
: Pero oes 
: 1 Q 8 VO+eP+y y ; 
9 ; =) as ‘ Ae eel 
(9) Plo +iy, a) € (cos + ésin 5) 
Die Grisse 4 = 2,+2kz ist mit derjenigen ganzen Zahl & 
gebildet, welche genommen werden muss, damit die auf der 


rechten Seite befindliche Wurzel der Gleichung we=1l4+a+iy 
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der bestimmten Grésse F( Ly, 3) gleich sei. Mit Hiilfe 


§2 
der Gleichung (9) lisst sich die Function F(#+7 y, n)- fiir jeden 
rationalen ganzzahligen Bruch ae als Werth von  darstellen, 


bei dem M aus der Reihe der Zahlen 1, 2;3,...N—1 genom- 
men ist; denn man hat wie in § 115, da M ein Theiler von 2 
ist, eine ganze Zahl M’, fiir die WM‘ = 2 ist, und erhilt des- 
halb durch Erhebung der Gleichung (9) auf die ganze Potenz 
von dem Exponenten GM’, indem 


GM 


ist, die Gleichung 


M M 
Fiir den Werth G=1 ist in derselben die Gleichung 
| 


: wy los VO+e)P+y? ere er: 
(10*) P(x +iy, i\ =e (cos isin iu) 


G 
mt log Vl+aP+y? 
(10) Bla tiy, + =e ‘ (cos GA isin ar} 


M M M 
enthalten. Ihre rechte-.Seite stimmt der Form nach mit dem 
Ausdrucke (8) iiberein, welcher vorhin fiir die Function 


B(x +iy, zal aufgestellt worden ist, unterscheidet sich aber 


insofern von dem Ausdrucke (8), als dort fiir jeden einzelnen 
Werth der Zahl M die in dem Winkel 4,+ 2k, auftretende 
Zahl k, unbekannt war, mithin méglicherweise auch differiren 
konnte, wiihrend hier die in dem entsprechenden Winkel 
A=, +2kz erscheinende Zahl k ein fiir alle Male durch die 
Gleichung (9) bestimmt ist. Die Kenntniss dieser Zahl k bildet 
aber gerade das zu erstrebende Ziel. 

Um dasselbe zu erreichen, verfolgen wir den in § 115 ein- 
- geschlagenen Weg. In dem Ausdrucke der mit der Binomial- 
reihe gebildeten Differenz 2'(a+iy, m) — 1 werden alle Coeffi- 
-cienten durch die Grésse » theilbar, und es entsteht, indem 
dureh » wirklich dividirt wird, die Gleichung 
(11) eels, pie seats) +7 (w+iy)? 


(n—1) (n—2) 
ae ogee 


(c+iy)>+... 


576 Binomialreihe. § 118. 


Wenn nun die Grosse » fortwihrend numerisch abnimmt, 
so nihern sich die auf einander folgenden Coefficienten bezie- 
hungsweise den Werthen 


i 1 1 
* Ee 8 
(11*) Los tgs 


die hervorgehende Reihe bleibt vermége der aufgestellten Re- 
geln, so lange der Betrag r der Grésse x +7y kleiner als die 
Kinheit ist, noch convergent, und man erhilt fiir den Grenzwerth 
des Quotienten pea die Bestimmung 
(w +iy)? 4 (a +iy)>_ 

2 2 a a 
Die Zahl 2 wird, wenn die Zahl N fortdauernd wiichst, 


(12) tim 


F(a+iy, n) — |] a ey 
n 


: : J ies 
wie schon bemerkt, immer grésser, und der Bruch @ immer 


kleiner. Der Werth der Function F(o+iy, 5) niihert sich 


hiebei in seinem reellen Theile der Einheit, in seinem imaginiiren 
Theile der Null. Man sieht, wie in dem Ausdrucke, der sich 
in der Gleichung (9) auf der rechten Seite befindet, der Expo- 
nentialausdruck, der den absoluten Betrag darstellt, gegen die 


le ae < ¢ : a : 
Einheit convergirt, und schliesst, dass der Winkel oy dessen 
Cosinus sich der Kinheit und dessen Sinus sich der Null nithert, 
numerisch gegen die Nuli abnimmt. Wenn der Kiirze halber 
(13) log V(1+2)?+y2=x 
gesetzt wird, so nimmt die rechte Seite der Gleichung (9) die 
Gestalt 
a 
Q a A 

1 —+2 sin = 
(14) e (cos qt? sin a) 
an und darf deshalb nach der Gleichung (2) des vorigen § durch 
die stets convergirende Exponentialreihe dargestellt werden 


2 i Geert) : -a\2 
(15) e (cos +4 sin a)=) +(“S)+ ; (4) =o 


2 Q Q Lah. 


“x 


Hieraus folgt, dass die Differenz e (cos a+ asin 5)o durch 
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A 5 MEU se ORS 
die Grosse 0 dividirt, indem ns und * numerisch abneh- 


men, sich der Einheit als Grenze niihert, oder in Zeichen 


x 


RQ Mieteose. 
€ (cos — +7 sin a)-! 
=] 


(16) lim 2 : ce 
x+0h 
2 
Die Gleichung (12) liefert, wenn = a gesetzt und 


F 1 
wb (cin, A nach (9) durch den Ausdruck 


* (cos dnd Hise 

é Q 4S81n Q 

vertreten wird, die Gleichung 

(ie a keel 8 im 

e (cos G+ ising 1 
1 


2 

Der Quotient auf der linken Seite von (16), der sich der Kinheit 

nihert, wird durch Multiplication mit der Grésse x+7A gleich 

dem Quotienten auf der linken Seite von (17), dessen Grenzwerth 
pledtiy)? 4 

ear ecg 


=a2+1y — 3 


(17) lim 


die Summe der unendlichen Reihe 7 +iy . ist. 


Folglich conyergirt die Grisse x +742 bei wachsendem 2 gegen 
die Summe dieser Reihe, und in Bezug auf einen wachsenden 
Werth von 2 wird x +44, wie folgt, ausgedriickt 
(wtiy)® , (whip)? 
9 3 f-see 
Nun weiss man, dass x = log/(1+a)?+y?, A=A, + 2ha 
ist, wo die Grésse 2, nach (4) den zwischen den Grenzen 
; iL 
#943) 
: <g> |: y 
(19) x+i<=logV(1+a)?+ y? + i(aretg 2 +2k n) 


Die auf der rechten Seite von (18) befindliche Summe stellt 
nach den entwickelten Grundsiitzen, so lange der Betrag r der 
Grisse «+ %y kleiner als die Einheit ist, eine stetige Function 


der Grisse a+iy dar, und der rein imaginire Theil derselben 
37 


(18) x+tA=at+ty— 


bedeutet; mithin kommt 


fe i y 
= * a ——__ 
und 5 liegenden arcus tang ide 


Lipschitz, Analysis. 
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nihert sich der Null, wenn die Grésse y sich der Null niahert. 
Der in (19) angegebene Ausdruck der Grisse x +72 ist eben- 
falls in seinem reellen und seinem imaginiren Theil eine stetige 
Function von den Variabeln ~ und y. Wofern y sich der Null 
nihert, so nihert sich der reelle Theil dem Grenzwerthe 
V(i+a)?=1+a und der imaginiire Theil, da die Function 
y 
1+2 
Nall convergirt, dem Grenzwerthe 12k. Aus der Gleichung (19) 
ist zu schliessen, dass die Grenzwerthe sowohl fiir den reellen wie 
fiir den imaginiiren Theil einander gleich sind. Folglich muss 
die Grosse 2k und daher die Zahl k gleich der Null sein. Die 
Bestimmung der Grosse x+ih wird mithin durch die Gleichung 


aretg vermége der getroffenen Voraussetzung gegen die 


(20) x+id=loegV (1+a)?+y? +4 aretg ae 
egeben, bei der arct Y _ pwischen den Grenzen — ~~ und ~ 


emgeschlossen ist. 


Die Gleichung (10) liefert nunmehr die Bestimmung der 
Function F’ (+i, =) fiir irgend einen rationalen Bruch = 
als Werth von , wie folgt, 

(21) P(o+iy, So" (cos. + isin a 
Hiemit wird zugleich diejenige Wurzel der reinen Gleichung 
w"=1+a-+7y characterisirt, welche nach (10*) durch die Func- 


; Le : : : : 
tion F (e-+iy, x) dargestellt ist. In dem vorigen § ist nachgewie- 


sen, dass der reelle und der imaginiire Theil der Function 
I'(a+iy,n), so lange der Betrag r unter der Einheit liegt, stetige 
Functionen der Grésse » sind; desgleichen sind unter derselben 
Voraussetzung die Ausdriicke c"* cos nA und e"* sin 21 stetige 
Functionen der Grisse ». Daher ergiebt sich aus (21) die fiir 
einen belicbigen reellen Werth der Grisse » giiltige Gleichung, 
in welcher x und 4 durch ihre vollstiindigen Ausdriicke er- 
setzt sind, 
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(22) F (x+iy, n) 


___ pm log VO+apP+y? ( ] neck ] 
—=€ COS | 2 arctg —— Che b 
( 2 aap + 7810 Marcle ae 


Sie enthilt die Werthbestimmung der Binomialreihe fiir alle com- 
plexen Argumente «-+iy, deren Betrag r kleiner als die Ein- 
heit ast. 


§ 119. Fortsetzung. Vollstandige Werthbestimmung der 
Binomialreihe. 


Es bleibt jetzt noch iibrig zu ermitteln, unter welchen Be- 
dingungen die Binomialreihe fiir ein Argument 7+ 7%y convergirt, 
dessen Betrag r gleich der Einheit ist, und das die Gestalt 
cos w+z7sinw annimmt. Aus der Darstellung der Binomialreihe 
in (2) des § 117 wird dann die folgende 
n(n—1)..(n—q+1) 

2h. 


af es n(m—1)...(n—q+1).. 
+i(Fsiny+...+ iF Saal ohe singw+...), 


(1) L += cosw+...+ cosqw+.. 


Da die Cosinus und Sinus der Vielfachen eines Winkels 2 stets 
zwischen den Grenzen —1 und +1 bleiben, aber fiir ein wach- 
sendes Vielfache sich nicht einer festen Grenze und auch nicht 
der Null niithern, da ferner die Glieder einer Reihe, falls sie 
convergiren soll, mit wachsendem Zeiger numerisch abnehmen 
miissen, so ist fiir die Convergenz des reellen und des imaginaren 
n(n—1)..(n—q+1) 
IS PsBonG) 
mit wachsendem Zeiger g sich der Null nihere. Man kann dem 
Coefficienten vermige einer fiir den einzelnen Factor schon an- 
gewendeten Bemerkung die Gestalt geben 


n(n—1)..(n—q+1) 
(2) (”)= 158 tod 


Ler ip (1 —"") (1 —8Ft)..(1 aeal 


Sie fillt, abgesehen von der Potenz (—1)’, mit der Gestalt der 
Producte zusammen, deren Verhalten bei einer wachsenden Zahl 
von Factoren am Schlusse des § 111 nachgewiesen ist. An die 


Theiles von (1) nothwendig, dass der Coefficient 
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Stelle der dort mit —« und hierauf mit + @ bezeichneten reellen 
Grisse, wobei @ immer einen positiven Werth bedeutet, tritt 
vegenwiirtig die reelle Grisse —(n+1). Weil nun das mit 
—a gebildete Product bei unendlicher Ausdehnung gegen die. 
Null convergirt, das mit + @ gebildete Product bei gleicher 
Ausdehnung tiber jedes Mass hinaus wiichst, so hat der Coeffi- 
cient (2) die Eigenschaft, fiir eine wachsende Zahl q sich der 
Null zu niihern, sobald die Grésse ~ +1 positiv ist, dagegen 
numerisch iiber jedes Mass zu wachsen, sobald die Grosse n+ 1 
negativ ist. Aus diesem Grunde kann weder der reelle noch der 
imagindre Theil der Reihe (2) convergiren, wenn die Grosse n 
negativ und numerisch grisser als die Finheit ist. Fiir den Fall, 
dass die Grésse n positiv ist, oder zwischen den Grenzen 0 und 
—1 liegt, nehmen die Glieder des reellen und des imaginiren 
Theiles bei wachsendem Zeiger numerisch ab; ob aber die be- 
treffenden Reihen bei dieser Voraussetzung convergent seien, 
muss noch festgestellt werden. 

Ks ist schon in § 117 auf die Thatsache aufmerksam ge- 
macht worden, dass, weil die auf der rechten Seite der obigen 
Gleichung (2) vorkommenden Factoren von einer bestimmten 
Stelle ab siimmtlich positiv werden, und weil der Factor (— 1) 
fortwiithrend sein Vorzeichen wechselt, die Coefficienten selbst 
von einem entsprechenden Zeiger ab ebenfalls immer ihr Vor- 
zeichen wechseln miissen. Es sei » die grisseste positive ganze 
Zahl, dic unter der positiven Griésse +1 liegt, mithin »+1 die 
kleinste positive ganze Zahl, die iiber der positiven Grisse n + 1 


liegt, so haben die Factoren (1 — +), (1 att mt), ae ae uae 


das negative, dagegen die Factoren (245), (1 3) Ser 


das positive Vorzeichen. Wenn man deshalb die aufeinander 
folgenden Coefficienten a) mit dem zugeordneten Factor (— 1)' 
multiplicirt, so. erhalten die entstehenden Producte (— 1)‘ (””) 
von dem Zeiger gv +1 ab simmtlich dasselbe Vorzeichen, 
welches der Ausdruck (—1)" (”) besitzt und das durch die Po- 


tenz (— 1)’ bezeichnet wird. In dem Falle, dass die Grisse 
n+ 1 zwischen 0 und 1 liegt, bleibt die Bestimmung auch noch 
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giiltig, wofern unter (”) die positive Einheit verstanden wird. 
Nun gehéren zu den Werthen «+iy = cosw +isinw, fiir 
welche der Betrag r=1 ist, auch die beiden reellen Werthe 
“+iy=1 und x+iy=—1], in denen der Winkel w respective 
= 0 oder = +z ist, und bei deren Substitution die Binomial- 
reihe selbstverstiindlich nur aus reellen Gliedern besteht. Die 


Anwendung des letztern Werthes x+y = — 1 bringt die Reihe 
hervor 

Bis biG bp yg n(n—1)...(n—@gt+ ays 
(3) 1 aia ia a +..+(—1) eer 


Wie man sieht, erscheinen hier von dem Tatoo q=r+1 
ab die absoluten Werthe der siimmtlichen Coefficienten mit einem 
und demselben Vorzeichen genommen und addirt; das gemein- 
same Vorzeichen wird durch die Potenz (—1)’ ausgedriickt, 
das heisst, es ist positiv oder negativ, je nachdem » eine gerade 
oder eine ungerade Zahl bedeutet. Der reelle und der imaginire 
Theil von (1) sind nun nothwendig convergent, wenn die von einem 
bestimmten Zeiger g>v ab unendlich ausgedehnte Summe der ab- 


soluten Werthe der Coefficienten (*) convergirt, da bei den von 


einem bestimmten Zeiger ab beliebig weit ausgedehnten Summen 
() cos(qt+l)y+...+ (2%) cos (q+) ¥, 


(%,) sin(@@t+ ly +...+(.%,)sin(q+8 

die Multiplication der einzelnen Glieder mit den Cosinus und 
den Sinus der Vielfachen des Winkels w nichts anderes als 
eine Verkleinerung des absoluten Betrages herbeifiihren kann. 
Auch ergiebt sich hieraus, dass, wenn die Zahl g so gewahlt wird, 
dass die Summe (—1)'** (2%) Ee, 1" (% ») fiir gv 
und fiir einen beliebig grossen Werth von ¢ numerisch kleiner 
als eine beliebig kleine gegebene Grosse 4 ist, jede der so eben 
angefiihrten beiden Summen fiir dieselbe Zahl q und bei jedem 
Werthe des Winkels w numerisch kleiner als 6 bleibt. Folglich 
braucht man nur die Convergenz der Summe 


y+ v+2 
(—1) (3) a ae kee) cre 
zu beweisen, um sicher zu sein, dass der reelle und der imagi- 


naire Theil von (1) convergent sind. 
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Die Reihe (3) hat aber die merkwiirdige Eigenschaft, dass 
jede endliche Zahl yon auf einander folgenden Gliedern dersel- 
ben sich durch einen einfachen Ausdruck darstellen lasst. Die 
Addition von zwei Gliedern ergiebt den Werth 1—n, die Hinzu- 


fiigung des dritten Gliedes — o (1 —n) den Werth (1—) (1-3), ; 


und die Addition von (q + 1) Gliedern, wie leicht successive zu 
erkennen ist, das Resultat 

alec’) 1) qn(n—1) (n—2)..(n—q+1) 
cole late basi lied | fesh 2 ee ae 


Das auf der rechten Seite erscheinende Product besitzt nach den 
schon benutzten Siitzen des § 112 die Eigenschaft, bei wachsen- 
der Zahl q sich der Null zu néhern, wenn 7 eine positive Grisse, 
und iiber jedes Mass zu wachsen, wenn » eine negative Grisse 
ist. Die linke Seite kann als das Aggregat der endlichen 


Summe 1 — (”) +..+(—1) (”) und der unendlichen Summe 


iy ) ae crs 17?(%,) + . aufgefasst werden. Wofern 


a Agegregat sich dem Werthe’ Nall nihert, so muss die 
zweite Summe gegen einen Grenzwerth convergiren, der durch 
den negativ genommenen Werth der ersten endlichen Summe 
dargestellt wird. Aus diesem Grunde convergirt die Summe 


(—1y'" 0%) + (2) +. 


sobald die Grosse » positiv ist, und sie wichst tiber jedes Mass, 
sobald die Grisse m negativ ist, wobei fiir die letztere gegenwiirtig 
die Grenzen —1 und 0 bestehen. Mithin ist jetet erwiesen, dass 
der reelle und der imaginire Theil der Rethe (1) convergiren, 
wofern die Groisse n einen positiven Werth hat. 

Um die Convergenz der Reihe (1) fiir Werthe von » zu 
beurtheilen, die zwischen den Grenzen —1 und 0 liegen, mige 
das Argument 2 +iy = cos w+ isin w wieder durch den einen 
Buchstaben ¢ bezeichnet, und die Summe der ¢ + 1 ersten Glieder 
betrachtet werden 


(5) s=1+ (et (Met... (et 


Multiplicirt man beide Seiten mit dem Factor 1+<¢, so kommt 
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(6) (+2)s,=1+4 ((") + 1) ¢ + (2) +(2)) = She Hei 
+(@)+ (a) +) 2" 


In Folge der Gleichungen (10) des § 117 ist aber 


ae Shea ee ENE ele 

und deshalb ; 

(7) (+2) s =1+ (+1) 24 ("+1) 2 +4 (ees) a+ 7) Zn 
Die Summe der auf der rechten Seite befindlichen g+1 ersten 
Glieder kann aus s, erhalten werden, indem die Grosse n+1 an die 
Stelle der Grosse 7 tritt. Da die Grésse » zwischen 0 und — 1 
liegt, so ist die Griésse +1 positiv, und daher convergirt dic 
Summe der g+1 ersten Glieder auf der rechten Seite von (7) 
bei wachsendem q, indem fiir diese Voraussetzung die Convergenz 
der Binomialreihe feststeht. Das auf der rechten Seite von (7) 


hinzuzuaddirende Glied (4) a ( (cos(¢+1)W+ésin(q+1)wW) 
nihert sich aber in seinem reellen und seinem imaginiren Theile 
der Null, weil der Coefficient (i) in Folge des positiven Werthes 


der Grésse n+1 diese Eigenschaft hat. Mithin convergirt die 
rechte Seite von (7) bei wachsendemgq gegen cine feste Grenze. 
Die linke Seite (1+2)s, hat deshalb dieselbe Higenschaft, und 
daraus folgt das gleiche fiir den Factor s, bei jedem Werthe 
des Factors 1+, den einzigen Werth Null ausgenommen. Der 
Factor 1+ wird dann und nur dann gleich Null, sobald z= — 1 
ist, und die Erérterung der Gleichung (4) hat ergeben, dass die 
Binomialreihe fiir diesen Werth, wofern » sich zwischen den 
Grenzen 0 und — 1 befindet, nicht convergirt. Demnach ist zu 
erkennen, dass der reelle und der imagindre Theil der Rethe (1), 
sobald die Grisse n zwischen den Grenzen —1 und 0 eingeschlos- 
sen ist, ftir gedes Argument x+yi= cos w+2sin W convergut, 
mit Ausnahme des Aryuments x -+ity = —1. Die Reihe (1) geht 
bei der Voraussetzung = —1 in die geometrische Reihe iiber, 
und hat dann nicht mehr die Eigenschaft zu convergiren, wie 
in § 98 erwiihnt ist. 

Fiir die in (2) des § 117 enthaltene allgemeine Darstellung 
der Binomialreihe 
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—1 
1+ 2 reosy +O) 1 cos 2y +. 
n(n—1)..(n—q+1) 4 
aa 10.8 ae OS 
0 i aaa n(n—1) ,.. 

at 8 qh ey aT sin2y +... 
4 n(n—1)..(n—q+1) 4 .. ) 
Gi 1.2.8... 1 SUMAN Se 


darf jetzt das Resultat ausgesprochen werden, dass der reelle und 
der imaginiire Theil jedenfalls convergiren, so lange der Betrag r 
kleiner als die Einheit ist, dass sie fiir den Betrag y=1 und fiir 
jeden Werth des Winkels w convergiren, wenn die Grésse m einen 
positiven Werth hat, dass sie fiir den Betrag r = 1 und fiir jeden 
Werth des Winkels w mit Ausnahme des Werthes + a convergiren, 
wenn die Griésse m negativ aber numerisch kleiner als die Einheit 
ist, und dass sie fiir den Betrag r= 1 nicht convergiren, wenn 
die Grésse » negativ und numerisch grésser als die Einheit oder 
gleich der negativen Einheit ist. Indem man nun den reellen 
und den imaginiren Theil der Binomialreihe als nach den po- 
sitiven Potenzen der Grésse r fortschreitende Reihen auffasst, 
wird der in § 108 in Betreff der dortigen Reihe (4) bewiesene 
Satz anwendbar und fiihrt zu der Consequenz, dass der reelle 
und der imagindre Theil der Binomialrethe in den Fiillen, in 
welchen sie ftir den Werth r =1 convergiren, stetige Functionen 
der Grosse r sind fiir alle unter der Einheit liegenden Werthe 
der Grosse r, die Hinheit selbst mit eingeschlossen. Die fiir den 
reellen und den imaginiiren Theil der Binomialreihe unter der 
Voraussetzung *<1 abgeleiteten Ausdriicke, die. in (22) des 
vorigen § enthalten sind, bleiben aber, wie eine noch nachzu- 
holende Discussion zeigt, unter den erwihnten Bedingungen eben- 
falls stetige Functionen der Variable +, wofern der Werth > der 
Kinheit genihert wird und diesen Werth erreicht. Folglich 
wird der Werth der Binomialreihe in allen aufgefiihrten Fallen, 
im welchen sie convergirt, durch die obige Gleichung 


(8) F(x“ +iy,) 


n log VO+aVP+ y° ( Yy Sis y 
=e cos | 2 arctg —— }+ : = 
( Siz) tt snl aretg ice 


dargestellt. 
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Sobald der imaginiire Theil des Arguments «+ ¢y ver- 


schwindet, wird auch der arctg es gleich Null, die Grésse 


V (i+ 2)? + y® verwandelt sich in die Grisse (1 +2), die gleich 
dem positiven Werthe 1+. ist, da die Grésse x numerisch 
nicht iiber die Einheit hinausgehen darf, und der Ausdruck 


n 


"8 C9 Kann durch die Potenz (1+ 2)" ersetzt werden. Auf 

diese Weise entsteht fiir das die Einheit nicht itibertreffende 

Argument x die folgende Gleichung, in welcher statt des Zeichens 

F(x, ) die Reihe selbst eingefiihrt ist, 

n(n—1) 
2 

Die Reihe driickt demnach hier die mit dem _beliebigen 
reellen Exponenten » gebildete Potenz des Binoms 1+ aus 
und liefert eine Ausdehnung des fiir positive ganze Exponenten 
geltenden binomischen Lehrsatzes, woher sie den Namen der 
Binomialreihe erhalten hat. 

Wir wollen nicht unterlassen, an dieser Stelle darauf auf- 
merksam zu machen, dass die Binomialreihe eine directe Lésung 
fiir die Fundamentalaufgabe der Algebra darbietet, eine beliebig 
hohe Wurzel aus einer gegebenen Grédsse zu bestimmen. Wenn 
es sich darum handelt, aus einer reellen positiven Grisse A die 
positive Mte Wurzel zu ziehen, so sei I’ die kleinste positive 


(9) 1+Fe+ Gets = Le) 


ganze Zahl, fiir welche E" griésser als die gegebene Grisse A 


ist. Dann ergiebt die Gleichung ae 1+2 fir x einen ne- 
E 


gativen unter der Einheit liegenden Werth, und bei der Sub- 


stitution = a wird durch die Binomialreihe die Grésse 


u i is 
J =(1+2)" dargestellt, mithin ist die gesuchte Grésse Ay 
gleich dem Product der Grésse H in die Entwickelung der 

1 
Potenz (1+ a) Wenn ferner eine Mte Wurzel aus einer com- 
pleaen Grosse (A+%B) gefunden werden soll, so lasst sich die 


beset ie £ Aten B? iB ee 
letztere in die Gestalt bringen tar ak (1 aoe e ) wofern die 
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Grisse A nicht gleich Null ist. Wir machen nun die Voraus- 
setzung, dass A nicht gleich Null und ausserdem noch positiv 
sei. Die Bestimmung einer Mten Wurzel aus der vorgelegten 
complexen Grisse zerfillt dann in die beiden Aufgaben, die po- 


2 


2 


a des Pee yn, ; 
sitive Mte Wurzel aus der positiven Grésse +e ke bestim- 


men, und eine Mte Wurzel aus der complexen Grésse 1 + 


6 File 
A—tiB 
aufzusuchen. “Die erste Aufgabe ist so eben behandelt worden. 


Giebt man der Grésse 1+ die Gestalt 1+a+iy, so 


ts 
A—iB 
iB? 
A? + B’ 
gleich einer unter der Einheit liegenden Grosse. Wofern jetzt 
in der Binomialreihe F/’'(a+iy,n) das complexe Argument 


wird 2? +y? = mithin, da A nicht gleich Null ist, 


é iB Lath . ery 
xu +44 ny me) substituirt und die Grésse v= >, gchommen 


wird, so stellt dieselbe vermige der obigen Gleichung (8) eine 
bestimmte Mte Wurzel der Grosse 1 a reer dar. Um fiir 
=7t 
die Voraussetzung, dass in der gegebenen complexen Grisse 
A+iB der Werth A negativ oder gleich Null sei, das ent- 
sprechende zu leisten und auch um in jedem Falle die siimmt- 
lichen Mten Wurzeln der gegebenen Grisse darzustellen, geniigt 
vermége einer in § 40 angestellten Erérterung die Benutzung 


der Binomialreihe fiir die Werthe «+i y= L+¢, ” da 


ee 
gL & 


. 7 . . 
aretg 1 gleich Pi und deshalb nach der gegebenen Bestimmung die 


1 
: riky Ww - me 
Function F(i+, —)=—(//2 AOg ae & Ray et ae 
oT) (V¥2) {eos gut {Sin yay) ist. 


§ 120. Reihe zur Darstellung der Functionen Logarithmus 
und Arcus tangentis. 


Bei der Untersuchung der Binomialreihe ist in § 118 auf 
der rechten Seite der Gleichung (12) eine Reihe hervorgetreten, 
die ebenfalls zu den Grundreihen der Analysis gehirt. Sie hat, 


wenn ¢ statt «+iy gesetzt wird, die Gestalt 


§ 120. Darstellung der Functionen Logarithmus und Arcus tangentis. 587 


2 Suey q 
(1) Fi Ay at UE rae 
und es ist an jener Stelle ausgesprochen, dass sie convergirt, 
so lange der absolute Betrag r des Arguments ¢=a + dy kleiner 
als die Einheit ist, und alsdann eine stetige Function des Ar- 
guments ¢ ausdriickt. Durch Betrachtungen, wie sie in § 117 
iiber die Binomialreihe angestellt sind, erhellt aus dem Um- 
stande, dass der Quotient jedes Coefficienten durch den vorher- 
gehenden in der Reihe (1) abgesehen von dem Vorzeichen sich 
der Einheit nihert, die Richtigkeit des Behaupteten und zugleich 
die Thatsache, dass weder der reelle noch der imaginiire Theil 
der Reihe (1) convergirt, sobald der Betrag r des Arguments 
z grosser als die Hinheit ist. Die Verbindung der Gleichungen 
(18) und (20) des § 118 liefert zugleich fiir ein Argument 7+/y, 
dessen Betrag 7 unter der Kinheit liegt, die Werthbestimmung 
der Rethe 

eae i ON 


TSE 
1+2’ 


(2) e+iy— =lg V0 +a) +y? +iaretg 


. ° . . 7 
wo die Function Arcus tangentis zwischen den Grenzen — > 


und + * genommen werden muss. Wir heben jetzt die beiden 


Reihen heraus, welche einem reellen und einem rein imaginaren 
Argument entsprechen. Es sei zuerst y=0, mithin vermége 
der Bedingung r < 1 die reelle Grésse « zwischen —1 und + 1 
enthalten, so wird, wie friiher bemerkt, /(1+2)? gleich der po- 
sitiven Grisse 1+ 2, der imaginiire Theil der Reihe und die 


Function arctg ae verschwinden, und man erhilt die Dar- 
stellung der Function log 1+ x durch die Reihe 

(3) log (lta)=a—2 +25 

Wenn dagegen ~=0 gesetzt wird, so muss wegen der Bedin- 
gung r<1 die reelle Grésse y zwischen den Grenzen —1 und 


+1 enthalten sein, der reelle Theil der Reihe wird gleich der 
Function log 1 +y?, und der imaginire Theil der Reihe, von 


. 7 
dem Factor ¢ befreit, gleich der zwischen den Grenzen — -—- 


ted 
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und + ti zu nehmenden Function arctg y. Die Gleichsetzung 


der reellen Bestandtheile bringt ein Resultat, das schon in der 
Gleichung (3) enthalten ist, die Gleichsetzung der rein ima- 
giniren Bestandtheile liefert dagegen die Darstellung der Function 
arctg y vermige der Reihe ; 


(4) aretg y= y — ae 


5 


sau 
Die Reihe, durch welche in (3) fiir ein reelles Argument x die 
Function log (1+) ausgedriickt ist, wird die logarithmische 
Rethe genannt, und derselbe Name auch auf die ebenso gebildete 
Reihe (1) iibertragen, bei der das Argument z gleich einer com- 
plexen Grosse 7+ 7y ist. 

Noch fehlt die Erérterung der Convergenz der Reihe (1) 
fiir diejenigen Werthe des Arguments, bei denen der Betrag r 
gleich der Einheit, also «+7y = cos w +¢ sin w ist. Wenn die 
Summe der g ersten Glieder von (1) mit s, bezeichnet wird 

2 3 ae. 

(5) yo + HF 4 (==, 
so ergiebt die Multiplication mit dem Factor 1+ die Gleichung 


(6) (tajstae+(1— FZ) 4(Si+g)e +... 


2 Paw. 3 
tNg=2 est \tn __4)¢-1 
x (Cot nae eee 
G—L q 
Die Coefficienten der Potenzen der Grisse ¢ von der ersten 
bis zur qten einschliesslich haben die Werthe 


1 Litetin anna (aye i (eee 

ae Mek gede BARE cies q—1 - io 
bei denen von dem zweiten an die Vorzeichen regelmiissig ab- 
wechseln. Die absoluten Werthe der auf einander folgenden 


Coefficienten sind mithin 


‘2 f Habart LgHand 
Fa Sgt Ae Ga lege 


Die Summe der letztern ist gleich 2— “und convergirt deshalb 


bei wachsendem q gegen eine feste Grenze. Folglich conver- 
giren aus friiher entwickelten Griinden auch der reelle und der 
imaginire Theil der Summe 
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2+(1—5) Pp ELA (eee (oor + oe" e 
2 g=—l q 
bei der Substitution z= cosw+isinyw. Der auf der rechten 
Seite von (6) noch hinzuzufitigende Ausdruck 

(=)? pa (=) 

; = 

nihert sich aber bei wachsendem q der Null, so dass die rechte 
Seite von (6) bei wachsendem q gegen einen festen Grenzwerth 
convergiren muss. Hieraus ist dann wie im vorigen § zu 
schliessen, dass die Summe s, sich einem festen Grenzwerthe 


(cos (q+ 1) w+isin (q+ 1) w) 


nihert, sobald der Factor 1+ einen von der Null verschiedenen 


Werth hat. Fiir den Werth z= W— 1, welcher diese Ausnahme 
we: ‘ 1 1 1 : 
constituirt, wird s,—=— 1 — 59 Bask pads also gleich dem 


negativ genommenen Werthe der Summe der reciproken Werthe 
der natiirlichen Zahlen, deren Betrag nach § 105 fiir ein wach- 
sendes gq jede Grésse tiberschreitet. Es ergiebt sich also, dass 
die Rethe (1) in ihrem reellen nnd threm imagindren Theile fiir 
jedes Argument z= x+iy = cos W+isin Ww convergirt, den Werth 
2= cosy +7sin y =— 1, bei dem der innerhalb emer Kreisperi- 
pherie angenommene Winkel w gleich + a ist, ausgenommen. 
Sobald in der logarithmischen Reihe’ das Argument 
x+iy =r (cos w+iésin yw) substituirt wird, so erscheinen der 


reelle und der imaginiire Theil, wie folgt, 


2 3 


(7) 7 cos W— cos 2 + sin 3 wF.. 
; ee ae me 
+i(rsiny — sin 2 w+ g sind y ...) 


Jeder von beiden bildet eine nach den positiven Potenzen 
der Grésse r geordnete Reihe, die convergirt, wofern die posi- 
tive Grésse 7 unter der Einheit liegt, und die fiir jeden inner- 
halb einer Kreisperipherie liegenden Werth des Winkels w, mit 
Ausnahme des Werthes +7, auch bei der Voraussetzung r= 1 
convergirt. Nach einem im vorigen § benutzten Satze des § 108 
sind daher der reclle und der imaginére Theil der logarithnuschen 
Rethe stetige Functionen der Grosse r ftir r<1, dee mit der be- 
geichneten Ausnahme noch stetrg bleiben, wenn die Grosse r bet 
stetiger Annaherung den Grenzwerth der positiven Tinheit er- 
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reicht. Es kommt jetzt darauf an, zu erkennen, ob der auf der 
rechten Seite der Gleichung (2) fiir den reellen und den ima- 
giniren Theil der logarithmischen Reihe bei der Annahme r<1 
abgeleitete Ausdruck sich ebenfalls bei dem Uebergange zu dem 
Werthe r=1 stetig verhalten. Wenn dies niimlich der Fall ist, 
so besteht die Gleichung (2) auch fiir die Voraussetzung r=—1. 
Die Function log w ist eine stetige Function des positiven 
Arguments u. Denn wofern u+ho>u>0 ist, so gilt nach 


§ 102 die Gleichung log (w+ h)— log w=log (1+7); der Lo- 


garithmus der die Einheit iibertreffenden Grosse S ist positiv, 

muss aber fiir einen abnehmenden Werth der Grisse h beliebig 
: ; h 

klein werden. Denn sei log (1+2)=z, so ist @ =1+— ue 


7 


1 ie oe 
mithin fiir jedes positive x grésser als der Han 1+ 2 ist, 


drerseits aber folgt aus (14) des § 114, dass e"=1 He +— 


Re : : : Kf 
weshalb “%< sein muss. Die Function arctg v ist vermige 
einer am Schlusse des § 104 gemachten Bemerkung, sobald sie 

* . 7 7 . 
auf den Bereich zwischen den Grenzen pg und +3 einge- 
schriinkt wird, eine stetige Function ihres von einem beliebig 
grossen negativen Werthe bis zu einem beliebig grossen positiven 
Werthe auszudehnenden Arguments v Nun geht die rechte 
Seite der Gleichung (2), sobald «+iy=r (cos w+7sin W) gesetzt 
wird, in den Ausdruck 


8 los 1/11 , _rsin yp 
(8) og V(1+r cos y)? +7? sin? w+ 7 aretg eietatvaas 


tiber. Der Winkel y, der innerhalb einer Kreisperipherie ein- 
deutig bestimmt ist, mége so gewiihlt sein, dass er zwischen 
den Grenzen —z und +z liegt; diese Grenzen selbst sind 
gegenwirtig aus dem erwiihnten Grunde von der Betrachtung 
auszuschliessen. Alsdann kann der Ausdruck 1+7 cos wy nicht 
gleich Null werden; bei der Anniiherung der Grésse r an die 
Kinheit verwandelt sich die unter dem Zeichen des Logarithmus 
befindliche Grisse stetig in den von der Null verschiedenen 
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Werth //2+2cosw, und die unter dem Zeichen des Arcus 


_ Ww 

sin m 

tangentis stehende Grosse stetig in den Werth —"”-— 2 
1+ cos y w 

cos 9 


Weil aber die Function Arcus tangentis in dem Intervall | 


‘ 7m 7 , aw 
zwischen — 9 und +5 genommen werden soll, und gleichzeitig 


- 


der Bogen . nach der Voraussetzung zwischen ae und = 
sin 9 

fallt, so ist der Werth arctg | —— ]} gleich dem Bogen ¢ selbst. 
atin 


Die rechte Seite der Gleichung (2) convergirt daher, in- 
dem die Grisse r in die Einheit tibergeht, ebenfalls stetig gegen 
den Werth log Y2+2 cos w+ i y und wir haben jetzt den 
vollstiindigen Beweis geliefert, dass der letztere fiir jeden Werth 
des Winkels w zwischen —a und +2 mit Ausschluss der 
Grenzen die Summe der Reihe (7) bei der Annahme r=1 aus- 
driickt. So entsteht die Gleichung 


(9) COS ws cos 2 w+ a cos By Pia 


A ee i eae ‘Ie 
+ i(sin w—> sin 2 +3 sin awe... | 


= log V2+2 cos +i t 


Die Berechtigung, in der Gleichung (2) die complexe Grosse 
a+iy so au withlen, dass Va?+y?=1 ist, wofern nur nicht 
2+iy=— list, hat zur Folge, dass ein reeller Werth des 
Arguments. zwar gleich +1, aber nicht = — 1 genommen wer- 
den darf, wihrend fiir einen rein imaginiiren Werth des Argu- 
ments +7 und —7 gestattet sind. Durch die Substitution 
“= +1 entstebt aus der Gleichung (3), die sich auf die Func- 
tion log (1+ 2%) bezieht, das Resultat 

1 1 


(10) ie? ganar ed: 


——+.,, 
2 laiceiets ia 
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Ferner ergiebt die Gleichung (4), welche sich auf die Function 
Arcus tangentis y bezicht, indem y=1 gesetzt wird, da zu der 


. 7t 
Tangente vom Betrage der Einheit zwischen den Grenzen — 5 
‘ 


‘und a der Bogen | gehért, die folgende Darstellung des 


Werthes a ; 


| ai ee 
(11) *=1 We 


mages sss ie 
4 Be iggy 


Die vorliegende Reihe riihrt von Leibnite her und wird 
nach ihm die Leibnitze’sche Reihe genannt. 

Die Gleichung (9) zerfallt durch die Trennung des Reellen 
und des Imaginiiren in die beiden Gleichungen 


Sees 1 
(12) log V 2+2 cos p=cos y—4 cos 2 Yrs GOSS he... 


wy A rs, Be ide 
(13) ay i ary sin 2 yrs sin Dabiz ce 


die nach ihrer Ableitung fiir alle Werthe des Winkels w zwischen 
den Grenzen — a und +7 gelten, diese Grenzen selbst ausge- 
schlossen. 


Es ist nun von Bedeutung, zu ermitteln, was aus der 
Summe der q ersten Glieder der: einen und der andern Reihe 
wird, sobald der Winkel w den Werth + 2 oder —a annimmt. 
Die Gréssen cos w, cos 2 yw, cos 3, .. cos gw erhalten dann ab- 
wechgelnd die Werthe 1, —1, und die Summe der q ersten 
Glieder der ersten Reihe wird, wie schon oben bemerkt, gleich 
der Summe —(145 + at : +2), deren absoluter Werth 
mit wachsendem q tiber jedes Mass hinauswiichst. Dagegen 
werden die Gréssen sin yw, sin 2 yw, sin 3 w,.. sin gw fiir den 
Werth y= oder — vz siimmtlich gleich der Null, weshalb die 
Summe der qg ersten Glieder der zweiten Reihe verschwindet, 
welchen bestimmten Werth man der Zahlq auch beilegen mige. 
Die zweite Reihe zeigt also die auffallende Erscheinung, dass 
ihre unendlich ausgedehnte Summe, wenn ¢ eine bestimmte aber 
beliebig kleine positive Grésse bedeutet, fiir das Argument a— «¢ 


§ 120. Darstellung der Functionen Logarithmus und Arcus tangentis. 593 


1 ; 
den Werth > (~—e), fiir das. Argument —z+e den Werth 


it 
ay nase) darstellt, dagegen fiir das Argument z oder — x 
der Null gleich wird. Die Differenz der Werthe der Summe fiir 


: ee 1 rs : 
die Argumente 7 —e« und x betrigt ie (~—e), fir die Argu- 


mente — z-+e und zw den Werth = m+ €). Somit wird die 


Differenz der Werthe der Summe in keinem der beiden Fille 
fiir eine beliebige kleine Differenz der Argumente selbst. beliebig 
klein, und erfahrt daher in beiden Fallen ene Unterbrechung der 
Stetigkeit. 
Der gelieferte Nachweis, dass sowohl die Function 
r sin w 

1l-+r cosy 
fiir alle zwischen —z und +7 genommenen Werthe des Winkels 
w mit Ausnahme von z oder —z sich stetig indern, wenn die posi- 
tive Grésse r wachsend sich der Einheit nahert und ihr gleich 
wird, schliesst vermige der Stetigkeit der Exponentialfunction mit 
reellem Argument und der Stetigkeit der trigonometrischen Func- 
tionen Sinus und Cosinus auch den Nachweis in sich, dass die 
rechte Seite der Gleichung (8) des vorigen § unter derselben 
Voraussetzung sich ebenfalls stetig tindert, sobald die Grésse r 
in die Einheit tibergeht. Bei der fiir die Binomialreihe auszu- 
fiihrenden Werthbestimmung, auf welche sich die erwéhnute 
Gleichung (8) des vorigen § bezieht, ist fiir die Werthe der 
Grosse , die zwischen — 1 und 0 liegen, der Werth «+iy=—1, 
mithin bei s=1 der Werth w=+z7 ebenfalls ausgeschlos- 
sen worden. Fiir positive Werthe der Grosse n darf da- 
gegen c+iy=—1, und demgemiss fiir den Winkel y= + x 
die Griésse r gleich der Einheit werden, und es bleibt noth- 
wendig, fiir diesen Fall die Stetigkeit des betreffenden Aus- 
druckes besonders zu begriinden. Zu diesem Zwecke ersetzen 
nlog VA+aP+y¥ 


log V (1+r cos =)? +r? sin? w wie die Function arctg 


wir die Exponentialfunction e durch den ihr glei- 


chen Ausdruck (V(i+a)?+y’) , und erhalten statt der mehr- 
fach angefiihrten Gleichung die Gleichung 


Lipschitz, Analysis. 38 
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(14) F(x+iy,n) 
iceecmEy y - si y 
= (VY (1+2)? +y?) ( cos (» aretg nar -) +7s1n ( aretg 5) ) 
Zunichst ist fiir r<1 die complexe Grisse x+y gleich 
ry (cos W+isin w) zu setzen; bei dem Werthe W=~w oder —z 
y ry sin Ww 
ita 1+rcos w 
erhilt einen von Null verschiedenen Nenner und einen verschwin- 
denden Zahler, weshalb dasselbe verschwindet und mit ihm der 


wird cos w =—1, sin w=0, das Argument 


Arcus tangentis Die rechte Seite der Gleichung (14) 


Y 
Like 
geht daher in den Werth (Va—n?)"=(1—r) itber, und econ- 
vergirt, weil eine positive Grésse bedeutet, indem 7 sich der 
Einheit nihert, stetig gegen den Werth Null. Die rechte Seite 
der Gleichung (8) im vorigen § iindert sich also unter den dort 
bezeichneten Voraussetzungen bei dem Uebergange der Grésse r 
in die Einheit stetig, wie an jener Stelle behauptet worden war. 

Die Untersuchung der Exponentialreihe, der Binomialreihe 
und der logarithmischen Reihe ist jetzt zu Ende gefiihrt. In 
diesen drei Reihen werden durch die Anwendung eines Argu- 
ments, das gleich einer complexen Grisse ist, die Reihen zu- 
sammengefasst, welche nach einander fiir die Darstellung einer 
beliebigen Potenz eines reellen Binoms, fiir die Darstellung der 
Exponentialfunction, der trigonometrischen Function Sinus und 
Cosinus, der Functionen Logarithmus und Arcus tangentis ge- 
funden worden sind. Wiihrend die Bestimmung einer Griésse 
als Grenzwerth einer unendlichen Summe das Gebiet der Alge- 
bra tiberschreitet, gehdrt das zu der Zusammenfassung der er- 
wihnten einzelnen Reihen dienende Mittel, der Gebrauch einer 
complexen Grésse, unaweifelbaft der Algebra an. Auch die 
Grundaufgabe der Algebra, die Wurzeln einer reinen Gleichung 
von einem beliebig hohen Grade aufzusuchen, ist auf directem 
Wege durch die Binomialreihe gelést worden, und findet daher 
durch ein Verfahren seine Erledigung, das iiber das Gebiet der 
Algebra hinaus reicht. 


Universitats-Buchdruckerei von Carl Georgi in Bonn. 
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